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آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس
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بررسͬ باناخ فضای در مباحث این ادامه در همچنین است، شده پرداخته هیلبرت فضای در یافته تعمیم

است. شده پرداخته باناخ فضای در ضعیف همͽرایͬ قضایای معرفͬ به و شده

.ͷارگودی باناخ، فضای هیلبرت، فضای یافته، تعمیم هیبرید انبساطͬ، غیر ثابت، نقطه : واژه کلید
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پیش�گفتار

تعریف است، شده آورده نامه پایان در نیاز مورد تعاریف و مقدمات ابتدا اول فصل در نامه، پایان این در

نͽاشت جمله از باناخ و هیلبرت فضای در نͽاشت چند همچنین و نامه پایان این در بحث مورد فضای چند

است. شده معرفͬ پوششͬ غیر ی یافته n-تعمیم و پوششͬ غیر ی یافته تعمیم انبساطͬ، غیر هیبرید، های

ی دسته شامل که خطͬ غیر های نͽاشت ی دسته [۵] ٣ یائو ،٢ تاکاهاشͬ ، کوکرک١ ٢٠١٠ سال در

کردند. ارائه را شود مͬ هیلبرت فضای در هیبرید و پوششͬ غیر انبساطͬ، غیر های نͽاشت

در یافته تعمیم هیبرید و انبساطͬ غیر نͽاشتهای برای خطͬ غیر قضایای برای لم چند نامه پایان ی ادامه در

نͽاشت برای ثابت نقطه ی قضیه چند از بعد قضایا و ها لم این همچنین است، شده آورده هیلبرت فضای

غیر خطͬ غیر ی یافته تعمیم های نͽاشت خاصیت چند معرفͬ و پوششͬ غیر و یافته تعمیم هیبرید های

است. شده آورده باناخ فضای در پوششͬ

١ Kocourek

٢Takahashi

٣Yao



١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم

٢



٣ مقدماتͬ مفاهیم . ١ فصل

ضرب ͷی باشد. C مختلط میدان روی داخلͬ فضای X کنیم فرض هیلبرت) (فضای .١.٠.١ تعریف

است: زیر شرایط دارای که ⟨., .⟩ : X ×X −→ C مانند است تابعͬ X روی داخلͬ

a)⟨x, x⟩ ≥ ٠ ∀ x ∈ X and ⟨x, x⟩ = ٠ ⇐⇒ x = ٠

b)⟨x, y⟩ = ⟨y, x⟩

c)⟨αx+ βy, z⟩ = α⟨x, z⟩+ β⟨y, z⟩ ∀ x, y, z ∈ X , α, β ∈ C

شود. مͬ نامیده داخلͬ ضرب فضای (X, ⟨., مرتب(⟨. زوج اینصورت در

کنید: تعریف زیر بصورت را داخلͬ ضرب تابع و X = Rn دهید قرار .١.٠.١ مثال

⟨., .⟩ : Rn ×Rn −→ R

⟨x, y⟩ =
n∑

i=١
xiyi ∀ x = (x١, ..., xn) ∈ Rn , y = (y١, ..., yn) ∈ Rn

شود. مͬ نامیده اقلیدسͬ n-بعدی فضای شده، تعریف داخلͬ ضرب این با Rn اینصورت در

کنیم فرض همچنین باشد. E دوگان نͽاشت J و حقیقͬ باناخ فضای ͷی E کنیم فرض .٢.٠.١ تعریف

غیرپوششͬ نͽاشت ͷی را T : C −→ C نͽاشت باشد. E از محدب و بسته تهͬ، نا ی مجموعه زیر C

باشیم: داشته x, y ∈ C هر ازای به گاه هر گوییم

ϕ(Tx, Ty) + ϕ(Ty, Tx) ≤ ϕ(x, Ty) + ϕ(y, Tx)

شود: مͬ تعریف زیر بصورت ϕ ،x, y ∈ E هر برای که

ϕ(x, y) = ∥x∥٢ − ٢⟨x, Jy⟩+ ∥y∥٢.

نظر در µ سوپریمم نرم با کراندار های دنباله باناخ فضای عنوان به را l∞ ( باناخ (حد .٣.٠.١ تعریف

در µ مقدار را µ(f) صورت این در گیریم، مͬ نظر در (l∞ دوگان (فضای l∗∞ در عنصر ͷی گیریم. مͬ

روی µ خطͬ نͽاشت شود. مͬ نوشته نیز µn(fn)بصورت گاهͬ که گوئیم، مͬ f = (x١, x٢, . . .) ∈ l∞

گاه: هر شود مͬ خوانده میانͽین ͷی l∞



۴ مقدماتͬ مفاهیم . ١ فصل

µ(e) = ∥µ∥ = ١

گاه: هر شود مͬ نامیده l∞ روی باناخ حد نͽاشت، این .e = (١,١, . . .) که جایͬ

µn(xn+١) = µn(xn)

قرار باشد، باناخ فضای E کنیم فرض هموار) فضای و ٢ فرشه ١و گاتͺس پذیر (مشتق .۴.٠.١ تعریف

دهید:

U = {x ∈ E : ∥x∥ = ١}

باشد: موجود زیر حد x, y ∈ U هر برای هرگاه شود مͬ نامیده گاتͺس پذیر مشتق E نرم صورت این در

lim
t→٠

∥x+ ty∥ − ∥x∥
t

یͺنواخت بطور y ∈ U ازای به فوق حد x ∈ Uهر ازای به گاه هر است فرشه پذیر مشتق E نرم همچنین

شود. مͬ نامیده هموار E حالت این در باشد. همͽرا

داریم: زیر بصورت jxاشتͽن تعریف با چون است، هموار باناخ l٢ فضای .٢.٠.١ مثال

l٢ = {{xi} : sup
١≤i<∞

|xi| < ٢}

jx : X −→ F

jx =
x

∥x∥

.∥j∥ = ١ چون ،⟨x, jx⟩ = ∥x∥∥j∥ = ∥x∥ بنابراین

این X مانند باناخ فضاهای نرم اساسͬ ویژگͬ ( باناخ فضای اکید و یͺنواخت تحدب ) .۵.٠.١ تعریف

همه برای اگر شود مͬ نامیده محدب اکید بطور X باناخ فضای ͷی هستند، محدب همیشه که است

بطوریͺه: باشد داشته وجود x, y ∈ Sx ،λ ∈ (٠,١)

١Gteuax differentiable

٢Frchet differentiable



۵ مقدماتͬ مفاهیم . ١ فصل

x ̸= y =⇒ ∥(١− λ)x+ λy∥ < ١

.Sx = {x ∈ X : ∥x∥ = ١} که جایͬ

Sx روی هستند X باناخ فضای Sx در هم از جدا نقطه دو بین که x+ y

٢ میانه نقطه که دهد مͬ نشان این

.x = y صورت این در ، ∥x∥ = ∥y∥ = ∥x+ y

٢ ∥ و x, y ∈ Sx اگر دیͽر بعبارت باشد. نمͬ واقع

با شده تعریف ∥x∥٢ نرم با n ≥ ٢ و X = Rn گیریم مͬ نظر در .٣.٠.١ مثال

∥x∥٢ = (
n∑

i=١
x٢i )

١
٢ , x = (x١, x٢, ....) ∈ Rn

است. محدب اکیدا X صورت این در

با شده تعریف ∥.∥∞ نرم با n ≥ ٢ و X = Rn گیریم مͬ نظر در .۴.٠.١ مثال

∥x∥∞ = max
١≤i≤n

|xi| , x = (x١, x٢, ....) ∈ Rn

مثلا نیست، محدب اکیدا X اینصورت در

x = (١,٠,٠,٠, ...,٠) , y = (١,١,٠,٠, ...,٠) , x, y ∈ Rn

.∥x+ y∥∞ = ٢ حالیͺه در ، ∥x∥∞ = ١ = ∥y∥∞

،٠ < ε ≤ ٢ که ε هر ازای به اگر شود مͬ نامیده محدب یͺنواخت بطور X باناخ فضای .۶.٠.١ تعریف

بطوریͺه دارد وجود δ = δ(ε) > ٠ͷی دهند نتیجه ∥x− y∥ ≥ ε و ∥y∥ ≤ ١ و ∥x∥ ≤ ١ های نامساوی

∥(x+ y)

٢ ∥ ≤ ١− δ

در ،∥x− y∥ ≥ ε > ٠ و باشد Bx = {x ∈ X : ∥x∥ ≤ ١} ی یͺه بسته گوی در y و x اگر گوید مͬ این

ی دایره از δ اندازه به حداقل آن ی فاصله که افتد مͬ Bx ی یͺه گوی داخل y و x میانͽین نقطه اینصورت

باشد. مͬ Sx ی یͺه

متوازی قانون طبق واقع در است. محدب یͺنواخت بطور فضای ،H هیلبرت فضای هر .۵.٠.١ مثال

داریم: x, y ∈ H همه برای الاضلاع



۶ مقدماتͬ مفاهیم . ١ فصل

∥x+ y∥٢ = ٢(∥x∥٢ + ∥y∥٢)− ∥x− y∥٢

داریم: ∥x− y∥ ≥ ε و x ̸= y و x, y ∈ Bx فرض با حال

∥x+ y∥٢ ≤ ۴− ε٢

دهد: مͬ نتیجه که

∥(x+ y)

٢ ∥ ≤ ١− δ(ε)

است. محدب یͺنواخت بطور H بنابراین ،δ(ε) = ١−
√
١− ε٢

۴ که جایͬ

و x = (١,٠,٠, ...,٠) اگر چون نیسـتند، محدب یͺنواخـت بطور l∞ و l١ فضـاهای .۶.٠.١ مثال

داریم: آنͽاه کنیم فرض ε = ١ و بͽیریم x, y ∈ l١ که y = (١,٠,٠−,٠, ....)

∥x∥١ = ١ , ∥y∥١ = ١ , ∥x− y∥١ = ٢ > ١ = ε

که ندارد وجود δ > ٠ هیچ و ∥(x+ y)

٢ ∥١ = ١ هرچند

∥(x+ y)

٢ ∥١ ≤ ١− δ

نیست. محدب یͺنواخت بطور l١ بنابراین

و x, y ∈ l∞ که y = (١,٠,٠−,١,١, ....) و x = (١,١,١,٠,٠, ....) بͽیریم نظر در اگر مشابه بطور

داریم: آنͽاه شود، مͬ فرض ε = ١

∥x∥∞ = ١ , ∥y∥∞ = ١ , ∥x− y∥∞ = ٢ > ١ = ε

نیست. محدب یͺنواخت بطور هم l∞ لذا ،∥(x+ y)

٢ ∥∞ = ١ چون و

به توجه با مسأله این است. محدب اکیدا محدب، یͺنواخت بطور باناخ فضای هر داد نشان توان مͬ

شود. مͬ مشخص محدب یͺنواخت فضای تعریف



٧ مقدماتͬ مفاهیم . ١ فصل

طبیعͬ جادهͬ نͽاشت هرگاه شود مͬ نامیده بازتابͬ X نرمدار فضای بازتابͬ) (فضای .٧.٠.١ تعریف

کرد: اشاره زیر نͺات به توان مͬ انعͺاسͬ یا بازتابͬ فضاهای مورد در باشد. پوشا φ : X −→ X∗∗

است). انعͺاسͬ متناهͬ بعد با باناخ فضای است،(هر انعͺاسͬ Rn •

هستند. انعͺاسͬ باناخ فضاهای ١ < p < ∞ برای Lp و lp •

.H∗∗ = H چون است انعͺاسͬ هیلبرت هرفضای •

هستند. انعͺاسͬ ∞Lغیر و L١ و l∞ و l١ •

است. انعͺاسͬ خود انعͺاسͬ، باناخ فضای ی بسته فضای زیر •

است. انعͺاسͬ انعͺاسͬ، باناخ فضای دوگان •

.X = X∗∗ یا X ∼= X∗∗ شود مͬ نوشته معمولا ،X انعͺاسͬ فضای مورد در

x ∈ X به ضعیف همͽرای X نرمدار فضای {xn}در دنباله ضعیف) همͽرایͬ (تعریف .٨.٠.١ تعریف

یا xn ⇀ x نویسیم مͬ حالت این در باشد. f(xn) −→ f(x) ،f ∈ X∗ همه برای هرگاه شود مͬ نامیده

.weak − lim
n→∞

xn = x

ضرب توسط شده تولید نرم با H هرگاه باشد. داخلͬ ضرب فضای ͷی H کنید فرض .٩.٠.١ تعریف

نامیم. مͬ هیلبرت فضای ͷی را H صورت این در باشد، تام(کامل) فضای ͷی داخلͬ

مشابه بطور است، هیلبرت فضای ͷی L٢(X) آنͽاه باشد، اندازه فضای ͷی (X,M, µ) اگر .٧.٠.١ مثال

ها. Rn ترتیب همین به است هیلبرت فضای نیز l٢

این در باشد، H از ناتهͬ مجموعه زیر C و باشد حقیقͬ هیلبرت فضای H کنیم فرض .١٠.٠.١ تعریف

باشیم: داشته x, y ∈ C هر برای هرگاه گوییم غیرانبساطͬ T : C −→ H نͽاشت صورت

∥Tx− Ty∥ ≤ ∥x− y∥

: کرد ثابت هیلبرت فضای ͷی در را خطͬ غیر ͷارگودی ی قضیه اولین بایلون٣ ١٩٧۵ سال در

٣Baillon



٨ مقدماتͬ مفاهیم . ١ فصل

باشد H هیلبرت فضای از محدب و کراندار بسته، تهͬ، نا ی مجموعه زیر C کنید فرض .١.٠.١ قضیه

بصورت n ∈ N هر ازای به C در {bn} ی دنباله باشد. خودش بتوی C از انبساطͬ غیر نͽاشت ͷی T و

: شود مͬ تعریف زیر

.x١ ∈ C , xn+١ = Txn , bn =
١
n

n∑
k=١

xk

است. ضعیف همͽرای T از ثابت ی نقطه ͷی به {bn} ی دنباله صورت این در

[١] اثبات.

x, y ∈ C هر برای اگر شود مͬ نامیده قوی غیرانبساطͬ نͽاشت F : C −→ H نͽاشت تعریف١١.٠.١.

باشیم: داشته

∥Fx− Fy∥٢ ≤ ⟨x− y, Fx− Fy⟩

به توجه با گرفت، نتیجه را انبساطͬ غیر نͽاشت توان مͬ قوی غیرانبساطͬ نͽاشت از که است مشخص

داریم: داخلͬ ضرب و نرم خواص

∥Fx− Fy∥٢ ≤ ⟨x− y, Fx− Fy⟩ ≤ ∥x− y∥∥Fx− Fy∥

x, y ∈ C هر ازای به بنابراین

∥Fx− Fy∥ ≤ ∥x− y∥

T : C −→ X نͽاشت باشد. آن تهͬ غیر ی مجموعه زیر C = R+ و X = R کنیم فرض .٨.٠.١ مثال

کنیم: مͬ تعریف زیر بصورت x ∈ C هر برای را

Tx =
١

١+ x

چون: است، انبساطͬ غیر T صورت این در

∥ ١
١+ x

− ١
١+ y

∥ = ∥ ١+ y − ١− x

(١+ x)(١+ y)
∥

= ∥ y − x

(١+ x)(١+ y)
∥

≤ ∥x− y∥



٩ مقدماتͬ مفاهیم . ١ فصل

به پس y − x

(١+ x)(١+ y)
< y − x نتیجه در و (١+ x)(١+ y) > ٠ که است دلیل این به آخر نامساوی

است. انبساطͬ غیر ،x, y ∈ C هر ازای

ی همه ازای به اگر شود مͬ نامیده پوششͬ غیر نͽاشت ، T : C −→ H نͽاشت .١٢.٠.١ تعریف

باشیم: داشته x, y ∈ C

٢∥Tx− Ty∥٢ ≤ ∥Tx− y∥٢ + ∥Ty − x∥٢

: باشیم داشته x, y ∈ C ی همه ازای به هرگاه شود مͬ نامیده هیبرید نͽاشت T : C −→ H نͽاشت

٣∥Tx− Ty∥٢ ≤ ∥x− y∥٢ + ∥Tx− y∥٢ + ∥Ty − x∥٢

است: قرار بر زیر تساوی λ ∈ R و x, y ∈ H و H هیلبرت حقیقͬ فضای برای .١.٠.١ گزاره

(١.١) ∥λx+ (١− λ)y∥٢ = λ∥x∥٢ + (١− λ)∥y∥٢ − λ(١− λ)∥x− y∥٢

داریم: شده گفته تعاریف طبق اثبات.

∥λx+ (١− λ)y∥٢ = ⟨λx+ (١− λ)y, λx+ (١− λ)y⟩

= λ٢∥x∥٢ + λ(١− λ)⟨x, y⟩+ λ(١− λ)⟨x, y⟩+ (١− λ)٢∥y∥٢

(I) = λ٢∥x∥٢ + ٢λ(١− λ)⟨x, y⟩+ (١− λ)٢∥y∥٢

نرم و داخلͬ خواصضرب به توجه با ،∥x− y∥٢ جای به و بنویسیم را اول تساوی راست سمت اگر حال

مͬ (I) به مشابه، مقادیر از گرفتن فاکتور از پس و ⟨x− y, x− y⟩ = ∥y∥٢+ ∥x∥٢−٢⟨x, y⟩ دهیم قرار

کند. مͬ تمام را اثبات که رسیدیم مساوی مقدار ͷی به طرف دو کردن ساده با پس رسیم.

باشد: مͬ قرار بر زیر تساوی x, y, w ∈ H برای .٢.٠.١ گزاره

(١.٢) ⟨(x− y) + (x− w), y − w⟩ = ∥x− w∥٢ = ∥x− y∥٢

داریم: نرم و داخلͬ خواصضرب به توجه با واقع در اثبات.



١٠ مقدماتͬ مفاهیم . ١ فصل

⟨(x− y) + (x− w), y − w⟩ = ⟨(x− y) + (x− w), (y − x) + (x− w)⟩

= ∥x− w∥٢ − ∥x− y∥٢ + ⟨x− y, x− w⟩+ ⟨x− w, y − x⟩

= ∥x− w∥٢ − ∥x− y∥٢.

ازای به باشد. H محدب ی بسته ی مجموعه زیر D کنیم فرض ( پروجͺشن ͷمتری ) .١٣.٠.١ تعریف

:y ∈ D هر برای که بطوری دهیم مͬ نشان PDx با که دارد وجود D در واحد نقطه ͷی x ∈ H هر

∥x− PDx∥ ≤ ∥x− y∥

نͽاشت ͷی PD نͽاشت شود. مͬ خوانده D روی بر H برای پروجͺشن ͷمتری نͽاشت PD نͽاشت

قرارند: بر زیر های تساوی y ∈ D و x ∈ H هر ازای به آن برای و باشد مͬ قوی غیرانبساطͬ

(i) ٠ ≤ ⟨x− PDx, PDx− y⟩

(ii) ∥x− PDx∥٢ + ∥PDx− y∥٢ ≤ ∥x− y∥٢

شود. مراجعه [٢, ٣, ۴] به روابط این اثبات برای

مجموعه را F (T ) ،H به C از T نͽاشت ͷی و H از C مانند تهͬ نا مجموعه زیر برای .١۴.٠.١ تعریف

گیریم: مͬ نظر در T جاذب نقاط ی همه ی مجموعه را A(T ) و T ثابت نقاط همه ی

(i) F (T ) = {x ∈ C : x = Tx}

(ii) A(T ) = {x ∈ H : ∥Ty − x∥ ≤ ∥y − x∥ ; ∀y ∈ C}

دسته شامل که خطͬ غیر های نͽاشت دسته [۵]۶ یائو و ۵ تاکاهاشͬ ،۴ کوکرک ،٢٠١٠ سال در

کردند. ارائه را شد مͬ هیلبرت فضای در هیبرید و پوششͬ غیر انبساطͬ، غیر نͽاشتهای

۴Kocourek

۵Takahashi

۶Yao



١١ مقدماتͬ مفاهیم . ١ فصل

را T نͽاشت و باشد H حقیقͬ هیلبرت فضای ناتهͬ مجموعه زیر C گیریم مͬ نظر در .١۵.٠.١ تعریف

موجود α, β ∈ Rاگر شود مͬ نامیده یافته تعمیم هیبرید ،T نͽاشت گیریم. مͬ نظر در خودش به C از

باشیم: داشته x, y ∈ C هر برای که بطوری باشند

(١.٣) α∥Tx− Ty∥٢ + (١− α)∥x− Ty∥٢ ≤ β∥Tx− y∥٢ + (١− β)∥x− y∥٢

: است برقرار x, y, u, v ∈ H برای زیر تساوی .٣.٠.١ گزاره

٢⟨x− y, u− v⟩ = ∥x− v∥٢ + ∥y − u∥٢ − ∥x− u∥٢ − ∥y − v∥٢

: داریم فوق رابطه به توجه با حال

∥x− y + u− v∥٢ = ∥x− y∥٢ + ∥u− v∥٢ + ٢⟨x− y, u− v⟩

= ∥x− y∥٢ + ∥u− v∥٢ + ∥x− v∥٢ + ∥y − u∥٢ − ∥x− u∥٢ − ∥y − v∥٢.

.[۶] به شود مراجعه اثبات.

در خودش به C از نͽاشتͬ را T و H محدب ی بسته تهͬ نا ی مجموعه زیر را C اگر .١۶.٠.١ تعریف

برای اگر شود مͬ نامیده انبساطͬ غیر ،شبه T نͽاشت باشد، F (t) ̸= ∅ که صورتͬ در آنͽاه بͽیریم، نظر

باشد. برقرار ∥x− Ty∥ ≤ ∥x− y∥ ،y ∈ C و x ∈ F (T ) هر

است. محدب و بسته T انبساطͬ غیر شبه نͽاشت برای F (T ) مجموعه که است واضح .۴.٠.١ گزاره

گیریم. مͬ نظر در را zn −→ z که {zn} ⊆ F (T ) ی دنباله است بسته F (T ) که این اثبات برای اثبات.

داریم: بعلاوه .z ∈ C داریم لذا است بسته ،C که آنجایͬ از

∥z − Tz∥ ≤ ∥z − zn∥+ ∥zn − Tz∥ ≤ ٢∥z − zn∥ −→ ٠

است. بسته F (T ) بنابراین و است T ثابت نقطه ͷی z دهد مͬ نشان این که

دهید قرار ،α ∈ [٠,١] و x, y ∈ F (T ) برای است. محدب F (T ) که دهیم مͬ نشان حال

داریم: (١.١) به توجه با بنابراین ،z = αx+ (١− α)y



١٢ مقدماتͬ مفاهیم . ١ فصل

∥z − Tz∥٢ = ∥αx+ (١− α)∥y − Tz∥٢

= α∥x− Tz∥٢ + (١− α)∥y − Tz∥٢ − α(١− α)∥x− y∥٢

≤ α∥x− z∥٢ + (١− α)∥y − z∥٢ − α(١− α)∥x− y∥٢

= α(١− α)٢∥x− y∥٢ + (١− α)α٢∥x− y∥٢ − α(١− α)∥x− y∥٢

= α(١− α)(١− α+ α− ١)∥x− y∥٢ = ٠

است. محدب F (T ) بنابراین Tz = z دهد مͬ نشان این که

موجود α, β ∈ R اگر شود مͬ نامیده هیبرید یافته تعمیم نͽاشت T : C −→ C نͽاشت قبلا́ شد گفته

باشیم: داشته x, y ∈ C ی همه برای که بطوری باشند

α∥Tx− Ty∥٢ + (١− α)∥x− Ty∥٢ ≤ β∥Tx− y∥٢ + (١− β)∥x− y∥٢

چندین نͽاشت این که شود مͬ مشاهده گوئیم، مͬ هیبرید یافته -تعمیم (α, β)را نͽاشتͬ چنین این حال

α = ١ برای هیبرید، یافته -تعمیم (α, β)اشتͽن ͷی مثال برای دهد. مͬ پوشش را دیͽر معروف نͽاشت

و α =
٣
٢ ازای به همچنین و است پوششͬ غیر β = ١ و α = ٢ برای و است غیرانبساطͬ β = ٠ و

داریم: y ∈ C هر برای آنͽاه باشد x = Tx اگر همچنین است. هیبرید نͽاشت ͷی β =
١
٢

α∥x− Ty∥٢ + (١− α)∥x− Ty∥٢ ≤ β∥x− y∥٢ + (١− β)∥x− y∥٢

بنابراین و

∥x− Ty∥ ≤ ∥x− y∥

غیر شبه نͽاشت ͷی ثابت نقطه ͷی با هیبرید یافته -تعمیم (α, β) نͽاشت ͷی دهد مͬ نشان این که

است. انبساطͬ

آنͽاه بͽیریم، نظر در H هیلبرت فضای از محدب ی بسته تهͬ نا مجموعه زیر را C اگر .١٧.٠.١ تعریف

باشند، داشته وجود γ ≥ ٠ ,αکه β, γ ∈ R اگر شود مͬ نامیده هیبرید ابر نͽاشت ،S : C −→ C نͽاشت

باشیم: داشته x, y ∈ C ی همه برای که بطوری



١٣ مقدماتͬ مفاهیم . ١ فصل

α∥Sx−Sy∥٢+(١−α+γ)∥x−Sy∥٢ ≤ (β+(β−α)γ)∥Sx−y∥٢+(١−β−(β−α−١)γ)∥x−y∥٢

+(α− β)γ∥x− Sx∥٢ + γ∥y − Sy∥٢

-(α, β, γ) نͽاشت ͷی که کنید توجه نامیم. مͬ هیبرید ابر -(α, β, γ) نͽاشت ͷی را نͽاشتͬ چنین این

نͽاشتهای ی دسته یا کلاسͬ بنابراین باشد، هیبرید یافته -تعمیم (α, β) نͽاشت ͷی تواند مͬ هیبرید ابر

شود. مͬ یافته تعمیم هیبرید نͽاشتهای کلاس شامل هیبرید ابر

فضاهای بر هیلبرت فضای از را یافته تعمیم هیبرید نͽاشتهای کلاس یائو[٧] و تاکاهاشͬ کوکرک،

دادند. توسیع باناخ

ی بسته تهͬ نا مجموعه زیر ͷی را C و باشد هموار باناخ فضای ͷی E کنید فرض .١٨.٠.١ تعریف

تعمیم پوششͬ غیر نͽاشت T : C −→ C نͽاشت ͷی صورت این در گیریم، مͬ نظر در E از محدب

x, y ∈ C هر ازای به که ای گونه به باشند موجود α, β, γ, δ ∈ R گاه هر شود مͬ نامیده یافته

αϕ(Tx, Ty) + (١− α)ϕ(x, Ty) + γ{ϕ(Ty, Tx)− ϕ(Ty, x)} ≤ βϕ(Tx, y) + (١− β)ϕ(x, y)

+δ{ϕ(y, Tx)− ϕ(y, x)}

است. باناخ فضاهای بخش در شده تعریف پوششͬ غیر نͽاشت ϕ که

که کردند ارائه را خطͬ غیر های نͽاشت از جدیدی کلاس [٨] یائو و تاکاهاشͬ ،٧ مارویاما تازگͬ به

شود. مͬ هیلبرت فضای در یافته تعمیم هیبرید های نͽاشت کلاس شامل

گاه هر شود مͬ خوانده ٢ یافته تعمیم هیبرید نͽاشت ،T : C −→ C نͽاشت .١٩.٠.١ تعریف

باشیم: داشته x, y ∈ C هر برای که ای گونه به باشند موجود α١, α٢, β١, β٢ ∈ R

α١∥T ٢x− Ty∥٢ + α٢∥Tx− Ty∥٢ + (١− α١ − α٢)∥x− Ty∥٢

≤ β١∥T ٢x− y∥٢ + β٢∥Tx− y∥٢ + (١− β١ − β٢)∥x− y∥٢.

٧Maruyama



١۴ مقدماتͬ مفاهیم . ١ فصل

است، آن ناتهͬ ی مجموعه زیر C که E باناخ هموار فضای در T : C −→ C نͽاشت .٢٠.٠.١ تعریف

داشته y ∈ F (T ) و x ∈ C هر برای و F (T ) ̸= ∅ هرگاه شود مͬ نامیده یافته تعمیم انبساطͬ غیر نͽاشت

باشیم:

ϕ(Tx, y) ≤ ϕ(x, y)

است. آمده [٩] در فوق نͽاشت تعریف

R : E −→ D نͽاشت باشد. E باناخ فضای از تهͬ نا ی مجموعه زیر D کنید فرض .٢١.٠.١ تعریف

باشیم: داشته t ≥ ٠ و x ∈ E هر برای اگر شود مͬ نامیده سانͬ نͽاشت

R(Rx+ t(x−Rx)) = Rx

، x ∈ D ی همه برای اگر شود مͬ نامیده تصویری یا بری درون نͽاشت R : E −→ D نͽاشت همچنین

درون یافته تعمیم غیرانبساطͬ ،E باناخ هموار فضای Dاز تهͬ نا مجموعه زیر ͷی .Rx = x باشیم داشته

؛ باشد موجود D به E از R برای یافته تعمیم انبساطͬ غیر بری درون ͷی اگر شود مͬ نامیده E برای بر

شود. رجوع [٩] به مورد این در بیشتر جزئیات برای

نظر در E از محدب ی بسته ی مجموعه زیر را C و هموار باناخ فضای E کنید فرض .٢٢.٠.١ تعریف

یافته تعمیم پوششͬ غیر نͽاشت T : C −→ C نͽاشت صورت این در کنیم. فرض n ∈ N و بͽیرید

موجود α١, α٢, . . . , αn, β١, β٢, . . . , βn, γ١, γ٢, . . . , γn, δ١, δ٢, . . . , δn ∈ R هرگاه شود مͬ نامیده ام n

باشیم: داشته x, y ∈ C هر برای که بطوری باشند
n∑

k=١
αkϕ(T

n+١−kx, Ty) + (١−
n∑

k=١
αk)ϕ(x, Ty) +

n∑
k=١

γk{ϕ(Ty, T n+١−kx)− ϕ(Ty, x)}

≤
n∑

k=١
βkϕ(T

n+١−k, y) + (١−
n∑

k=١
βk)ϕ(x, y) +

n∑
k=١

δk{ϕ(y, T n+١−kx)ϕ(y, x)}

تعمیم پوششͬ غیر - (α١, α٢, . . . , αn, β١, β٢, . . . , βn, γ١, γ٢, . . . , γn, δ١, δ٢, . . . , δn) را نͽاشتͬ چنین

مانند یافته تعمیم پوششͬ غیر - (α١, α٢, β١, β٢, γ١, γ٢, δ١, δ٢) نͽاشت ͷی مثال برای نامند. مͬ یافته

است: زیر نمونه

α١ϕ(T
٢x, Ty) + α٢ϕ(Tx, Ty) + (١ − α١ − α٢)ϕ(x, Ty) + γ١{ϕ(Ty, T ٢x) − ϕ(Ty, x)} +


