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ওواॹعൎ࣓م
او بر تو نگاه بی�تردید گشود تو حمد به زبان کس هر که ... کنم می جاری زبان بر را نام زیباترین

گشایم. لب ثنایت در می�پسندی خود که کن جاری آن قلبم بر پس افتاده.
را گنجینه�ای گر ،... نیافتد فرو بندگی قامت بر سر نجوشد، هدایت سرچشمه نگنجد، معرفت وادی در
از شده�ای خشک جوهر خاطره تنها و شود شمرده کوچک کردی، یاد قسم آن به و خواندی مقدسش که

ماند. باقی زندگی صفحات برگِ برگ بر آن
تا دانستی آن بر مقدم را تزکیه و نماید راه را، مسیر که راه بیغوله در فانوسی و دادی قرار روشنی را علم تو
واقعیات از پرده کند، منور تو نور به را انسان وجودی گوهر هم معیت در تعلیم و تزکیه که باشد نگاهبانش
... و شود رنگین دانش گنجینه�های خوان افتد، فراتر نظر نمایاند، رخ حقیقت که جاست آن زند. کنار

یابد. معنا آدمی که آنجاست آری
زیبا نظرم در طغیان زشتی اگر گردیده، مدفون غفلت و فراموشی تل خروار�ها زیر تو با وعده�هایم اگر من
سر از بدان شود، جاری آن بر اشکی توبه مقام در که است آن از خشک�تر چشمانم و می�کند جلوه�گری
ضلالت، ظلمت از رهایی تمنای در و دوخته�ام رحمتت بر طمع چشم الها بار نسیان...اما و است جهل

چشمانم آن انعکاس و برویاند وجودم در را حقیقت جوانه�های آنکه امید می�طلبم، را معرفتت باران ترنم
کند. روشن را

در که ناپسند خصلت آن هر که...” می�دهم قسم حبیبت به را تو و می�سایم خاک چهره بر چهره اکنون
فساد به را نفسم که عیب آن هر و شود پسندیده تا فرمای اصلاحش خویش واسع لطف به می�بینی من

فرمای!” برطرفش دارد باز کمال از را جانم که نقص آن هر و بازگیر من از بیالاید
الاجابه واجب دعوت و بکوبد تن خانه در بر حلقه مرگ پیک و رسد سر به زندگانی نوبت که روز آن در و
ما عمر ایشان حق به و فرست درود پاکش آل و (ص) محمد بر آید...پروردگارا! گوش به آسمان�ها از تو

فرمای...! خیر به ختم را عاقبتمان و آور پایان به رستگاری با را

ख़جالঈوหه... و زبانඪ༚را॥ت
৔وऒودજऩیده�ی඼ෙय़راازॽوحৗฬوਙ඘তیقൎ࣍مম࡜وان...!
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චاری... ণپاس໋�
آراست. عقل زیور را آدمی خود، بی�کران لطف با که را حکیم خداوندگار سپاس

کاظم دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد بی�دریغ زحمات از می�دانم خود وظیفه��ی آغاز در
پژوهش پیشبرد راستای در ایشان ارزنده� راهنمایی�های از که کنم قدردانی و تشکر صمیمانه خشیارمنش

هستم. ایشان والای منش و انسانیت و علم مکتب شاگرد همواره و بردم فراوان حاصل
در و فرمودند تقبل را پایان�نامه این مشاوره� و مطالعه زحمت که اکبری سعید دکتر آقای جناب از

دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن نحو به پایان�نامه این سازی آماده
جعفر عباس دکتر و عرفانیان احمد دکتر کیانی، داریوش دکتر فرهیخته اساتید از می�دانم لازم همچنین

نمایم. قدردانی و تشکر وجود تمام با گرفتند عهده به را پایان�نامه این داوری که زاده
خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانی، و مهر خداوندگاران دستان بر می�زنم بوسه پایان، در
و سرشار عاطفه پاس به عزیزم خواهر و برادر از می�کنم تشکر و را مقدس�شان وجود می�کنم ستایش

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین این در که وجودشان، امیدبخش گرمای

اࣹساناণتاਆی

چ
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پیش�گفتار

کردن بررسی برای کارآمد روش�های از یکی ریاضیات مختلف شاخه�های بین موجود مفاهیم کردن مرتبط
می�باشد. طولانی نسبتا دیرینهای دارای جبری شی به ترکیبیاتی شی دادن نسبت می�باشد. مفاهیم آن
انجام کیلی١ آرتور توسط که می�باشد گروه به کیلی گراف دادن نسبت تناظرها این قدیمی�ترین از یکی
بک٢ توسط گراف�ها و حلقه�ها بین ارتباط اولین آمد. بدست تناظر این از ای کننده خیره نتایج و گرفت
بک گراف در داد. نسبت را ،Γ(R) ،R صفر علیه مقسوم گراف ،R جابه�جایی حلقه به بک شد. برقرار
البته .ab = ۰ اگر بودند متصل همدیگر به b و a متمایز عنصر دو و بودند گراف رئوس حلقه عناصر تمام
[٨] در لیوینگستون۴ و آندرسون٣ ادامه، در بود. گراف این رنگی عدد کردن مشخص بک اصلی تمرکز
،R حلقه صفر ناصفر علیه�های مقسوم به را گراف رئوس مجموعه و کردند اصلاح را گراف این تعریف
چگونه که بود این داشتند فعالیت حوزه این در که افرادی پیشروی مهم سوال دادند. کاهش ،Z∗(R)

سوال این به دادن پاسخ بالعکس. و می�کند مشخص را Γ(R) گرافی ویژگی�های ،R حلقه�ای خواص
حل کمک به حلقه�ها نظریه در پیشرفته مسائل تا محاسباتی ساده روش�های از که چرا بود جذاب خیلی
بودند، خاصی ویژگی دارای شان گراف�های که حلقه�هایی تمام موضوعات از خیلی در آمدند. مسائل این
زیادی پژوهشگران حلقه، به گراف این نسبت�دادن از بعد می�رفت انتظار که طور همان شدند. رده�بندی
اصلی�شان ایده که مختلفی گراف�های مرور به و شدند موضوع این جذب جبر شاخه سمت از خصوص به

شود. داده نسبت جبری دیگر ساختارهای به بود صفر علیه مقسوم گراف
عده�ای می�کردند. دنبال را کاری سبک دو اغلب که بودند شده شاخه این جذب زیادی افراد اکنون
[١١] ،[٢١] در مثال عنوان به دادند. تعمیم جبری دیگر ساختارهای به را صفر علیه مقسوم گراف مفهوم

1Arthur Cayley
2Beck
3Anderson
4Livingston
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۴ پ��ی��ش�گ��ف��ت��ار

دیگر عده�ای شد. بررسی و معرفی مدول�ها و بولی جبرهای ها، نیم�گروه صفر علیه مقسوم گراف [١٧] و
این از نمونه سه ذکر به اینجا در که پرداختند جبری ساختارهای به جدید گراف�های دادن نسبت به نیز

می�پردازیم کارها سبک

عناصر تمام گراف این در شد. معرفی [٣٨] در باتوادکار٢ و شارما١ توسط که هم�بیشین گراف .١
متصل همدیگر به b و a متمایز عنصر دو و شدند گرفته نظر در گراف رئوس عنوان به R حلقه

.aR + bR = R اگر بودند

گراف این در شد. معرفی [٧] در بداوی۴ و آندرسون٣ توسط که جابه�جایی حلقه یک تام گراف .٢
به b و a متمایز رأس دو و شده�اند گرفته نظر در گراف رئوس عنوان به R حلقه اعضای تمام نیز

بود. R از صفری علیه مقسوم a+ b اگر بودند متصل همدیگر

تعریف Zn ی حلقه برای [٢۶] و [٢٠] در گریمالدی۶ و چونگ۵ توسط ابتدا که حاصلجمع گراف .٣
متمایز عنصر دو و می�شود گرفته نظر در راس عنوان به حلقه عناصر تمام گراف این در بود. شده

باشد. R ی حلقه از یکه عنصری b و a مجموع اگر متصلند همدیگر به b و a

،[٨] ،[١٠] ،[١١] ،[٣] ،[۴] به می�توانید پژوهشی حوزه�ی این در شده انجام کارهای نمونه برای
کنید. رجوع [٣۵] و [٣۴] ،[٢٢] ،[٢١] ،[١۴] ،[٧] ،[٩]

در است. شده مطرح رساله این در شده استفاده نمادهای و اولیه تعاریف رساله، این اول فصل در
حاصل گراف رفتار و داده تعمیم مشبکه�ها روی بر را صفر علیه مقسوم گراف مفهوم رساله، دوم فصل
را M دلخواه R−مدول صفر علیه مقسوم گراف رساله، این سوم فصل در می�دهیم. قرار بررسی مورد را
مورد را R جابه�جایی نا حلقه�ی یکانی گراف به مربوط خواص رساله چهارم فصل در کرد. خواهیم تعریف

می�دهیم. قرار مطالعه
می�باشند. رساله این از مستخرج [٢] و [١] ،[٢٣] مقالات که می�شود یادآوری پایان در

1Sharma
2Bhatwadekar
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5Chung
6Grimaldi



١ ف��ص��ل

اول��ی��ه م��ف��اه��ی��م و ک��ل��ی ن��م��اده��ای

ج��اب��ه�ج��ای��ی ج��ب��ر در ن��ی��از م��ورد م��ف��اه��ی��م ١.١

ع��دده��ای م��ج��م��وع��ه ن��ش��ان�ده��ن��ده ه��م��واره N ن��م��اد و اس��ت ص��ح��ی��ح ع��دده��ای م��ج��م��وع��ه ن��ش��ان�ده��ن��ده ه��م��واره Z ن��م��اد
ص��ح��ی��ح ع��دده��ای م��ان��ده�ای رده�ه��ای ح��ل��ق��ه .n > ۱ و اس��ت ص��ح��ی��ح ع��دد n ک��ن��ی��د ف��رض اس��ت. م��ث��ب��ت ص��ح��ی��ح
ن��م��ای��ش ب��رای ⊂ ن��م��اد و م��ج��م��وع��ه�ب��ودن زی��ر ن��م��ای��ش ب��رای ⊆ ن��م��اد ش��د. خ��واه��د داده ن��م��ای��ش Zn ب��ا n پ��ی��م��ان��ه ب��ه
و A ⊆ B ی��ع��ن��ی A ⊂ B ع��ب��ارت B و A م��ج��م��وع��ه�ه��ای ازای ب��ه ل��ذا م��ی�رود. ک��ار ب��ه ب��ودن س��ره م��ج��م��وع��ه زی��ر

داد. خ��واه��ی��م ن��م��ای��ش |Ω| ب��ا را Ω م��ان��ن��د م��ت��ن��اه��ی م��ج��م��وع��ه ع��ض��وه��ای ت��ع��داد ه��م��چ��ن��ی��ن .A ̸= B

داش��ت. خ��واه��ن��د ض��رب��ی ه��م��ان��ی ع��ن��ص��ر م��ی�ک��ن��ی��م م��ط��ال��ع��ه رس��ال��ه ای��ن در ک��ه ح��ل��ق��ه�ه��ای��ی ت��م��ام

r ∈ R �ون چ� �وی �ض� ع� R �ر �ف� ص� �ه �ی� �ل� ع� �وم �س� �ق� م� �د. �اش� ب� �ی �ای� �ه�ج� �اب� ج� �ه�ای �ق� �ل� ح� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .١.١.١ �ف �ری� �ع� ت�
R ع��ض��و ه��ر .ry = ۰R ک��ه ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود y ̸= ۰R ش��رط ب��ا y ∈ R چ��ون ع��ض��وی آن ازای ب��ه ک��ه اس��ت
ب��ا اغ��ل��ب ص��ف��ر ع��ل��ی��ه�ه��ای م��ق��س��وم م��ج��م��وع��ه م��ی�ش��ود. ن��ام��ی��ده ص��ف��ر ع��ل��ی��ه ن��ام��ق��س��وم ن��ب��اش��د ص��ف��ر ع��ل��ی��ه م��ق��س��وم ک��ه
Z∗(R) �اد �م� ن� �ا ب� را �ر �ف� ص� �ر �ف� �اص� ن� �ای �ه�ه� �ی� �ل� ع� �وم �س� �ق� م� �ه �وع� �م� �ج� م� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� �ود. �ی�ش� م� داده �ای��ش �م� ن� Z(R) �اد �م� ن�

م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش

گ��ر ا م��ی�گ��وی��ی��م ص��ح��ی��ح ح��وزه را R ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. ج��اب��ه�ج��ای��ی ح��ل��ق��ه��ای R ک��ن��ی��د ف��رض .٢.١.١ ت��ع��ری��ف

و ،۰R ̸= ۱R ی��ع��ن��ی ن��ب��اش��د ص��ف��ر ح��ل��ق��ه R (آ)

۵
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ب��اش��د. R ص��ف��ر ع��ل��ی��ه م��ق��س��وم ت��ن��ه��ا ۰R (ب)

ق��س��م��ت خ��ارج ی��ا ت��ق��س��ی��م ح��اص��ل ب��اش��ن��د. R ج��اب��ه�ج��ای��ی ح��ل��ق��ه ای��ده�آل�ه��ای J و I ک��ن��ی��د ف��رض .٣.١.١ ت��ع��ری��ف
ص��ورت ب��ه (I : J)

(I : J) = {a ∈ R : aJ ⊆ I}

AnnJ ب��ا و م��ی�ش��ود ن��ام��ی��ده J پ��وچ��س��از (۰ : J) ت��ق��س��ی��م ح��اص��ل ،I = ۰ خ��اص ح��ال��ت در م��ی�ش��ود. ت��ع��ری��ف
م��ی�ش��ود. داده ن��م��ای��ش AnnRJ ی��ا

ع��ض��و ش��م��ول راب��ط��ه ب��ه ن��س��ب��ت m گ��ر ا م��ی�گ��وی��ی��م ب��ی��ش��ی��ن را R ج��اب��ه�ج��ای��ی ح��ل��ق��ه از m ای��ده�آل .۴.١.١ ت��ع��ری��ف
گ��ر ا اس��ت ب��ی��ش��ی��ن R از m ای��ده�آل دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه ب��اش��د. R س��ره ای��ده�آل�ه��ای م��ج��م��وع��ه ب��ی��ش��ی��ن

و ،m ⊂ R (آ)

.m ⊂ I ⊂ R چ��ن��ان��ک��ه ب��اش��د ن��داش��ت��ه وج��ود R از I چ��ون ای��ده�آل��ی (ب)

در م��ی�گ��وی��ی��م. م��وض��ع��ی دارد m چ��ون ب��ی��ش��ی��ن ای��ده�آل ی��ک دق��ی��ق��ا ک��ه را R ج��اب��ه�ج��ای��ی ح��ل��ق��ه ه��ر .۵.١.١ ت��ع��ری��ف
م��ی�ن��ام��ی��م. R م��ان��ده�ای ه��ی��أت را R/m ح��ال��ت ای��ن

�ه �م� ه� �راک �ت� اش� را R �ون �س� �ب� �ک� �ی� ج� �ال �ک� رادی� �د. �اش� ب� �ی �ای� �ه�ج� �اب� ج� �ه�ای �ق� �ل� ح� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .۶.١.١ �ف �ری� �ع� ت�
م��ی�ده��ن��د. ن��ش��ان J(R) ب��ا را آن گ��اه��ی و م��ی�ک��ن��ن��د، ت��ع��ری��ف R ب��ی��ش��ی��ن ای��ده�آل�ه��ای

�ش �ای� �م� ن� IR �ا ب� را R �ای �ده�آل�ه� ای� �ه �وع� �م� �ج� م� �د. �اش� ب� �ی �ای� �ه�ج� �اب� ج� �ه�ای �ق� �ل� ح� R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .٧.١.١ �ف �ری� �ع� ت�
�ر ه� �ه ک� �د �اش� ب� �ژگ��ی وی� ای��ن دارای (IR,⊆) �رت��ب م� �اً �زئ� ج� �ه �وع� �م� �ج� م� �ر گ� ا اس��ت �وت��ری ن� R �ه ک� �م �ی� �وی� �ی�گ� م� �م. �ی� م��ی�ده�

ب��اش��د. ب��ی��ش��ی��ن ع��ض��وی ش��ام��ل آن ن��ات��ه��ی م��ج��م��وع��ه زی��ر

م��دول�ه��ا ن��ظ��ری��ه در ن��ی��از م��ورد م��ف��اه��ی��م ٢.١

I ک��ن��ی��د ف��رض ب��اش��د. M م��دول زی��ر G و R ج��اب��ه�ج��ای��ی ح��ل��ق��ه روی م��دول��ی M ک��ن��ی��د ف��رض .١.٢.١ ت��ع��ری��ف
م��دول زی��ر ده��ن��ده ن��ش��ان (G :M I) ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. R ای��ده�آل

{m ∈M : r ∈ I ه��ر ازای ب��ه , rm ∈ G}
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�دول م� �ر زی� دارد. �ادی زی� �اده �ف� �ت� اس� �وارد م� G = ۰ آن در �ه ک� �ذاری �ادگ� �م� ن� �ن ای� �اص خ� �ت �ال� ح� �ت. اس� M از
ک��رد. ت��ل��ق��ی M در I پ��وچ��س��از م��ی�ت��وان را M از (۰ :M I)

ن��وت��ری( R−م��دول ،M م��ی�گ��وی��ی��م ب��اش��د. R ج��اب��ه�ج��ای��ی ح��ل��ق��ه روی م��دول��ی M ک��ن��ی��د ف��رض .٢.٢.١ ت��ع��ری��ف
راب��ط��ه ب��ه ن��س��ب��ت ب��ی��ش��ی��ن(ک��م��ی��ن) ع��ض��وی ش��ام��ل M م��دول�ه��ای زی��ر از ن��ات��ه��ی م��ج��م��وع��ه ه��ر گ��ر ا اس��ت آرت��ی��ن��ی)

ب��اش��د. ش��م��ول

زی��ر ت��ن��ه��ا M و ۰ ه��رگ��اه م��ی�ن��ام��ی��م س��اده را M ب��اش��د. ص��ف��ر غ��ی��ر R−م��دول��ی ،M ک��ن��ی��د ف��رض .٣.٢.١ ت��ع��ری��ف
ب��اش��ن��د. M م��دول�ه��ای

م��دول زی��ر ه��ر ازای ب��ه ه��رگ��اه م��ی�ن��ام��ی��م س��اده ن��ی��م را M ب��اش��د. R−م��دول ،M ک��ن��ی��د ف��رض .۴.٢.١ ت��ع��ری��ف
.M = K ⊕ P ک��ه ب��اش��د م��وج��ود P م��ان��ن��د M از م��دول��ی زی��ر ،K م��ان��ن��د M از

�وان �ن� ع� �ه ب� R �اه �رگ� ه� �م �ی� �ام� �ی�ن� م� چ��پ(راس��ت) �اده س� �م �ی� ن� را R �د. �اش� ب� �ه �ق� �ل� ح� ،R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .۵.٢.١ �ری��ف �ع� ت�
ب��اش��د. س��اده ن��ی��م (راس��ت)، چ��پ R−م��دول

�ت) �پ(راس� چ� �اده س� �م �ی� ن� �ه �ق� �ل� ح� ،R �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ورن) �ن-ودرب� �ی� آرت� �اری �ت� �اخ� س� �ه �ی� �ض� (ق� .۶.٢.١ �ه �ی� �ض� ق�

ای��ن��ج��ا (در R ∼=
r∏

l=۱

Mnl
(Dl) ک��ه م��وج��ودن��د Dr, · · · , D۱ م��ث��ل ت��ق��س��ی��م��ی ح��ل��ق��ه�ه��ای ص��ورت ای��ن در ب��اش��د.

اس��ت). ح��ل��ق��ه�ای ی��ک��ری��خ��ت��ی م��ن��ظ��ور

م��ع��ادل�ان��د. زی��ر ش��رای��ط ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. ح��ل��ق��ه R ک��ن��ی��د ف��رض .٧.٢.١ ق��ض��ی��ه

اس��ت، س��اده ن��ی��م ح��ل��ق��ه�ای R (آ)

.J(R) = ۰ ک��ه چ��پ آرت��ی��ن��ی اس��ت ح��ل��ق��ه�ای R (ب)

چ��ه��ارم ف��ص��ل در و اس��ت ن��اص��ف��ر ه��م��ان��ی ع��ن��ص��ر ب��ا ج��اب��ه�ج��ای��ی ح��ل��ق��ه�ای R رس��ال��ه ای��ن س��وم و دوم ف��ص��ل در
�ه �ال� رس� �ن ای� در �ده ش� �اده �ف� �ت� اس� �ورد م� �ع �رج� م� �ود. �ی�ش� م� �ه �ت� �رف� گ� �ر �ظ� ن� در �ی) �ای� �ه�ج� �اب� ج� �ا �زوم� ل� �ه (ن� �واه �خ� دل� �ه�ای �ق� �ل� ح� R

اس��ت. ب��وده [٣١] ن��اج��اب��ه�ج��ای��ی ح��ل��ق��ه�ه��ای ب��اره در و [١٣] ج��اب��ه�ج��ای��ی ح��ل��ق��ه�ه��ای ب��اره در

گ��راف ن��ظ��ری��ه در ن��ی��از م��ورد م��ف��اه��ی��م ٣.١

ی��ک را (V,E) ج��ف��ت ص��ورت ای��ن در .E ⊆ V × V و ب��اش��د م��ت��ن��اه��ی و ن��ات��ه��ی م��ج��م��وع��ه�ای V ک��ن��ی��م ف��رض
دارد. ن��ام گ��راف ی��ال�ه��ای م��ج��م��وع��ه E و گ��ره�ه��ا ی��ا رأس�ه��ا م��ج��م��وع��ه V �ی��م. م��ی�ن��ام� (V دار(روی ج��ه��ت گ��راف
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�ت، �س� �ی� ن� �ر �ظ� ن� �ورد م� �ا �ال�ه� ی� �ت �ه� ج� �ی �ت� وق� .G = (V,E) �م �ی� �س� �وی� �ی�ن� م� �ت�دار �ه� ج� �راف گ� �ن ای� دادن �ان �ش� ن� �رای ب�
�ت، اس� V �ه ب� �ق �ل� �ع� �ت� م� �ی �ای� �ر�ه� �ص� �ن� ع� �ب �رت� �ام� ن� �ای �ت�ه� �ف� ج� از �ه�ای �وع� �م� �ج� م� E آن در �ه ک� را، G(V,E) �ار �ت� �اخ� س�
�م. �ی� �ام� �ی�ن� م� �ه �وق� ط� را �ال ی� آن �د �ن� �اش� ب� �ر �راب� ب� �ر �گ� �دی� �م� ه� �ا ب� �ال ی� ی��ک �ای �ه� �ت� ان� دو �ر گ� ا �م. �ی� �ام� �ی�ن� م� �ه��ت ج� �دون ب� �راف گ�
س��اده گ��راف ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود ی��ال ی��ک ک��ث��ر ح��دا دل��خ��واه��ش رأس دو ه��ر ب��ی��ن و ن��ب��اش��د ط��وق��ه دارای ک��ه گ��راف��ی
رئ��وس��ی ت��م��ام از م��ت��ش��ک��ل م��ی�ش��ود داده ن��م��ای��ش N(a) ن��م��اد ب��ا ک��ه a دل��خ��واه رأس ه��م��س��ای��گ��ی م��ی�ش��ود. ن��ام��ی��ده
�ت��ه گ��ف� a درج��ه ،N(a) م��ج��م��وع��ه اع��ض��ای ت��ع��داد ب��ه ب��اش��د. �ت��ه داش� وج��ود ی��ال a و آن�ه��ا �ی��ن ب� ک��ه اس��ت گ��راف از
�ه ب� را G گ��راف در �ک��ن �م� م� �ه درج� �ری��ن �ت� �ک� �وچ� ک� و �ری��ن �ت� �زرگ� ب� �ود. م��ی�ش� داده �ای��ش �م� ن� deg(a) �اد �م� ن� �ا ب� �ه ک� �ود م��ی�ش�
گ��راف �د �اش� ب� r �ر �راب� ب� رئ��وس��ش �ام �م� ت� �ه درج� �ه ک� �راف��ی گ� �م. �ی� م��ی�ده� �ای��ش �م� ن� δ(G) و ∆(G) ه��ای �اد �م� ن� �ا ب� �ی��ب �رت� ت�
�ام��ل ک� را گ��راف �ن��د، ب��اش� �ت��ص��ل م� �ر ی��ک��دی��گ� �ه ب� �ا ی��ال�ه� ت��وس��ط گ��راف رئ��وس �م��ام ت� �ر گ� ا م��ی�ش��ود. �ی��ده �ام� ن� �م �ت��ظ� �ن� r−م�
ه��رگ��اه م��ی�ن��ام��ی��م r−ب��خ��ش��ی را G گ��راف م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش Kn ن��م��اد ب��ا را رأس n ب��ا ک��ام��ل گ��راف و م��ی�ن��ام��ی��م
�وس رئ� �ن �ی� ب� �ه ک� �وری� ط� �ه ب� �رد ک� �راز اف� Vr،. . .،V۱ �ه �وع� �م� �ج� م� r �ه ب� را ،V (G) �راف، گ� �وس رئ� �ه �وع� �م� �ج� م� �وان �ت� ب�
�اوت �ف� �ت� م� �ه �وع� �م� �ج� م� دو �ه ب� �ق �ل� �ع� �ت� م� رأس دو �ر ه� �ن �ی� ب� �ر گ� ا �د. �اش� ب� �ه �ت� �داش� ن� �ود وج� �ی �ال� ی� �ا �ه�ه� �وع� �م� �ج� م� �ن ای� �ل داخ�
۱ ≤ i ≤ r ازای �ه ب� �ر گ� ا �م. �ی� �ام� �ی�ن� م� �ی �ش� �خ� r−ب� �ل �ام� ک� �راف گ� را �ل �اص� ح� �راف گ� �د �اش� ب� �ه �ت� داش� �ود وج� �ال ی�
Kn۱,n۲,··· ,nr �اد �م� ن� �ا ب� را �ده آم� �ت �دس� ب� �ی �ش� �خ� r−ب� �ل �ام� ک� �راف گ� �د �ن� �اش� ب� رأس ni دارای Vi �ای �ه�ه� �وع� �م� �ج� م�
�راز اف� در �وی �ض� ع� ت��ک �ه �وع� �م� �ج� م� در �ه ک� �ی رأس� �ه ب� و �م �ی� �ام� �ی�ن� م� �اره �ت� س� را K۱,n �ام��ل ک� �راف گ� �م. �ی� �ی�ده� م� �ای��ش �م� ن�
م��ی�ب��اش��د گ��راف رئ��وس از م��ج��م��وع��ه�ای زی��ر G گ��راف در خ��وش��ه از م��ن��ظ��ور م��ی�گ��وی��ی��م. س��ت��اره م��رک��ز م��ی�گ��ی��رد ق��رار
ع��دد ،G گ��راف در خ��وش��ه ب��زرگ��ت��ری��ن ان��دازه ب��ه و ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود ی��ال م��ج��م��وع��ه، زی��ر آن رأس دو ه��ر ب��ی��ن ک��ه
رئ��وس از �ه�ای �وع� �م� �ج� م� �ر زی� �ی��ن �ن� �چ� �م� ه� �ود. �ی�ش� م� داده �ای��ش �م� ن� ω(G) �اد �م� ن� �ا ب� �ه ک� �م �ی� �وی� �ی�گ� م� G گ��راف ای �ه �وش� خ�
�ری��ن �ت� �زرگ� ب� �دازه ان� �د. �اش� ب� �ه �ت� ن��داش� �ود وج� �وع��ه �م� �ج� م� آن رئ��وس �ی��ن ب� �ال��ی ی� �ی��چ ه� �اه �رگ� ه� �م �ی� �ام� �ی�ن� م� �ق��ل �ت� م��س� را گ��راف

م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش α(G) ن��م��اد ب��ا و م��ی�ن��ام��ی��م G گ��راف اس��ت��ق��لال ع��دد را G گ��راف م��س��ت��ق��ل م��ج��م��وع��ه زی��ر
ه��ر ب��اش��ن��د. G = (V,E) ج��ه��ت ب��دون گ��راف در ن��ی��س��ت��ن��د) م��ت��م��ای��ز ال��زام��ا ک��ه رأس( دو y و x ک��ن��ی��م ف��رض

م��ان��ن��د ط��وق��ه ب��دون و م��ت��ن��اه��ی م��ت��وال��ی دن��ب��ال��ه ی��ک G در گ��ش��ت x− y

x = x۰, e۱, x۱, e۲, x۲, e۳, · · · , en−۱, xn−۱, en, xn = y

�ال ی� n �اوی ح� و �ود �ی�ش� م� �م �ت� خ� y رأس �ه ب� و �از آغ� x رأس از �ه ک� �ت اس� G �ه ب� �ق �ل� �ع� �ت� م� �ال ی� و رأس �دادی �ع� ت� از
ک��ه گ��ش��ت��ی x− y ه��ر اس��ت. گ��ش��ت ی��ال�ه��ای ت��ع��داد ی��ع��ن��ی ،n ب��راب��ر گ��ش��ت ه��ر ط��ول اس��ت. ei = {xi−۱, xi}

ب��ار ی��ک از ب��ی��ش م��ف��روض گ��ش��ت x− y از رأس��ی ه��ی��چ گ��ر ا دارد. ن��ام ب��س��ت��ه گ��ش��ت n > ۱ و x = y آن در
ب��س��ت��ه م��س��ی��ر x− xی��ک ت��وص��ی��ف ب��رای را دور واژه م��ی�ن��ام��ی��م. م��س��ی��ر x− y ی��ک را گ��ش��ت ای��ن ن��ش��ود، دی��ده
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ط��ول ب��ه اس��ت. گ��راف از �ای��ز �م� �ت� م� ی��ال �ه س� ح��داق��ل وج��ود �ل��زم �ت� م��س� �م��واره ه� دور واژه ای��ن �اب��ر �ن� ب� �ری��م. م��ی�ب� ک��ار ب��ه
�ر گ� ا �د �ی� �ن� ک� �ه �وج� ت� �م. �ی� �ی�ده� م� �ای��ش �م� ن� g(G) �اد �م� ن� �ا ب� و �م �ی� �وی� �ی�گ� م� �راف گ� �ر �م� ک� �راف گ� در �ود �وج� م� دور �ن �ری� �ت� �اه� �وت� ک�
ب��ا ک��ه y و xرأس دو ب��ی��ن ف��اص��ل��ه ه��م��چ��ن��ی��ن م��ی�ش��ود. ت��ع��ری��ف g(G) = ∞ آن��گ��اه ن��ب��اش��د دور دارای G گ��راف
ط��ور ب��ه و م��ی�ب��اش��د y و x رأس دو �ی��ن ب� م��وج��ود �ی��ر م��س� �ری��ن �ت� �اه� �وت� ک� ط��ول م��ی�ش��ود داده �ای��ش �م� ن� d(x, y) �م��اد ن�
ف��اص��ل��ه ب��ی��ش��ت��ری��ن م��ی�ش��ود. ت��ع��ری��ف d(x, y) = ∞ ب��اش��د ن��داش��ت��ه وج��ود م��س��ی��ری رأس دو ای��ن ب��ی��ن گ��ر ا م��ش��اب��ه
G گ��راف م��ی�ش��ود. داده ن��م��ای��ش diam(G) ن��م��اد ب��ا و م��ی�ش��ود ن��ام��ی��ده گ��راف ق��ط��ر گ��راف رأس�ه��ای ب��ی��ن م��م��ک��ن

ب��اش��د. داش��ت��ه وج��ود م��س��ی��ری G م��ت��م��ای��ز رأس دو ه��ر ب��ی��ن ه��رگ��اه م��ی�ن��ام��ی��م، ه��م��ب��ن��د را
�د �ن� �ان� م� �ی �ع� �اب� ت� �د. �اش� ب� �ت �ه� ج� �دون ب� �راف گ� دو G۲ = (V۲, E۲) و G۱ = (V۱, E۱)م� �ی� �ن� ک� �رض ف�
،a, b ∈ V۱ ه��ر ازای ب��ه و ب��اش��د پ��وش��ا و ی��ک�ب��ه�ی��ک f ه��رگ��اه م��ی�ن��ام��ن��د گ��راف ی��ک��ری��خ��ت��ی را f : V۱ −→ V۲

را G۲ و G۱ ب��اش��د، �ه �ت� داش� وج��ود �ع��ی �اب� ت� �ی��ن �ن� چ� گ��ر ا .{f(a), f(b)} ∈ E۲ گ��ر ا �ا �ه� �ن� ت� و گ��ر ا {a, b} ∈ E۱

م��ی�ن��ام��ن��د. ی��ک��ری��خ��ت گ��راف�ه��ای

ای��ن�ص��ورت در ب��اش��ن��د. م��ج��زا رئ��وس م��ج��م��وع��ه ب��ا س��اده گ��راف� دو Γ۲ و Γ۱ ک��ن��ی��د ف��رض .١.٣.١ ت��ع��ری��ف

V (Γ) = V (Γ۱) × V (Γ۲) �وس رئ� �ه �وع� �م� �ج� م� �ا ب� �ی �راف� گ� Γ = Γ۱ × Γ۲ �ی �ارت� دک� �رب �ض� �ل� �اص� ح� (آ)
و u۱ = v۱ �ر گ� ا �د �ل�ان� �ص� �ت� م� �م ه� �ه ب� (v۱, v۲) و (u۱, u۲) �ز �ای� �م� �ت� م� رأس دو آن در �ه ک� �ت اس�

. {u۱, v۱} ∈ E(Γ۱) و v۲ = u۲ ی��ا {u۲, v۲} ∈ E(Γ۲)

Γ = Γ۱ ⊗ Γ۲ �وری �س� �ان� ت� �رب �ض� �ل� �اص� ح� �ورت �ن�ص� ای� در �د. �ن� �اش� ب� �راف گ� دو Γ۲ و Γ۱ �د �ی� �ن� ک� �رض ف� (ب)
و (u۱, u۲) �ت��م��ای��ز م� رأس دو و اس��ت V (Γ) = V (Γ۱)× V (Γ۲) رئ��وس م��ج��م��وع��ه ب��ا س��اده گ��راف��ی

ب��اش��ن��د. م��ت��ص��ل ه��م ب��ه Γ۲ در v۲ و u۲ و Γ۱ در v۱ و u۱ گ��ر ا م��ت��ص��ل�ان��د ه��م ب��ه (v۱, v۲)

ق��اب��ل ص��ف��ح��ه روی ب��ر ه��رگ��اه م��ی�ش��ود، ن��ام��ی��ده م��س��ط��ح ی��ا ص��ف��ح��ه در ن��ش��ان��دن ق��اب��ل گ��راف ی��ک .٢.٣.١ ت��ع��ری��ف
ک��ن��ن��د. ق��ط��ع را ه��م��دی��گ��ر رئ��وس در ف��ق��ط ی��ال�ه��ا ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د رس��م

�ی �ن� �ع� ی� e �ال ی� �م �ی� �س� �ق� ت� �ر زی� از �ا م� �ور �ظ� �ن� م� �د. �اش� �Gب� �راف گ� در �ی �ال� ی� ،e = (u, v) �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .٣.٣.١ �ری��ف �ع� ت�
گ��راف �ی��م ت��ق��س� زی��ر م��ی�ب��اش��د. (w, v) و (u,w) ج��دی��د ی��ال دو �ی��ل ت��ش��ک� و ی��ال ای��ن ب��ه w �ن��د �ان� م� رأس��ی اف��زودن

م��ی�آی��د. ب��دس��ت G ی��ال�ه��ای ت��ق��س��ی��م زی��ر از ک��ه اس��ت گ��راف��ی ،G

م��ی�ک��ن��د. رده�ب��ن��دی را م��س��ط��ح گ��راف�ه��ای ت��م��ام م��ی�ش��ود ب��ی��ان زی��ر ص��ورت ب��ه ک��ه ک��ورات��وف��س��ک��ی١ ق��ض��ی��ه

1Kuratowski



١٠ اول��ی��ه م��ف��اه��ی��م و ک��ل��ی ن��م��اده��ای

ن��داش��ت��ه K۳,۳ ی��ا K۵ ب��ا �ی��ک��ری��خ��ت ت��ق��س��ی��م��ی زی��ر ه��ی��چ گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا اس��ت م��س��ط��ح G گ��راف .۴.٣.١ ق��ض��ی��ه
ب��اش��د.

ک��ن��د. م��راج��ع��ه [١٩] ب��ه گ��راف ن��ظ��ری��ه م��ورد در ب��ی��ش��ت��ر اط��لاع��ات ب��رای م��ی�ت��وان��د خ��وان��ن��ده



٢ ف��ص��ل

م��ش��ب��ک��ه ی��ک ص��ف��ر ع��ل��ی��ه م��ق��س��وم گ��راف

م��ق��دم��ه ١.٢

م��ق��س��وم گ��راف ب��اش��د. ص��ف��ر ع��ل��ی��ه�ه��ای م��ق��س��وم م��ج��م��وع��ه Z(R) و ب��اش��د ن��اص��ف��ر ج��اب��ه�ج��ای��ی ح��ل��ق��ه R ک��ن��ی��د ف��رض
ن��اص��ف��ر ع��ل��ی��ه�ه��ای م��ق��س��وم ک��ه اس��ت ج��ه��ت��ی ب��دون گ��راف م��ی�ش��ود، داده ن��م��ای��ش Γ(R) ن��م��اد ب��ا ک��ه ،R ص��ف��ر ع��ل��ی��ه
ت��ه��ی گ��راف��ی Γ(R) ب��ن��اب��رای��ن .xy = ۰ گ��ر ا م��ت��ص��ل�ان��د ه��م��دی��گ��ر ب��ه y و xرأس دو و م��ی�ب��اش��ن��د رئ��وس��ش ص��ف��ر،
گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا ب��ود خ��واه��د ن��ات��ه��ی و م��ت��ن��اه��ی Γ(R) آن ب��ر ع��لاوه ب��اش��د. ص��ح��ی��ح ح��وزه R گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا اس��ت

ن��ب��اش��د. م��ی��دان ک��ه ب��اش��د م��ت��ن��اه��ی ای ح��ل��ق��ه R
�ه �ق� �ل� ح� �ر �ف� ص� �ه �ی� �ل� ع� �وم �س� �ق� م� �راف گ� �ورد م� در �ده آم� �ت �دس� ب� �ج �ای� �ت� ن� �ه ب� �م ی� دار �ذری گ� �ل �ص� ف� �ن ای� �دای �ت� اب� در

گ��راف. ن��ظ��ری��ه و ص��ف��ر ع��ل��ی��ه�ه��ای م��ق��س��وم ب��ی��ن راب��ط��ه و ج��اب��ه�ج��ای��ی
و �ی��ر٢ ن��ص� ت��وس��ط �ه ادام� در و ش��د م��ط��رح ١٩٨٨ در [١۶] ب��ک١ ت��وس��ط �ر �ف� ص� �ی��ه �ل� ع� �ق��س��وم م� گ��راف �ه��وم �ف� م�
ن��ظ��ر در گ��راف رئ��وس ع��ن��وان ب��ه را ح��ل��ق��ه اع��ض��ای ت��م��ام آن�ه��ا گ��رف��ت. ق��رار ب��ی��ش��ت��ر م��ط��ال��ع��ه م��ورد [۶] آن��درس��ون٣
�ر �ف� ص� �ی��ه �ل� ع� �ق��س��وم م� گ��راف از ک��ه �ف��ی �ری� �ع� ت� �ن��د. �ت� داش� ع��لاق��ه آم��ده ب��دس��ت گ��راف �ی��زی رن��گ�آم� ب��ه �ر �ت� �ی��ش� ب� و �ن��د �ت� �رف� گ�
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١٢ م��ش��ب��ک��ه ی��ک ص��ف��ر ع��ل��ی��ه م��ق��س��وم گ��راف

م��ی�گ��ردد. ١٩٩٩ در [٨] در ل��ی��وی��ن��گ��س��ت��ون٢ و آن��درس��ون١ ب��ه م��رب��وط ش��د ب��ی��ان Γ(R)
م��ی�پ��ردازی��م. Γ(R) گ��راف ق��ط��ر و ک��م��ر زم��ی��ن��ه در آم��ده ب��دس��ت ن��ت��ای��ج م��ط��ال��ع��ه ب��ه ب��خ��ش ای��ن در

�ن��اه��ی �ت� م� Γ(R) ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. �ای��ی �ه�ج� �اب� ج� �ق��ه�ای �ل� ح� R �ی��د �ن� ک� ف��رض [١ �ی��ه ق��ض� ،٢۴] .١.١.٢ �ی��ه ق��ض�
،۱ ≤ |Γ(R)| <∞ گ��ر ا دق��ی��ق��ت��ر ص��ورت ب��ه ی��ا ب��اش��د. ص��ح��ی��ح ح��وزه ی��ا م��ت��ن��اه��ی R گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا ب��ود خ��واه��د
.|R| ≤ |Z(R)|۲ آن��گ��اه ن��ب��اش��د، ص��ح��ی��ح ح��وزه R گ��ر ا ب��ع��لاوه ب��ود. خ��واه��د م��ی��دان غ��ی��ر و م��ت��ن��اه��ی R آن��گ��اه

ه��م��ب��ن��د Γ(R) ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. ج��اب��ه�ج��ای��ی ح��ل��ق��ه ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض [٢.٣ ق��ض��ی��ه ،٨] .٢.١.٢ ق��ض��ی��ه
.diam(Γ(R)) ≤ ۳ و ب��ود خ��واه��د

ب��اش��د، دور ش��ام��ل Γ(R) گ��ر ا ب��اش��د. ج��اب��ه�ج��ای��ی ح��ل��ق��ه ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض [٢.۴ ق��ض��ی��ه ،٨] .٣.١.٢ ق��ض��ی��ه
.g(Γ(R)) ≤ ۴ آن��گ��اه

ص��ورت ای��ن در ن��ب��اش��د. ص��ح��ی��ح ح��وزه ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د ج��اب��ه�ج��ای��ی ح��ل��ق��ه�ای R ک��ن��ی��د ف��رض .۴.١.٢ ق��ض��ی��ه
م��ی�اف��ت��د ات��ف��اق زی��ر م��وارد از ی��ک��ی دق��ی��ق��اً

م��ی�ب��اش��د. ۴ ی��ا ٣ ط��ول ب��ه دوری ش��ام��ل Γ(R) (آ)

م��ی�ب��اش��د س��ت��اره ی��ا ن��ق��ط��ه�ای ت��ک ص��ورت ب��ه Γ(R) (ب)

(R ∼= Z۲ × Z۴ ی��ا R ∼= Z۲ × Z۲[x]/(x
۲) (ی��ع��ن��ی .Γ(R) ∼= K۱,۳ (پ)

غ��ی��ر Nil(R) دارای ک��ه ب��اش��د ج��اب��ه�ج��ای��ی ح��ل��ق��ه ی��ک R ک��ن��ی��د ف��رض [٢.۴ و ٢.٢ ق��ض��ی��ه ،٩] .۵.١.٢ ق��ض��ی��ه
داش��ت: خ��واه��ی��م ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. ص��ف��ر

ارزن��د. ه��م زی��ر گ��زاره�ه��ای .١

g(Γ(R)) = ۴ (آ)

Z۲[x]/(x
۲) ی��ا Z۴ ب��ا ب��راب��ر B و م��ی�ب��اش��د |D| ≥ ۳ ب��ا ص��ح��ی��ح ح��وزه D ک��ه ،R ∼= D×B (ب)

م��ی�ب��اش��د.

م��ی�ب��اش��د. m ≥ ۲ ک��ه Γ(R) = Km,۳ (پ)
1D. F. Anderson
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١٣ م��ش��ب��ک��ه ی��ک ص��ف��ر ع��ل��ی��ه م��ق��س��وم گ��راف

ارزن��د. ه��م زی��ر ه��ای گ��زاره .٢

g(Γ(R)) = ∞ (آ)

�ه ب� Γ(R) �ا ی� �ود ب� �د �واه� خ� Z۲[x]/(x
۲) �ا ی� Z۴ �ا ب� �ر �راب� ب� B �ه ک� R ∼= Z۲ × B �ا ی� R ∼= B (ب)

م��ی�ب��اش��د. س��ت��اره ص��ورت

ب��ود. خ��واه��د K۱,n ،n ≥ ۱ ازای ب��ه ی��ا K۱,۳ ای، ن��ق��ط��ه ت��ک ص��ورت ب��ه Γ(R) (پ)

ه��ر و ن��ب��اش��د ص��ح��ی��ح ح��وزه R ک��ه ط��وری ب��ه ب��اش��د ج��اب��ه�ج��ای��ی ای ح��ل��ق��ه R گ��ر ا [۶ ق��ض��ی��ه ،۵] .۶.١.٢ ق��ض��ی��ه
ب��ود. خ��واه��د Rم��ت��ن��اه��ی ح��ل��ق��ه آن��گ��اه ب��اش��د، م��ت��ن��اه��ی درج��ه دارای Γ(R) گ��راف رأس

�ه �ی� �ل� ع� �وم �س� �ق� م� �راف گ� �ار �ت� �اخ� س� �ی �ررس� ب� �رف��ت گ� �رار ق� �ه �وج� ت� �ورد م� Γ(R) �ه �ع� �ال� �ط� م� �ورد م� در �ه ک� �ری �گ� دی� روش
R م��ان��ن��د ج��اب��ه�ج��ای��ی ح��ل��ق��ه�ای G م��ان��ن��د گ��راف�ه��ای��ی چ��ه ازای ب��ه دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه ب��ود. م��ع��ک��وس ج��ه��ت در ص��ف��ر
ح��د در �ا �ه�ه� �ق� �ل� ح� �ام �م� ت� ک��ردن م��ش��خ��ص ص��ورت ب��ه �ای��ج �ت� ن� از س��ری ی��ک .Γ(R) ∼= G ک��ه داش��ت خ��واه��د وج��ود
�ه ک� n = ۱,۲,۳,۴ �ا ب� �ی �ای� �راف�ه� گ� �ود. ب� رأس n �ل �ام� ش� �ان �رش� �ف� ص� �ه �ی� �ل� ع� �وم �س� �ق� م� �راف گ� �ه ک� �ود ب� �ی �ت� �خ� �ری� �ک� ی�
�د١ �ون� ردم� �ه ادام� در و �د �دن� ش� �ی �رف� �ع� م� ١٢.١ �ال �ث� م� [١٠] در �د �ون� ش� �ه �ت� �رف� گ� �ر �ظ� ن� در Γ(R) ص��ورت �ه ب� �د �ن� �وان� �ی�ت� م�
�ر �ی� �س� م� �ن ای� �ه ادام� در دارد. �ود وج� �ز �ای� �م� �ت� م� �راف گ� �ه س� ،n = ۵ �رای ب� �د ش� داده �ان �ش� ن� ۶.۴ �ه �ی� �ض� ق� [٣۶] در
�ب��رای �ت��م��ی ی� ال��گ��ور او �ی��ن �ن� ه��م��چ� ک��رد. م��ش��خ��ص را رأس n = ۶,۷, · · · ,۱۴ ب��ا گ��راف�ه��ای��ی ت��م��ام ، [٣٧] در
رأس n ب��ا ص��ف��ر ع��ل��ی��ه م��ق��س��وم گ��راف آم��دن ب��وج��ود ب��اع��ث ک��ه ک��اه��ش�ی��اف��ت��ه ج��اب��ه�ج��ای��ی ح��ل��ق��ه�ه��ای م��ش��خ��ص�ک��ردن
ع��ل��ی��ه م��ق��س��وم گ��راف�ه��ای ک��ردن م��ش��خ��ص ب��رای ی��ت��م��ی ال��گ��ور [٢٩] در گ��ران��ژ٢ لا ه��م��چ��ن��ی��ن ک��رد. ارائ��ه م��ی�ش��ون��د
ص��ف��ر ع��ل��ی��ه م��ق��س��وم گ��راف ص��ورت ب��ه ک��ه گ��راف�ه��ای��ی ت��ش��خ��ی��ص و ص��ح��ی��ح ح��وزه�ه��ای م��س��ت��ق��ی��م ح��اص��ل��ض��رب ص��ف��ر
�د �ی� �ن� ک� �وع رج� �ن �ی� �ن� �چ� �م� (ه� �رد. ک� �ی �رف� �ع� م� �د، �ن� �ت� �س� ه� �ص �ی� �خ� �ش� ت� �ل �اب� ق� �ح �ی� �ح� ص� �ای �وزه�ه� ح� �م �ی� �ق� �ت� �س� م� �رب �ض� �ل� �اص� ح�

.( [٣٠] ب��ه
�ی �ای� �ه�ج� �اب� ج� �ه �ق� �ل� ح� ،n �د �ن� �ان� م� �ی �ح� �ی� �ح� ص� �داد اع� �ه چ� ازای �ه ب� �ه ک� �ود ب� �ن ای� �ود ب� �رح �ط� م� �ه ک� �ری �گ� دی� �وال س�
ک��ه دارد وج��ود R �ن��د �ان� م� �ای��ی �ه�ج� �اب� ج� �ه�ای �ق� �ل� ح� �ا آی� ارز �م� ه� ص��ورت ب��ه �ا ی� |Γ(R)| = n ک��ه دارد وج��ود R �ن��د �ان� م�
ت��ا ٧ ص��ف��ح��ه ،٣٢] ردم��ون��د۴ و [٢۵] گ��ی��ل��م��ر٣ ت��وس��ط آم��ده ب��دس��ت ف��رم��ول از اس��ت��ف��اده ب��ا |Z(R)|؟ = n+ ۱

ن��ش��ان رای��ان��ه�ای م��ح��اس��ب��ات از اس��ت��ف��اده ب��ا و ح��ل��ق��ه�ه��ا م��س��ت��ق��ی��م ح��اص��ل��ض��رب ص��ف��ر �ل��ی��ه�ه��ای ع� م��ق��س��وم ب��رای [١٢
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