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  :چكيده

پذير به  نمايشطور متناهي  هاي به ي مدول هاي جمعي را از رسته ي تابعگون نامه ما برآنيم تا رسته در اين پايان   

هاي آبلي و جمعي بحث  ي رسته طور مختصر درباره براي اين منظور ابتدا به. هاي آبلي مورد بررسي قرار دهيم گروه

هاي يكدست، تصويري، تزريقي و يكدست تابدار معرفي  هاي اين رسته را مانند تابعگون سپس برخي از شي. كنيم مي

  .باشد فرد مي منحصر بهمحض مدول داراي يك پوشش تزريقي -R دهيم كه هر نشان ميچنين  هم .نماييم مي

تزريقي، تصويري، يكدست، يكدست پذير،  طور متناهي نمايش طور متناهي توليدشده، به هاي به تابعگون :ها كليدواژه

  .تابدار، پوشش تزريقي محض، مدول تزريقي محض و مدول تصويري محض
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مقدمه
نام به ریاضیات از شاخه�ای به بحث این نیست. ریاضیات در تازه ͳبحث تابعگون�ها رسته�ی مطالعه�ی

طول در راستا این در زیادی مسائل همواره و است داشته وجود دیرباز از که است، مرتبط جابجایی جبر

رسته�ی با مدول�ها رسته�ی میان ارتباط بیان به ١ میچل ب. ٢٠ قرن در اما است. شده حل سالیان این

و �نمایش�پذیر ͳمتناه به�طور مدول�های روی تابعگون�ها رسته�ی مطالعه�ی آن از پس پرداخت. تابعگون�ها

یافت. گسترش ٢ هرزوگ ا. توسط آن�ها پیرامون بحث و رسته این در خاص ش�ͳهای از ͳبرخ شناسایی

محض، دقیق رشته�های چون اولیه�ای مفاهیم اول فصل در است. شده تنظیم فصل ٣ در نامه پایان این

ͳجمع های رسته دوم فصل در م�ͳکنیم. بیان را ... و هم�مولد مدول محض، (ͳتزریق) تصویری مدول�های

دقیق، رشته�ی ،ͳجمع تابعگون�های چون ͳمفاهیم مثال عنوان به م�ͳدهیم. قرار مطالعه مورد را ͳآبل و

در را هموتوپی لم هم�چنین م�ͳشوند. بیان رسته�ها این در · · · و ͳتزریق تصویری، ش�ͳهای مولد، دستگاه

۴ شامل فصل این م�ͳشود. بیان ٣ فصل در پایان�نامه این ͳاصل قسمت م�ͳکنیم. اثبات و بیان فصل این

است. بخش

B و دهند مجموعه تش΋یل ͳریخت΋ی تحت آن ش�ͳهای خانواده�ی که باشد ͳجمع رسته�ای A کنیم فرض

و B به A از ͳجمع تابعگون�های آن ش�ͳهای که را رسته�ای صورت این در باشد. ͳجمع رسته�ی Έی

نشان Add(A,B) با �را آن و م�ͳنامیم ͳجمع تابعگون�های رسته�ی باشند؛ ͳطبیع تبدیلات آن ریخت�های

م�ͳدهیم.

ͳمتناه به�طور تابعگون�های و نمایش�پذیر ͳبه�طورمتناه تابعگون�های تعریف از پس فصل این اول بخش در

دوم بخش�های در است. ٣ Έگروتندی رسته�ی Έی رسته این که م�ͳدهیم نشان یوندا، لم بیان و تولیدشده

١B. Mitchell

٢I. Herzog

٣Grothendieck

ب



مقدمه

گروه�های به نمایش�پذیر ͳمتناه به�طور مدول�های رسته�ی از تابعگون�ها رسته�ی ش�ͳهای از ͳبرخ چهارم تا

و چپ دقیق تابعگون�های تعریف از پس ،[۵] مرج΄ از استفاده با دوم بخش در م�ͳکنیم. �ͳمعرف را ͳآبل

،H : (modR)op −→ Ab پادورد تابعگون برای که م�ͳدهیم نشان تابعگون�ها از محض دقیق رشته�های

معادلند. زیر گزاره�های

است. ی΋دست Add((modR)op,Ab) در H تابعگون الف)

است. چپ دقیق H تابعگون ب)

است. محض دقیق ٠ −→ G
′ α−→ G

β−→ H −→ ٠ تابعگون�های از دقیق ی رشته هر ج)

است. ی΋ریخت HomR(−,M) با H تابعگون به�طوری�که است Mموجود مانند چپی R-مدول د)

اگر تنها و اگر است تصویری تابعگون Έی H تابعگون که مطلب این ͳبررس به بخش این در هم�چنین

در م�ͳپردازیم. است؛ محض تصویری MیRΈ-مدول آن در که باشد، ی΋ریخت HomR(−,M) با H

تابعگون برای که دید خواهیم ،ͳتزریق-fpΈی تعریف از پس ،[۵] مرج΄ از استفاده با نیز سوم بخش

معادلند. زیر های گزاره Q : modRop −→ Ab همورد

است. ͳتزریق-fpΈی Add(modRop,Ab) در Q تابعگون الف)

است. راست دقیق Q تابعگون ب)

است. محض دقیق ٠ −→ Q
α−→ G

β−→ G
′′ −→ ٠ تابعگون�های از دقیق رشته�ی هر ج)

است. ی΋ریخت −
⊗

RM با Q تابعگون به�طوری�که است موجود M مانند ͳمدول-R د)

به�طور تابعگون Έی F آن در که ٠ −→ Q
α−→ G

β−→ F −→ ٠ تابعگون�های از دقیق رشته�ی هر ه)

م�ͳشود. ش΋افنده است، نمایش�پذیر ͳمتناه

در که باشد، ی΋ریخت −
⊗

RM با Q اگر تنها و اگر است ͳتزریق Q تابعگون که م�ͳدهیم نشان سپس

است. محض ͳتزریق یRΈ-مدول M آن

م�ͳپردازیم R-مدول هر محضبرای ͳتزریق پوشش ͳمعرف به ،[٨] مرج΄ از استفاده با آخر بخش ابتدای در

منحصر ͳریخت΋ی حد در و دارد وجود R-مدول هر برای محض ͳتزریق پوشش که م�ͳدهیم نشان سپس و

Έی HomR(−,M) که م�ͳدهیم نشان ،[٣] مرج΄ از استفاده با بخش این انتهای در م�ͳباشد. به�فرد

R-مدول Έی M اگر فقط و اگر است Add((modR)op,Ab) رسته�ی در تابدار ی΋دست تابعگون

باشد. محض ͳتزریق

-R از منظور م�ͳباشند، ͳان΋ی مدول�ها و ی΋دار حلقه��ها ͳتمام پایان�نامه این سرتاسر در است ذکر به لازم

ج



مقدمه

R-مدول�های رسته�ی modR هم�چنین شود. تصریح آن خلاف این�که مΎر است چپ R-مدول مدول،

(modR)op و نمایش�پذیر ͳمتناه به�طور Rop-مدول�های رسته�ی modRop نمایش�پذیر، ͳمتناه به�طور

م�ͳباشند. نمایش�پذیر ͳمتناه به�طور R-مدول�های رسته�ی دوگان

د



١ فصل

اولیه مفاهیم تعاریفو

مختصر به�طور را است نیاز آن�ها به تحقیق این بعدی فصل�های در که قضیه�هایی و تعریف�ها فصل این در

از ͳبعض برای مثال ارائه�ی به همچنین م�ͳکنیم. نظر صرف قضیه�ها از ͳبرخ اثبات از و م�ͳکنیم بیان

م�ͳپردازیم. تعریف�ها

رسته

به�طوری��که م�ͳباشد C = (ObjC,HomC, ◦) چون سه�تایی Έی از متش΋ل رسته Έی .١.١.١ تعریف

ریخت�هاست، روی دوتایی عمل Έی ◦ و م�ͳنامیم C ریخت�های را HomC و C ش�ͳهای رده�ی را ObjC

شوند: برآورده زیر شرایط به�طوری�که

م��ͳدهیم. نمایش HomC(A,B) با که م�ͳشود نظیر مجموعه�ای C در B و A ͳش جفت دو هر برای الف)

عمل ،C در اشیا از C و B ،A ͳش سه هر برای ب)
◦ : HomC(A,B)×HomC(B,C) −→ HomC(A,C)

(g, f) −→ g ◦ f

باشد: زیر ویژگ�ͳهای دارای که باشد شده تعریف م�ͳشود)، خوانده g و f ترکیب (که

باشیم: داشته h ∈ HomC(C,D) و g ∈ HomC(B,C) ،f ∈ HomC(A,B) هر برای الف)

(h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f)



اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

به به�طوری�که باشد موجود ͳهمان ریخت نام به ١B : B −→ B مانند عضوی C از B ͳش هر برای ب)

باشیم: داشته ،f : A −→ B ریخت و g : B −→ C ریخت هر ازای

g ◦ ١B = g , ١B ◦ f = f

متعلق N Mو هر برای صورت، این در باشد. R-مدول���ها خانواده�ی ModR کنیم فرض .٢.١.١ مثال

که م�ͳشود دیده ͳآسان به است. f :M −→ N ریخت�های تمام مجموعه�ی HomR(M,N) ،ModR به

است. رسته Έی ModR

،C رسته�ی از B ͳش هر برای هرگاه، م�ͳنامیم ابتدایی ͳش Έی را C رسته�ی از I ͳش .٣.١.١ تعریف

باشد. عضوی تک HomC(I,B) مجموعه�ی

،C رسته�ی از B ͳش هر برای هرگاه، م�ͳنامیم انتهایی ͳش Έی را C رسته�ی از T ͳش .۴.١.١ تعریف

باشد. عضوی تک HomC(B, T ) مجموعه�ی

Έی را f صورت این در باشد. C رسته�ی در ریخت Έی f : C١ −→ C٢ کنیم فرض تعریف١.١.۵.

.g◦f = ١C١ و f ◦g = ١C٢ که باشد موجود چنان g : C٢ −→ C١ مانند ͳریخت هرگاه م�ͳنامیم ارزی هم

باشد. موجود C٢ به C١ از ارزی هم Έی هرگاه م�ͳنامیم ارز هم را C٢ و C١ ͳش دو

است. فرد به منحصر وجود صورت در انتهایی و ابتدایی ͳش .۶.١.١ قضیه

کنید. مراجعه [۴] مرج΄ ،١ فصل از ١٠.٧ قضیه� به اثبات.

باشد. انتهایی هم و ابتدایی هم هرگاه م�ͳنامیم صفر ͳش را C ͳش تعریف٧.١.١.

است. صفر ͳش همان صفر مدول R-مدول�ها رسته�ی در .٨.١.١ مثال

به C ͳش صورت این در باشد. C رسته�ی در اشیا از خانواده Έی {Cα}α∈I کنیم فرض تعریف٩.١.١.

م�ͳنامیم C رسته�ی در {Cα}α∈I خانواده�ی برای مستقیم جم΄ Έی را ια : Cα −→ C خانواده�ی همراه

باشد موجود f : C −→ X بفرد منحصر ریخت ،C در fα : Cα −→ X ریخت و X ͳش هر برای هرگاه،

.f ◦ ια = fα ⊕به�طوری�که
α∈I

Cα نماد با آن�را آن�گاه باشد، موجود �مستقیم جم΄ {Cα}α∈I خانواده�ی برای اگر .١٠.١.١ تذکر

م�ͳدهیم. نشان

٢



اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

ͳش صورت این در باشد. C رسته�ی در اشیا از خانواده Έی {Cα}α∈I کنیم فرض .١١.١.١ تعریف

C رسته�ی در {Cα}α∈I خانواده�ی برای مستقیم ضرب Έی را πα : C −→ Cα خانواده�ی همراه به C

f : X −→ C بفرد منحصر ریخت ،C در fα : X −→ Cα ریخت و X ͳش هر برای هرگاه، م�ͳنامیم

.πα ◦ f = fα که باشد موجود چنان

∏
α∈I

Cα نماد با آن�را آن�گاه باشد، موجود مستقیم ضرب {Cα}α∈I خانواده�ی برای اگر .١٢.١.١ تذکر

م�ͳدهیم. نشان

Έی را (Cα, uβα)α6β صورت این در باشد. جزیی مرتب مجموعه Έی I کنیم فرض تعریف١٣.١.١.

زیر شرایط ،(uβα : Cα −→ Cβ)α6β ریخت هر برای هرگاه، م�ͳنامیم C رسته�ی برای مستقیم دستگاه

باشد: برقرار

،uγβ ◦ u
β
α = uγα الف)

.uαα = ١Cα ب)

.Cα ∈ C و α 6 β 6 γ ، (α, β, γ) ∈ I سه�تایی آن در که

صورت این در باشد. C رسته�ی از مستقیم دستگاه Έی (Cα, uβα)α6β کنیم فرض .١۴.١.١ تعریف

ریخت ،α هر برای به�طوری�که م�ͳباشد C رسته�ی از X ͳش وجود) صورت (در دستگاه این مستقیم حد

.uβ ◦ uβα = uα ،α ≤ β هر برای به�طوری�که باشد موجود uα : Cα −→ X

ریخت همراه به C رسته�ی از دیΎری ͳش Έی X ′ � اگر ͳیعن باشد، نیز ͳجهان خاصیت دارای همچنین

به�طوری�که باشد، موجود β : X −→ X
′ منحصربفرد ریخت ، u′

β ◦u
β
α = u

′
α که باشد u

′
α : Cα −→ X

′

م�ͳدهیم. نشان lim−→Cα با وجود صورت در را فوق دستگاه مستقیم حد .β ◦ uβ = u
′
β و β ◦ uα = u

′
α

مستقیم دستگاه�های C = {Cα, wβα} ،B = {Bα, vβα} ،A = {Aα, uβα} کنیم فرض تعریف١.١.١۵.

،I جزیی مرتب مجموعه�ی از α هر برای و آن ریخت�های ،s : B −→ C ،r : A −→ B ،C رسته�ی از

رشته�ی

٠ −→ Aα
rα−→ Bα

sα−→ Cα −→ ٠

رشته�ی هرگاه م�ͳنامیم دقیق وجود) صورت (در را C رسته�ی در مستقیم حد صورت این در باشد. دقیق

٠ −→ lim−→Aα
r−→ lim−→Bα

s−→ lim−→Cα −→ ٠

٣
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باشد. دقیق نیز

مرتب مجموعه�ی Έی روی R-مدول�ها از {Mi, u
β
α} مستقیم دستگاه هر مستقیم حد .١۶.١.١ گزاره

است. موجود I جزیی

کنید. مراجعه [٧] مرج΄ ،۵ فصل از ۵.٢٣ قضیه به اثبات.

از خانواده Έی {Ai}i∈I و جزیی مرتب مجموعه Έی I یRΈ-مدول، A کنیم فرض .١٧.١.١ گزاره

دراین�صورت باشند. A مدول�های زیر

lim−→i

A

Ai
=

A

∪Ai

کنید. مراجعه [٧] مرج΄ ،۵ فصل از ۵.٣٨ نتیجه به اثبات.

ریخت�ها

ریخت صورت این در باشند. آن از ͳش دو D و C رسته، Έی A کنیم فرض تعریف١٨.١.١.

f : C −→ D

،f ◦ h = f ◦ g اگر ،g, h ∈ Hom(B,C) ریخت�های و B ͳش هر ازای به هرگاه، م�ͳنامیم تکین را

اگر ،k, t ∈ Hom(D,E) ریخت�های و E ͳش هر ازای به هرگاه، است برویی f ریخت .h = g آن�گاه

.k = t آن�گاه ،k ◦ f = t ◦ f

Έی به Έی اگر تنها و اگر است (برویی) تکین مجموعه�ها رسته�ی در ریخت Έی .١٩.١.١ مثال

باشد. (پوشا)

(ͳبروریخت) ͳتکریخت اگر تنها و اگر است (برویی) تکین مدول�ها رسته�ی در یΈریخت مثال٢٠.١.١.

باشد.

u هسته�ی صورت این در باشد. A رسته�ی در ریخت� Έی u : A −→ B کنیم فرض تعریف٢١.١.١.

کند. صدق زیر شرط دو در به�طوری�که است i : K −→ A ریخت

،u ◦ i = ٠ الف)

۴
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که باشد موجود θ : X −→ K منحصربفرد ریخت ،u ◦ g = ٠ که g : X −→ A ریخت هر برای ب)

.i ◦ θ = g

م�ͳدهیم. نشان Ker(u) با را u هسته�ی

هم�هسته�ی صورت این در باشد. A رسته�ی در ریخت� Έی u : A −→ B کنیم فرض تعریف٢٢.١.١.

کند. صدق زیر شرط دو در به�طوری�که است j : B −→ K
′ ریخت u

،j ◦ u = ٠ الف)

که باشد موجود θ′ : K ′ −→ Y منحصربفرد ریخت ،g ◦ u = ٠ که g : B −→ Y ریخت هر برای ب)

.θ′ ◦ j = g

م�ͳدهیم. نشان Coker(u) با را u هم�هسته�ی

مدول�ها

از: عبارتست Rop حلقه�ی از منظور باشد. حلقه Έی R کنیم فرض تعریف٢٣.١.١.

عمل م�ͳباشد. R در جم΄ عمل همان نیز Rop در جم΄ عمل و R حلقه�ی اعضای همان Rop اعضای

م�ͳشود تعریف زیر به�صورت م�ͳدهیم، نشان (.) با �را آن این�جا در ما که Rop در ضرب

∀r, r′ ∈ Rop r.r
′
= r

′
r

�صورت این در باشد. R-مدول Έی M کنیم فرض حال م�ͳباشد. R ضرب همان دوم ضرب آن در که

عمل
M ×Rop −→M

(m, r) −→ m.r := rm

م�ͳکند. تبدیل راست مدول Rop Έی به را M

به�علاوه باشد. راست MیSΈ-مدول و یΈحلقه S MیRΈ-مدول، فرضکنیم تعریف١.١.٢۴.

یR−SΈ-دو Mرا صورت این در .(rm)s = r(ms) باشیم داشته s ∈ S و r ∈ R ،m ∈M هر برای

م�ͳنامیم. مدول

�� .٢۵.١.١ قضیه

۵
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HomR(M,N) صورت این� در باشند. مدول −R-دو S ΈیM و یRΈ-مدول N کنیم فرض الف)

است. S-مدول Έی

HomR(M,N) �صورت این در باشند. مدول R Έی M و مدول R-دو − S Έی N کنیم فرض ب)

است. Sop-مدول Έی

کنید. مراجعه [۴] مرج΄ ،۴ فصل از ٨.۴ قضیه به اثبات.

کنیم فرض .٢۶.١.١ قضیه

٠ // M
′ i // M

p //

g

��

M
′′

h
��

٠ // N
′ j // N

q // N
′′

موجود f : M
′ −→ N

′ منحصربفرد ریخت صورت این در باشد. دقیق سطرهای با جابجایی نموداری

باشند. ͳریخت΋ی g و h اگر تنها و اگر است ͳریخت΋ی f همچنین .g ◦ i = j ◦ f به�طوری�که است،

کنید. مراجعه [٧] مرج΄ ،٢ فصل از ٢.٧١ قضیه به اثبات.

رشته�ی صورت این در باشد. حلقه Έی R کنیم فرض .٢٧.١.١ قضیه

٠ −→M
′ φ−→M

ψ−→M
′′

رشته�ی ،N مدول R هر برای اگر، تنها و اگر است دقیق R-مدول�ها از

٠ −→ HomR(N,M
′
)
φ◦−−→ HomR(N,M)

ψ◦−−→ HomR(N,M
′′
)

باشد. ͳآبل گروه�های از دقیق رشته�ی Έی

کنید. مراجعه [۴] مرج΄ ،۴ فصل از ٢.۴ قضیه به اثبات.

رشته�ی صورت این در باشد. حلقه Έی R کنیم فرض .٢٨.١.١ قضیه

M
′ φ−→M

ψ−→M
′′ −→ ٠

رشته�ی ،K مدول R هر برای اگر، تنها و اگر است دقیق R-مدول�ها از

۶
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٠ −→ HomR(M
′′
,K)

−◦ψ−→ HomR(M,K)
−◦φ−→ HomR(M

′
,K)

باشد. ͳآبل گروه�های از دقیق رشته�ی Έی

کنید. مراجعه [۴] مرج΄ ،۴ فصل از ٣.۴ قضیه به اثبات.

Έی همریخت نقش ،M R-مدول هر صورت، این در باشد. حلقه Έی R کنیم فرض .٢٩.١.١ قضیه

است. تصویری آزاد R-مدول هر و است آزاد R-مدول

کنید. مراجعه [۴] مرج΄ ،۴ فصل از ٣.٣ قضیه به اثبات.

رشته�ی اگر صورت این در باشد. ͳتزریق یRΈ-مدول Q کنیم فرض .٣٠.١.١ قضیه

٠ −→M
′ µ−→M

λ−→M
′′ −→ ٠

رشته�ی آن�گاه باشد. دقیق

٠ −→ HomR(M
′′
, Q)

−◦λ−→ HomR(M,Q)
−◦µ−→ HomR(M

′
, Q) −→ ٠

است. ͳآبل گروه�های از دقیق رشته�ی Έی

کنید. مراجعه [۴] مرج΄ ،۴ فصل از ۶.۴ قضیه به اثبات.

Έی M اگر صورت این در باشد. حلقه�ها از ͳهمریخت Έی f : R −→ S کنیم فرض .٣١.١.١ قضیه

است. ͳتزریق S-مدول Έی HomR(S,M) آن�گاه باشد. ͳتزریق R-مدول

کنید. مراجعه [٢] مرج΄ ،٣ فصل از ٣.١.۶ نتیجه به اثبات.

m ͳطبیع اعداد هرگاه م�ͳنامیم نمایش�پذیر ͳمتناه به�طور مدول Έی را M R-مدول تعریف٣٢.١.١.

دقیق رشته�ی و n و

Rn −→ Rm −→M −→ ٠

باشد. موجود R-مدول�ها از

٧
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و m ͳطبیع عدد هرگاه م�ͳنامیم تولیدشده ͳمتناه به�طور مدول Έی را M R-مدول .٣٣.١.١ تعریف

دقیق رشته�ی

Rm −→M −→ ٠

باشد. موجود R-مدول�ها از

ازای به باشد. نمایش�پذیر ͳمتناه به�طور R-مدول���های خانواده�ی modR کنیم فرض .٣۴.١.١ مثال

دیده ͳآسان به است. f : M −→ N ریخت�های تمام مجموعه�ی HomR(M,N) ،M,N ∈ modR هر

است. رسته Έی modR که م�ͳشود

دقیق رشته�ی Έی را R-مدول�ها از ٠ −→ M
′ λ−→ M

µ−→ M
′′ −→ ٠ رشته�ی .٣۵.١.١ تعریف

رشته�ی ،N راست R-مدول هر برای هرگاه، محضم�ͳنامیم

٠ −→ N ⊗RM
′ ١N⊗λ−→ N ⊗RM

١N⊗µ−→ N ⊗RM
′′ −→ ٠

باشد. دقیق رشته�ی Έی

محضم�ͳنامیم. مدول یΈزیر را λM ′ ⊂M حالت این در

(کوهن)١ .٣۶.١.١ قضیه

مدول زیر Έی λM ′ صورت این در باشد. R-مدول�ها از ͳتکریخت Έی λ : M
′ −→ M کنیم فرض

جابجایی نمودار هر برای اگر تنها و اگر است M از محض

F١
α //

γ

��

F٠

��
٠ // M

′ λ // M

R-مدول�های دو هر F١ و F٠ آن در که ،β ◦ α = γ به�طوری�که باشد موجود β : F٠ −→ M
′ نگاشت

هستند. �تولیدشده ͳمتناه به�طور آزاد

کنید. مراجعه [٧] مرج΄ ،٣ فصل از ٣.۶٩ قضیه� به اثبات.

١Cohn
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Έی N و �محض دقیق رشته�ی Έی ٠ −→ M
′ i−→ M

p−→ M
′′ −→ ٠ کنیم فرض .٣٧.١.١ قضیه

دراین�صورت باشند، نمایش�پذیر �ͳمتناه به�طور R-مدول

p∗ : HomR(N,M) −→ HomR(N,M
′′
)

پوشاست. ͳهمریخت Έی

کنید. مراجعه [٧] مرج΄ ،٣ فصل از ٣.٧٠ لم به اثبات.

�محض دقیق رشته�ی هر برای هرگاه م�ͳنامیم محض تصویری� را P R-مدول تعریف٣٨.١.١.

٠ −→M
′ µ−→M

λ−→M
′′ −→ ٠

رشته�ی

٠ −→ HomR(P,M
′
)
µ◦−−→ HomR(P,M)

λ◦−−→ HomR(P,M
′′
) −→ ٠

باشد. ͳآبل گروه�های از دقیق رشته�ی Έی

محض دقیق رشته�ی هر برای هرگاه م�ͳنامیم محض �ͳتزریق را Q R-مدول تعریف٣٩.١.١.

٠ −→M
′ µ−→M

λ−→M
′′ −→ ٠

رشته�ی

٠ −→ HomR(M
′′
, Q)

−◦λ−→ HomR(M,Q)
−◦µ−→ HomR(M

′
, Q) −→ ٠

باشد. ͳآبل گروه�های از دقیق رشته�ی Έی

است. �محض تصویری مدول Έی �نمایش�پذیر ͳمتناه به�طور R-مدول هر .۴٠.١.١ گزاره

است. ΀واض ٣٧.١.١ گزاره�ی و ٣٨.١.١ تعریف بنابر اثبات.

K R-مدول صورت این در باشد. �محض تصویری R-مدول Έی M کنیم فرض .۴١.١.١ قضیه

�نمایش�پذیر ͳمتناه به�طور R-مدول�های ها Lα آن در که ،M
⊕
K ∼=

⊕
α∈I

Lα که به�طوری است موجود

هستند.

٩
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کنید. مراجعه [٨] مرج΄ ،�٣ نتیجه�ی به اثبات.

(ͳالحاق پذیری (شرکت .۴٢.١.١ قضیه

راست S-مدول Έی C و R-مدول − S Έی B راست، یRΈ-مدول A حلقه، دو S و R کنیم فرض

ͳریخت΋ی صورت این در باشند.

HomS(A
⊗

RB,C)
∼= HomR(A,HomS(B,C))

دارد. وجود ͳآبل گروه�های از

کنید. مراجعه [٧] مرج΄ ،٢ فصل از ٢.٧۵ قضیه به اثبات.

r م�ͳگوییم صورت این در .r ∈ R و x ∈ M باشد، R-مدول Έی M کنیم فرض تعریف۴٣.١.١.

را M .x = ry که باشد موجود y مثل M از عضوی اگر ،r |M x م�ͳنویسیم و م�ͳکند عاد را x ،M در

M از عضو هر نیست، صفر راست مقسوم�علیه که ،R عضو هر هرگاه م�ͳنامیم بخش�پذیر R-مدول Έی

کند. عاد را

ͳتزریقM صورت این در باشد. MیRΈ-مدول و ͳاصل ایده�آل حوزه R کنیم فرض .۴۴.١.١ قضیه

باشد. بخش�پذیر اگر تنها و اگر است

کنید. مراجعه [٩] مرج΄ ،٩ فصل از ۵ قضیه� به اثبات.

صورت این در باشد. آن از ͳمدول زیر N و بخش�پذیر R-مدول Έی M کنیم فرض .۴۵.١.١ قضیه

است. بخش�پذیر M
N

کنید. مراجعه [٩] مرج΄ ،٩ فصل از ۶ قضیه� به اثبات.

ͳتزریق مدول Έی را E صورت این در باشد. ͳتزریق R-مدول Έی E کنیم فرض تعریف١.١.۴۶.

مانند ناصفری ریخت ،M ناصفر R-مدول هر برای هرگاه، م�ͳنامیم R-مدول هر برای هم�مولد

f :M −→ E

باشد. موجود

١٠


