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   و قدردانیسپاس
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  .کنم جهت حضور در جلسه دفاعیه تشکر می
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أ  

  چکیده

یکی از شاخه هاي علم ریاضی که کاربرد فراوانی در مسائل مهندسی و فیزیک دارد معادلات 

راي  در این پایان نامه روش هاي عددي ب,روشهاي متعدي براي حل این معادلات وجود دارد. انتگرال است
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 فصل اول

 
 

    
 معادلات انتگرال و قضایاي مورد نیاز

  

  

  



 ٢

  

  

  تاریخچه  1-1

 معادلات انتگرال یکی از مهمترین شاخه هاي آنالیز ریاضی است که اصولا اهمیت آن از لحاظ مقدار هنظری

معادلات انتگرال در خیلی از مسائل فیزیکی و فنی ظاهر . وري معادلات با مشتقات جزئی استمرزي در تئ

.  این نوع معادلات نقش مهمی را بازي کرده اند،در تحقیقات قرن اخیر در نظریه کشسانی. می شود

  .]1[.بخصوص دسته اي از آنها که به معادلات انتگرال منفرد شهرت دارند

لیکن اولین بار اصطلاح . انتگرال تحت عنوان معکوس گرفتن از انتگرال تلقی میشددر ابتدا حل معادله 

 بصورت f معادله انتگرالی براي تابع 1782سال              رد 2لاپلاس .پیشنهاد شد 1معادله انتگرال بوسیله ریموند

  :زیر ارائه داد 

  )1-1(                                                                ( ) ( )xtF x e f t dt


 
0

  

 روي نظریه حرارت کار کرد و مقالاتی از خود 1811 در سال 3در جریان تکامل و پیشرفت ریاضیات فوریه

 در مسئله خود که به مسئله مکانیکی آبل معروف است کاربرد 1823نیز در سال  4آبل. رجاي گذاشتب

معادله انتگرال  نوعی ، در نظریه مغناطیس خود5 پوآسن1826 در سال. معادلات انتگرال را مطرح کرد

                                                   
1- Bois-Reymond  

Laplace -2   
  Fourier -3   

4- Abel   
Poisson -5   



 ٣

 راه در یک قدم مهم.  به بعد حل کرد1832 مستقلا معادلات انتگرال خاصی را از سال 1لیوویل. مطرح کرد

دیفرانسیل به کمک  آن چگونگی حل بعضی معادلات و توسعه معادلات انتگرال توسط لیوویل برداشته شد

  .ودمعادلات انتگرال ب

. پیشنهاد شد 2اصطلاح نوع اول و دوم که امروزه در معادلات انتگرال بکار میرود اولین بار توسط هیلبرت

البته قبل از هیلبرت معادلات آبل و لیوویل به فرمهاي زیر مطرح بود و هر دو از نمونه هاي مهم در 

  :تگرال هستندندلات اامع

                       )1-2(                                                             ( ) ( , ) ( )
x

a
g x k x y f y dy                                                                                           

                       )1-3(                                                   ( ) ( ) ( , ) ( )
x

a

f x g x k x y f y dy       

k,که در آنها  gتوابعی معلوم وf2[. تابعی مجهول است[. 

) حرکت موج(با معادله دیفرانسیل جزئی  انتگرال زیر را که متناظر  معادله1896درسال  ٣پوآنکاره

( , )u u f x y  می باشد بدست آورد که در آن  

)1-4(        
x y
 

  
 

2 2

2 )       و              2 ) ( , ) ( ) ( )
b

a
u x k x y u y dy f x . 

 اولین کسی بود که در اواخر 5ولترا.  جهت بدست آوردن جواب این معادله تحقیقاتی انجام داد4 فردهلم

ل مسئله فردهلم در اوایل قرن جدید جهت ح. ئه کرداقرن نوزدهم نظریه عمومی معادلات انتگرال را ار

:                                                                                                                                                                   معادله انتگرال فردهلم بصورت زیر است.  از معادلات انتگرال نوع دوم استفاده کرد6دیریکله

                    )1-5(          a x b                             ( ) ( ) ( , ) ( )
b

a

f x g x k x y f y dy        

                                                   
1- Liouvill   

Hilbert -2 
3- Poincare   
4- Erik Ivan Fredholm    
5- Vito- Volterra   
6- Dirichlet   



 ٤

 بر روي کارهاي فردهلم علاقه هیلبرت را به تحقیق 1901 سال  در1ارائه یک سمینار توسط اریک هولمگر

. تگرال کمک گرفتنروي معادلات انتگرال برانگیخت و او در بسیاري از مسائل ریاضی فیزیک از معادلات ا

)هیلبرت فاصله انتگرالگیري را  ,  فرموله کارهاي مهم هیلبرت یکی از.  و هسته را پیوسته فرض کرد01(

در اوایل نیمه دوم قرن اخیر . کردن مسئله معادلات دیفرانسیل مقدار مرزي بصورت معادله انتگرال است 

 ،در ارتباط با اینکه به ازاي چه مقادیر 2معادله انتگرال بوسیله هرمن ویلتحقیقات زیادي روي جواب 

یکی  که ،از این به بعد تقریبا روي روشهاي عددي کار شده.ته است صورت گرف،معادله انتگرال جواب دارد

  .  می باشدروش نیستروم از آنها 

  معادله انتگرال 1-2

)در آن تابع مجهول اي است که   گرال معادلهنتیک معادله ا :1-2-1 تعریف )u x زیر علامت انتگرال ظاهر   

  .شود  می

)انتگرال که در آنیک نمونه از یک معادله  )u xتابع مجهولی است و باید معلوم شود به صورت زیر است :  

)1-6              (                                                   ( )

( )
( ) ( ) ( , ) ( )

x

x
u x f x k x t u t dt




    

 ( , )k x t هسته معادله انتگرال نامیده می شود.( )xو ( )xحدود انتگرال هستند .  

)تابع مجهول یعنی ) 6-1(در معادله  )u x در زیر علامت انتگرال ظاهر شده است و در حالتهاي دیگر 

  .ممکن است تابع مجهول در خارج از علامت انتگرال هم ظاهر شود

)کرد که هسته معادله یعنی باید توجه  , )k x tو تابع ( )f xاز قبل معلوم هستند .  

) پیدا کردن تابع مجهول ،هدف )u x براي این کار روشهاي . صدق کند) 6-1( است که در رابطه 

                                                   
1- Erick Holmger   

Hermann Weyl -2   



 ٥

 شیمی ، بیولوژي، مباحث بسیاري از علوم از قبیل فیزیکمعادلات انتگرال در.مختلفی به کار برده می شود

مراجع  .و مهندسی ظاهر می شوند ,1  منابع خوبی براي پی بردن به منشا ظهور اینگونه معادلات 2

  .در مثال زیر نحوه تبدیل یک مسئله مقدار اولیه به یک معادله انتگرال بحث خواهیم کرد. باشند می

  : 1-2-1 مثال

  :گیریم  مسئله مقدار اولیه زیر را در نظر می

)             1-7      (                                                              x 0       ( ) ( )u x xu x  2  

  کند که در شرط اولیه زیر صدق می

)         1-8    (                                                                                             ( )u 0 1  

  .را میتوان به سادگی با به کار بردن ایده جداکردن متغیرها حل کرد) 7-1(معادله 

  بودبه صورت زیر خواهد )8-1(با توجه به شرط ) 7-1(جواب معادله دیفرانسیل 

)    1-9   (                                                                                          ( ) xu x e
2    

  : انتگرال بگیریم خواهیم داشت x تا0 از xنسبت به ) 7-1(اما اگر از طرفین رابطه 

)     1-10       (                                                                         ( ) ( )
x x
u t dt tu t dt  0 0

2  

  :داریم ) 8-1(و استفاده از شرط اولیه ) 10-1(و در نتیجه با انتگرال گرفتن از طرفین رابطه 

)    1-11     (                                                                            ( ) ( )
x

u x tu t dt  01 2      

یک معادله انتگرال با هسته ) 11-1(یابیم که  درمی) 6-1(و ) 11-1( از مقایسه طرفین رابطه

( , )K x t t ) و تابع 2 )f x 1ست ا.  

) هدف اصلی ما تعیین تابع غیر معلوم ،همانطوري که در بالا اشاره شد )u x است که در زیر علامت 

ظاهر شده و در معادله انتگرال داده شده صدق ) 11-1(صاو معادله خ) 6-1(انتگرال نظیر معادله کلی 

)نتگرال خطی می گویند زیرا که تابع معادلات ا) 11-1(و )6-1(به معادلات انتگرال . می کند )u x زیر 



 ٦

)اما اگر تابع . علامت انتگرال به صورت خطی است یعنی توان یک دارد )u x در زیر علامت انتگرال با 

)توابعی غیرخطی نظیر )u x2یا cos ( )u xا ی( )u xeآنگاه معادله انتگرال را غیرخطی ،غیره تعویض شود  و 

  . گویند   می

   تقسیم بندي معادلات انتگرال خطی      1-3

  :  اما معادلات انتگرال خطی وغیر خطی را می توان به چهار نوع دسته بندي کرد

  معادلات انتگرال فردهلم -1

 معادلات انتگرال ولترا  -2

  دیفرانسیل –ت انتگرال معادلا -3

 معادلات انتگرال منفرد  -4

  .اکنون تعاریف و خواص هر نوع را بررسی می کنیم

  معادلات انتگرال خطی فردهلم 1-3-1

گیري به          شکل استاندارد معادلات انتگرال خطی فردهلم که در آنها حد پایین و حد بالاي انتگرال

a,ترتیب اعداد ثابت  b باشد هستند به صورت زیر می:  

)                 1-12   (                    ,a x t b          ( ) ( ) ( ) ( , ) ( )
b

a
x u x f x K x t u t dt     

) ،که در آن هسته معادله انتگرال , )K x t و تابع ( )f xند و  از قبل مشخص هست هم یک پارامتر معلوم 

)را خطی می گویند زیرا که تابع مجهول )12-1(معادله . است )u x در زیر علامت انتگرال به صورت خطی 



 ٧

)ظاهر شده است یعنی توان  )u xبرحسب اینکه .  یک است( )x دو کدامیک از مقادیر زیر را انتخاب کند

   :به صورت زیر می باشندمعادلات انتگرال فردهلم دسته 

)زمانی که  -1 ) 0x  به معادله زیر تبدیل می شود ) 12-1( معادله  

)                        1-13         (                                      ( ) ( , ) ( ) 0
b

a
f x K x t u t dt   

  .این معادله را معادله انتگرال فردهلم نوع اول می نامند

)زمانی که   -2 ) 1x  به شکل زیر در خواهد آمد) 12-1( معادله  

)                            1-14       (                                    ( ) ( ) ( , ) ( )
b

a
u x f x K x t u t dt    

  .     این معادله را معادله انتگرال فردهلم نوع دوم می نامند

   معادلات انتگرال خطی ولترا1-3-2

 شکل استاندارد معادلات انتگرال خطی ولترا، که در آنها حد پایین انتگرال ثابت و حد بالاي انتگرال 

  :گیري متغیر باشد به صورت زیر است 

)                   1-15       (                            ( ) ( ) ( ) ( , ) ( )
x

a
x u x f x K x t u t dt     

)که در آن تابع مجهول یعنی  )u xدر زیر علامت انتگرال به صورت خطی می باشد .  

را می توان به عنوان یک حالت خاص معادلات انتگرال فردهلم در نظر گرفت ) 15-1(باید توجه کرد که 

) به طوریکه هسته , )k x t، براي  , ,x a b t x صفر فرض شود .  

  :به صورت زیر می باشندمعادلات انتگرال ولترا دو دسته 

)در حالتی که  -1 )x 0 به صورت زیر تبدیل خواهد شد) 15-1( معادله  

)                        1-16   (                                            ( ) ( , ) ( ) 0
x

a
f x K x t u t dt   



 ٨

  .       این معادله را معادله انتگرال ولتراي نوع اول می گویند

)زمانی که  -2 ) 1x  به شکل زیر درخواهد آمد) 15-1( آنگاه معادله  

)                      1-17    (                                        ( ) ( ) ( , ) ( )
x

a
u x f x K x t u t dt    

  .  این معادله را معادله انتگرال ولتراي نوع دوم می گویند

  :می توانیم نتیجه گیریهاي زیر را ارائه نمائیم ) 17-1(تا ) 12-1(با توجه به معادلات 

  ساختمان معادلات فردهلم و ولترا) الف

) تابع مجهول ،نوع اولدر معادلات انتگرال ولترا و فردهلم  خطی  )u x به طور خطی زیر علامت 

  .انتگرال ظاهر می شود

 تابع مجهول هم در زیر علامت انتگرال و هم در ،اما در معادلات انتگرال ولترا و فردهلم خطی نوع دوم

  .خارج از علامت انتگرال به صورت خطی ظاهر می شود

  حدود انتگرالگیري  ) ب

 اما .  انتگرالگیري روي یک فاصله متناهی با حدود ثابت انجام می شود،ر معادلات انتگرال فردهلم       د

 حداقل یکی از حدود فاصله انتگرالگیري متغیر است و معمولا حد بالاي ،در معادلات انتگرال ولترا

  .شودرالگیري به صورت متغیر انتخاب می انتگ

  خاصیت خطی بودن     ) ج

)تابع مجهول  )u x در معادلات انتگرال ولترا و فردهلم در زیر علامت انتگرال با توان یک ظاهر می شود 

)اما زمانی که به جاي  )u x عبارتی مانند ( ( ))F u xمعادلات انتگرال غیر خطی فردهلم و ، داشته باشیم 

  .ولترا خواهیم داشت

  :ر زیر مثالهایی از معادلات انتگرال غیر خطی آورده شده است  د

)                    1-18             (                                ( ) ( ) ( , ) ( )
x

a
u x f x K x t u t dt   2  



 ٩

                    )1-19        (                                       ( )( ) ( ) ( , )
x u t

a
u x f x K x t e dt       

                   ) 1-20     (                                   ( ) ( ) ( , )sin( ( ))
b

a
u x f x K x t u t dt                 

   خاصیت همگن بودن)د

)شرط ) 17-1(و معادله انتگرال ولترا نوع دوم ) 14-1(اگر در معادله انتگرال فردهلم نوع دوم  )f x 0 

در غیر این صورت معادله را یک معادله .  معادله حاصل را یک معادله انتگرال همگن می نامند،برقرار باشد

  .انتگرال غیرهمگن می گویند

  رفتار تکین معادله انتگرال )ھ

 این معمولا زمانی رخ می دهد که فاصله .یک معادله انتگرال را تکین می نامند اگر انتگرالگیري ناسره باشد

ناهی باشد یا اینکه هسته معادله در یک یا تعداد بیشتري نقطه از حوزه مورد نظر یعنی انتگرالگیري نامت

a t b بی کران باشد .  

   دیفرانسیل– معادلات انتگرال 1-3-3 

 دیفرانسیل مواجه – در حال مطالعه موضوع رشد جمعیت بود که با معادلات انتگرال 1900ولترا در اوایل 

)ر اینگونه معادلات تابع مجهول د. شد )u xدر زیر ،در یک طرف.  معمولا در دو طرف ظاهر می شود 

  .علامت انتگرال و در طرف دیگر تحت عملگر مشتق معمولی ظاهر می شود

فرانسیل  دی–مدلسازي ریاضی تعدادي از پدیده ها در فیزیک و بیولوژي در قالب این نوع معادلات انتگرال 

البته اینگونه  معادلات در هنگام تبدیل یک معادله دیفرانسیل به یک معادله انتگرال هم . ارائه می شوند

  .نمایان می گردند

   دیفرانسیل آورده شده است–در زیر چند مثال از معادلات انتگرال 


