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  تقديم به :
 پدر و مادرم

 گوهر پاك و بي آلايش زندگي ام كه وجودم همه برايشان رنج و محنت بود و وجودشان برايم مهر و محبت.دو 

 توانشان رفت تا به توانايي رسم، موهايشان سفيدي گرفت تا روي سپيد بمانم.

 وتقديم به همسر مهربانم كه چراغ علم ودانش را همواره برايم روشن نگاه داشت.
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 چكيده

يل كسري همچنين معادلات ديفرانس ي از پژوهشگران قرار گرفته است.در حال حاضر محاسبات كسري مورد توجه بسيار
مانند مكانيك، فيزيك، زيست شناسي و مهندسي به كار برده مي شوند. به علت افزايش در رشته هاي مختلف علوم 

هاي عددي و دقيق معادلات ديفرانسيل كسري شده است. اخيرا  روشكاربرد اين دسته از معادلات توجه ويژه اي به 
استفاده از ماتريس هاي عملياتي از مرتبه كسري براي حل معادلات ديفرانسيل مرتبه كسري توسعه پيدا كرده است. در 
 اين تحقيق با مبحث حساب كسري و موجك ها از جمله موجك هار و لژاندر آشنا مي شويم. سپس به معرفي ماتريس

يم و از آن براي حل معادلات ديفرانسيل زمي پردا و هار لژاندر هاي هاي عملياتي مرتبه كسري انتگرال براي موجك
مرتبه كسري استفاده مي كنيم. پس از انجام عمليات دستگاهي از معادلات جبري را به دست مي آوريم و بعد از حل آن 

   .هاي عددي ديگر مقايسه مي شود ت آمده از اين روش با روشنتايج به دسبا چند مثال به نتيجه نهايي مي رسيم. 

 

 ، موجك هاي هارموجك هاي لژاندر، ماتريس هاي عملياتي، معادلات ديفرانسيل كسري :كلمات كليدي
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  اوليه تعاريف و مقدمات

 

بعد كارايي كه در فصول و قضاياي اوليه، همچنين توابع و تبديلاتي  به بيان تعاريف ايم كردهدر اين فصل سعي 

 دارند بپردازيم.

 تعاريف و قضاياي اوليه 1-1

 :پردازيم مي [21] و ]34[ منابع ابتدا به بيان تعاريف و قضاياي اوليه با استفاده از

 يك فضاي برداري متشكل است از: :1-1-1 فتعري

 از اسكالرها؛ Fيك ميدان  -1

 از بردارها؛ V هيك مجموع -2
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α ربردا، Vاز  β و αيك عمل به نام جمع برداري كه به هر جفت از بردارهاي  -3 β+  ازV  را كه

 :دهد مينسبت  زير با شرايط ،شود ميناميده  β و αمجموع 

α يالف) جمع جابجايي است؛ يعن β β α+ =  ؛+

) يب) جمع شركت پذير است؛ يعن ) ( )α β γ α β γ+ + = +  ؛+

V ،0αدر  αموجود است به طوري كه به ازاي هر  Vبه نام بردار صفر در  0پ) بردار يكتاي  α+  ؛=

) هموجود است به طوري ك V رد −α، بردار يكتاي Vر د α رت) به ازاي هر بردا ) 0α α+ −  ؛=

ا كه ر Vدر  cαبردار  Vاز  α رو هر بردا Fاز  cيك عمل به نام ضرب اسكالر كه به هر اسكالر  -4

  :دهد ميبا شرايط زير نسبت  ،شود مياميده ن cو  αحاصلضرب 

V ،1αدر  αالف) به ازاي هر  α=؛ 

)ب)  ) ( )1 2 1 2c c c cα α=؛ 

)پ)  )c c cα β α β+ =  ؛+

) ت) )1 2 1 2c c c cα α α+ = +. 

 ،نسبت به متريك توليد شده به وسيله نرم Вرا يك فضاي باناخ گوييم هرگاه  Вفضاي نرمدار  :2-1-1 تعريف

 همگرا باشد. Вبه عبارت ديگر هر دنباله كوشي در  ؛فضايي تام باشد

 يك فضاي نرمدار است. Вآنگاه گوييم  ،داراي يك نرم باشد Вاگر فضاي خطي  :3-1-1 تعريف

3 رداخلي دتعريف يك ضرب  :4-1-1 فتعري
 هه طور طبيعي بب n

 ،دبراي هر بع n   شود ميتعميم داده. 

)براي بردارهاي  )1 2, ,..., nX x x x= و ( )1 2, ,..., nY y y y= درn
، ضرب داخلي اقليدسي برابر است با: 

1
, .

n

j j
j

X Y x y
=

〈 〉 = ∑ 
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n. ضرب داخلي در اهاي برداري حقيقي در نظر بگيريمبايد فضاهاي برداري مختلط را مانند فض
 توان ميا ر 

n براي بردارهاي
 كردن عامل دوم تغيير داد.  جبا مزدو 

) راگ )1 2, ,..., nZ z z z= و ( )1 2, ,..., nW w w w= ربردارهايي د n
 آنگاهدناشب ،: 

1
, .

n

j j
j

Z W z w
=

〈 〉 = ∑ 

,يك تابع  V طروي يك فضاي برداري مختل "ضرب داخلي"يك  :5-1-1 فتعري :V V C〈⋅ ⋅〉 ×  است →

 .كند ميكه در خواص زير صدق 

v براي هر بردار نا صفر :مثبت بودن V∈ ،, 0v v〈 〉 >.  

, :تقارن مزدوج ,v w w v〈 〉 = 〈  .Vدر  w و vراي هر بردار ب 〈

,: همگن بودن ,cv w c v w〈 〉 = 〈 c رهر اسكال و Vدر  w و vراي هر بردار ب 〈 C∈.  

,: جمع پذيري , ,u v w u w v w〈 + 〉 = 〈 〉 + 〈 ,راي هر ب 〈 ,u v w درV. 

 .شود مييك فضاي ضرب داخلي ناميده  ،يك فضاي برداري با يك ضرب داخلي

, ا بار V ياهي اوقات ضرب داخلي روگ ،V هبراي تاكيد بر فضاي برداري زمين V〈⋅  .دهيم ميشان ن 〈⋅

به جز اين كه اسكالر  ،رود ميهمچنين تعريف قبلي براي ضرب داخلي حقيقي روي فضاي برداري حقيقي به كار 

c حقيقي است و هيچ مزدوجي در عبارت تقارن مزدوج ندارد. بودن در خاصيت همگن 

 ه عبارتي داريم:ب ،كنند ميبر دو خطي بودن دلالت  متوجه كنيد كه خواص دوم و چهار

, , ,u v w u w v w〈 + 〉 = 〈 〉 + 〈 〉 

 دوم با يك مزدوج خارج شود: ي مؤلفهكه اسكالر از  شود مي و سوم باعثخواص دوم 

, , , , .v c w c w v c w v c v w〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉 = 〈 〉 
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v,عدد ناصفر  توانيم مييعني  ،شرط مثبت بودن v v= 〈  .تعيين كنيم V را به عنوان طول يا نرم بردار 〈

}فاصله بين  با اين تصور، V ربين دو بردار د ي فاصلهيعني  ،مفهوم طول },v w ررابب v w− ست.ا 

a ي بازهبراي يك  :6-1-1 فتعري t b≤ ]فضاي  ،≥ ]( )2 ,L a b توابع مربعي انتگرال پذير  ي همه ي مجموعه

]روي  ],a b ،يبه عبارت است: 

[ ]( ) [ ] ( ){ }22 , : , ; .
b

a
L a b f a b c f t d t= → < ∞∫ 

] يفضا عضوي از اين فضا باشند. توانند ميتوابع ناپيوسته نيز  ]( )2 ,L a b اراي بعد نامتناهي است.د 

]وي ر 2Lضرب داخلي  :7-1-1 فتعري ]( )2 ,L a b  شود ميبدين صورت تعريف: 

( ) ( ) [ ]( )2
2, ; , ,

b

L a
f g f t g t d t f g L a b〈 〉 = ∈∫ 

 .تو دو خطي براي ضرب داخلي برقرار اس همگن بودن ،خواص تقارن مزدوج

1فرض كنيد  : 8-1-1تعريف  p≤ < ]و   ∞ ],a b   توابع اندازه پذير  ي همهيك بازه حقيقي باشد، مجموعهf 

]روي   pf ها آنكه براي  ],a b  انتگرال پذير است، فضاي[ ]( ),pL a b  به عبارت ديگر شود ميناميده .

]فضاي  ]( ),pL a b  توابع اندازه پذير ي همهمتشكل ازf است كه 

( ) .
pb

a
f x d x < ∞∫ 

): 9-1-1تعريف  )f x  انتگرال پذير گوييم هرگاه  مطلقاًرا( )f x d x
∞

−∞
< ∞∫. 

2فضاي  :10-1-1 فتعري
  1 هاي دنبالهمجموعه همه 0 1, , , ,...X x x x−= ست كه ا 

2

n
n

x
∞

= − ∞

< ∞∑ 

1ضرب داخلي روي اين فضا براي  .باشد مي 0 1, , , ,...X x x x−= 1 و 0 1, , , ,...Y y y y−=  به صورت

 :شود ميزير تعريف 
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2, .n n
n

X Y x y
∞

= − ∞

〈 〉 = ∑


 

} ي دنباله :11-1-1 فتعري }nf  در[ ]2 ,L a b هب f  وقتي كه همگرا است اگرn →∞، 

2 0nf f− →


به طوري  وجود داشته باشد، Nعدد صحيح  ،دلخواه مثبت  εبراي هر ،تر دقيقبه طور  .

nكه اگر N≥،2آن گاه  باشدnf f ε− <


. 

ه اغلب ك ،حال دو نوع همگرايي ديگر .شود ميناميده  "همگرايي در ميانگين "، 2Lگاهي اوقات همگرايي در 

 .كنيم ميا تعريف ر ،شوند ميبراي توابع استفاده 

 :12-1-1 فتعري

} ي دنباله -1 }nf  ي بازهروي  اي نقطهبه طور [ ],a b  همگرا بهf ،گر براي هر ا است[ ],t a b∈  هر و

0ε nبه طوري كه اگر  وجود داشته باشد؛ Nكوچك دلخواه عدد صحيح مثبت< N≥ گاهآن

( ) ( )nf t f t ε− <. 

} ي دنباله -2 }nf ي بازهه طور يكنواخت روي ب [ ],a b  همگرا بهf  ،اگر براي هر  استε مثبت 

Nعدد صحيح مثبت ،دلخواه nاگر  به طوري كه وجود داشته باشد؛  N≥ آن گاه براي هر

[ ],t a b∈  ، ( ) ( )nf t f t ε− <. 

در صورتي كه در  ؛بستگي ندارد tبستگي دارد و به نقطه  ε ي اندازهتنها به  Nدر همگرايي يكنواخت، 

 نيز بستگي داشته باشد. tبه نقطه   تواند مي  N، اي نقطههمگرايي 

⋅〉,فرض كنيد  :13-1-1 هقضي x,يك فضاي ضرب داخلي باشد، آنگاه براي هر  Vو  〈⋅ y V∈ : 

,به صورت  نامساوي شوارتز )الف || || || ||X Y X Y〈 〉 مستقل  Yو  Xفقط وقتي برقرار است كه  وست ا ≥

,خطي باشند. علاوه بر اين  || || || ||X Y X Y〈 〉  مضرب نامنفي از ديگري باشند. Yيا  Xگر و تنها اگر ا =

|| تنامساوي مثلثي به صور )ب || || || || ||X Y X Y+ ≤ است. علاوه بر اين تساوي برقرار است اگر و تنها  +

 مضرب نامنفي از ديگري باشند. Yيا  Xاگر 

 يك فضاي ضرب داخلي باشد، Vفرض كنيد  :14-1-1 فتعري
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, ر؛ اگشوند ميمتعامد گفته  Yو  Xبردارهاي  - 0X Y〈 〉 =. 

ie ،1,2,...,iگردايه بردارهاي  - N= ؛ اگر هر شوند مي، متعامد يكه گفتهie  ،طول واحد داشته باشد

1ie iو براي  = j≠، ie و je .بر هم عمود باشند 

عمود  2V يبر هر يك از بردارها 1V؛ اگر هر بردار در شوند ميمتعامد گفته  Vاز  2Vو  1Vدو زير فضاي  -

 باشند.

 .باشد ميكه متعامد يكه هستند،  V ي، يك پايه از بردارهاVيك پايه متعامد يكه يا دستگاه متعامد يكه براي  -

0V، كه با 0V  "متمم متعامد"باشد.  V يك زير فضاي ضرب داخلي 0V دفرض كني :15-1-1 فتعري شان ن ⊥

  عمودند. يعني 0V است كه بر Vبردارهاي مجموعه همه  شود ميداده 

{ }0 0; , 0, .V v V v w w V⊥ = ∈ 〈 〉 = ∀ ∈ 

T:يك تابع  Wو فضاي برداري  Vيك نگاشت خطي بين فضاي برداري  :16-1-1 فتعري V W→  است

 :كند ميكه در تساوي زير صدق 

( ) ( ) ( ); , , ,T v w T v T w v w Vα β α β α β+ = + ∈ ∀ ∈ 

} مثلاًداده شده  هاي پايهبا توجه به انتخاب  Tاز بعد متناهي باشند، اغلب  W و Vاگر  }1 2, ,..., nv v v  براي

V  و{ }1 2, ,..., mw w w  برايW  1. براي هر شود ميبا ماتريس نمايش آن مشخص j n≤ ≤ ،( )jT v 

1آن را بر حسب  توان مياست و بنابراين  W همتعلق ب 2, ,..., mw w w :بسط داد 

( )
1

m

j i j i
i

T v a w
=

=∑ 

iكه  ja ا اعداد مختلط هستند.ه 
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 برخي توابع و تبديلات 1-2

 تابع گاما 1-2-1

0Fلرياوي گاما تابعي كسر محاسبات دري اساس توابع ازي كي

1 ، Γ( 𝑧 ) ابع فاكتوريل ت ازي ميتعم تابع نيا. است

 .[17] كند ارياخت تواند مي راي حيصح ريغ يا مختلط مقدار هر كه است

تابع گاما به  :1- 2-1 فتعري

 :شود ميصورت زير تعريف 

) 1- 1( 

 

 تابع گاما به صورت زير است: هاي ويژگيبعضي از 

 

) 1- 2 (                                                                                       ( ) ( )1 ;x x x x +Γ + = Γ ∈)1 

) 1- 3 (                                                                                              ( ) ( )1 !;x x xΓ = − ∈)2                                                 

) 1- 4 (                                                                                                                                       ( )1 1Γ =)3 

) 1- 5  (                                                                                                                           ( )1/ 2 πΓ =)4 

) 1- 6 (                                                                                                     
( ) ( )1

sin( )
x x

x
π
π

Γ Γ − =)5 

)                  )(تابع گاماي ناتمام                                            )  7 -1 ( ) ( )
1

0
* ,

x txx e t d t
α

αγ α
α

−
− −=

Γ ∫)6 

                                                           
١ Euler  

( ) 1

0
;t xx e t d t x

∞ − − +Γ = ∈∫ 
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 ) 1- 8  (                                                                       
( ) ( )0

* , .
1

k
x

k

xx e
k

γ α
α

∞
−

=

=
Γ + +∑ )7     

 

 تابع داي گاما 1-2-2

0xبراي هر  :2-2-1 فتعري  :[17] شود ميتابع داي گاما به صورت زير تعريف   <

( ) ( ) ( )
( )

ln
D x

x D x
x

Γ
Ψ = Γ =

Γ
 

 نماد مشتق است. Dكه

 تابع داي گاما عبارتند از: هاي ويژگيتعدادي از 

( )1 γΨ = − )1 

 ثابت اويلر است. γكه در آن 

( ) ( ) 11x x
x

Ψ + = Ψ + )2 

) 1- 9 (         ( ) ( )
( ) ( ) ( )

11 1

0
(1 ) ln ; , 0.x x x dx

β
α α β

α α β α β
α β

−
− Γ Γ

− = Ψ −Ψ + >  Γ +∫ )3 

 تابع بتا 1-2-3

 : [10] شود ميتابع بتا به صورت زير تعريف  :3 –2-1 فتعري

 

) 1- 10 ( 

 به صورت تركيبي از توابع گاما نيز بيان شود: تواند ميتابع بتا 

 )1- 11 ( 

( ) ( )
11 1

0
, 1 ; ,

y
xB x y t t d t x y

−
− += − ∈∫ 

( ) ( ) ( )
( )

, ; ,
x y

B x y x y
x y

+Γ Γ
= ∈

Γ +

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 Mittag- Lefflerتابع  1-2-4

1Fلفلر -ميتاق م. به وسيله رياضيدان سوئدي، گستا. Mittag- Lefflerتابع  

معرفي شد. اين تابع  1903در سال  1

 است و نقش مهمي در محاسبات كسري دارد.  xeتعميمي از تابع نمايي 

 :شود مياين تابع با يك و دو پارامتر به صورت زير ارائه  :4-2- 1 فتعري

) 1- 12      (                       
( ) ( )0

; 0,
1

k

k

xE x
kα α

α

∞

=

= >
Γ +∑

      
 

 
( ) ( ),

0
; , 0.

k

k

xE x
kα β α β

α β

∞

=

= >
Γ +∑ 

 مراجعه كنيد. [14] براي به دست آوردن اطلاعات بيشتر به

 تبديل لاپلاس 1-2-5

)فرض كنيد تابع  :5-2-1 فتعري )f t  در فاصله[ تعريف شده باشد. اگر انتگرال مجازي  ∞,0(

( )
0

t se f t dt
∞ )و موجود  ∫− )

0
lim t s

b
e f t d t

∞ −

→∞
<  sكه تابعي بر حسب  اين انتگرالمقدار  باشد، ∫∞

)را تبديل لاپلاس  ،است )f t  گوييم و با( )F s  يا( )L f t    33[ . بنابراين داريمدهيم مينشان[: 

 ) 1- 13                                         (( ) ( ) ( )
0

.t sF s L f t e f t d t
∞ −= =   ∫ 

 باشد، يعني  F رموجود و براب fتابع فرض كنيد تبديل لاپلاس  :6-2-1تعريف 

( ) ( )L f t F s=   

 :نويسند ميو  نامند مي Fتبديل معكوس را  f اين صورتدر  

( ) ( )1f t L F s−=    

 .]33[ عملگر وارون تبديل لاپلاس است −1L نكه در آ

                                                           
١Gosta M.Mittag-Leffler 


