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چ΋یده

متفاوت کلاسهای به جدیداً م�ͳباشد. مشتق�پذیری مفهوم جبرها با ارتباط در توجه مورد موضوعات از ͳ΋ی

نگاشت هر که م�ͳدانیم است. شده پرداخته زیاد ثابت نقاط در مشتق و جردن مشتقات مانند مشتقات این

مندی�های علاقه� از ͳ΋ی است. مشتق�پذیر ͳطبیع طور به نیز نقطه هر در همچنین و جردن مشتق مشتق،

Έی ͳشرایط چه تحت ͳیعن است، مطلب این عکس ͳبررس آنالیز و جبر شاخه�های در بخصوص ریاض�ͳدانان

این در که ͳدانان�ͳریاض جمله از است. مشتق نگاشت Έی ثابت ͳنقاط در مشتق�پذیر نگاشت یا جردن مشتق

دیΎر ͳچین ریاض�ͳدان چند و هو٣ چوان جین پان٢، زدونگ ١ͳل کوی جیان به م�ͳتوان کرده�اند کار زمینه

به که ͳشرایط ͳبررس و ثابت نقاط مشتق��پذیردر نگاشتهای به پرداختن هدف پایان�نامه این در کرد. اشاره

م�ͳباشد. م�ͳشوند تبدیل مشتق نگاشتهای و جردن مشتقات

جردن مشتق - مشتق نگاشت - عملΎرها جبر - هیلبرت فضای - باناخ فضای کلماتکلیدی:
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Zhidong pan٢

Jinchuan Hou٣
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پیشΎفتار

با آنها ارتباط و جردن مشتقات ثابت، نقاط در مشتق�پذیر نگاشت�های ͳبررس ͳاصل هدف پایان�نامه این در

مشتق هر دو، مشخصه با اول حلقه هر روی که کرد ثابت ۴ هراشتاین بار اولین برای م�ͳباشد. مشتق نگاشت

دادند. تعمیم را موضوع این بریسار۵ مانند ͳدانان�ͳریاض آن از بعد و است. مشتق نگاشت Έی جردن

وقضایای تعاریف مرور به شده تنظیم ١و٢۶و٢٨و٢٩و٣٠ منابع به توجه با و بخش شش در که اول فصل در

به��طور که دیΎر منابع است. شده تنظیم و[٢] [١] منبع براساس دوم فصل م�ͳپر��دازیم. دوم فصل در نیاز مورد

است. شده داده ارجاع خود جای در نیز شده استفاده فصل این مطالب در مستقیم

و ی΋دار جبر زیر هر برای ادامه در م�ͳپردازیم. جبری جردن مشتقات از مطالبی اثبات به ابتدا فصل این در

B(X) در A به متعلق Cاگر م�ͳشود داده نشان ،X باناخ فضای روی عملΎرهای از متش΋ل A از بسته نرم

X در A به متعلق Rank(١) با عملΎرها برد از ͳخط شده تولید فضای و باشد داشته راست معکوس

بخصوص مشتق�اند. نگاشت�های همان B(X) به A از �C در مشتق�پذیر نگاشت�های تنها آنگاه باشد، فشرده

- J و توزیع�پذیر کاملا̈ فضایی زیر مشب΋ه�های همچنین و B(X) از بسته نرم و ی΋دار جبرهای برای نتیجه

است. برقرار زیر�فضایی مشب΋ه�های

نگاشت Έی B(X) به جبرهایی چنین از جردن، هرمشتق که شود ͳم داده نشان بالا مطالب کاربرد در

مشتق هر که م�ͳشود داده نشان ،X باناخ فضای روی بازتابی ازجبرهای ͳبزرگ کلاس برای است. مشتق
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مشخص است مشتق�پذیر A از C ثابت نقطه هر در که کرانداری ͳخط نگاشت وسیله به م�ͳتواند ͳداخل

Έی A اگر که م�ͳشود داده نشان همچنین باشد. راست معکوس دارای B(X) در C که ͳشرط به گردد،

بعد با زیرجبرها -C∗از صعودی ای دنباله اجتماع B(بستار ͳمتناه تقریباَ -جبر C∗ Έی از زیرجبرمتعارف

Έی M به�توی A از کراندار ͳموضع هرمشتق آنگاه باشد، ی΋دار باناخ مدول A-دو Έی M و (ͳمتناه

Έی باشد، مشتق�پذیر ( ی΋ه ) I در که B به A از کراندار ͳخط هرنگاشت به�علاوه است. مشتق نگاشت

ثابت نقطه در مشتق�پذیری ارتباط به است شده تنظیم [٢] منبع اساس بر که قضیه�ای در است. مشتق نگاشت

است. شده پرداخته باناخ جبرهای روی جردن مشتق و

ث



١ فصل

پیش�نیازها و مقدمات

منابع اساس بر تعاریف این است. شده آورده بعد فصل در نیاز مورد نمادهای و قضایا تعاریف، فصل این در

آورده آنها مختص نمادهای نیز خاص مجموعه�های برای همچنین است. شده تنظیم [١،٢۶،٢٨،٢٩،٣٠]

گرفته��ایم. نظر در C مختلط اعداد میدان روی را عملΎرها فضای نامه پایان این در است. شده

باناخ فضاهای ١.١

اس΋الر. وضرب + جم΄ عمل دو گاه هر گوییم F میدان روی برداری فضای Έی را V مجموعه تعریف١.

باشیم داشته α, λ ∈ F و x, y, z ∈ V هر برای بطوری�که شوند تعریف آن روی

α.x ∈ V و x + y ∈ V .١

(x + y) + z = x + (y + z) .٢

x + y = y + x .٣

x + ٠ = x طوری�که به� باشد داشته وجود گوییم صفر بردار را آن که ٠ ∈ V ی΋تای عضو .۴

x + (−x) = ٠ طوری�که به� باشد موجود V در −x ی΋تای عضو x ∈ V هر برای .۵

١ · x = x · ١ = x .۶

١



α.(x + y) = α.x + α.y .٧

(α + λ).x = α.x + λ.x .٨

(αλ).x = α(λ.x) .٩

Mm×n باشد. مختلط) ) ͳحقیق درایه�های با m×n ماتریسهای مجموعه Mm×n کنیم فرض مثال١.١.

است. (مختلط) ͳحقیق اعداد میدان روی برداری فضای Έی اس΋الر ضرب و ͳماتریس جم΄ با

عبارت T : V → W ͳخط باشند،عملΎر F میدان روی برداری فضاهای W و V کنیم فرض تعریف٢.

باشیم داشته α ∈ F اس΋الر و V به متعلق x, y هر برای طوری�که به نگاشت Έی از است

T (x + y) = T (x) + T (y)

T (αx) = αT (x)

آنگاه باشد، ͳخط عملΎر Έی T : V → W اگر

Ker(T ) = {x ∈ V : T (x) = ٠}

Ran(T ) = {T (x) ∈ W : x ∈ V }

ͳخط عملΎرهای از ͳبدیه مثالهای باشند. F میدان روی برداری فضاهای W و V ١-اگر .٢.١ مثال

هستند. f(x) = x ͳهمان نگاشت V = W که ͳحالت در و ،f(x) = ٠ صفر ثابت نگاشت

. است ͳخط نگاشت Έی f(x, y) = (x + y, x − y, y) ضابطه با f : R٢ −→ R٣ ٢-نگاشت

از ͳخط نگاشتهای مجموعه L(V, W ) و F میدان روی برداری فضاهای V,W کنیم فرض .٣.١ مثال

و f + g : V −→ W نگاشتهای λ ∈ F و f, g ∈ L(V, W ) نگاشت دو هر برای باشد. W به V

م�ͳکنیم تعریف زیر ضابطه�های رابا λf : V −→ W

(f + g)(x) = f(x) + g(x) : ∀x ∈ V

(λf)(x) = λf(x) : ∀x ∈ V

است. برداری فضای Έی شده�، تعریف وضرب جم΄ با L(V,W ) که دید توان ͳم ͳبراحت

٢



زیر Έرای W مجموعه ،W ⊆ V و باشد F میدان روی بر�داری فضای Έی V کنیم فرض .٣ تعریف

باشد. F میدان روی برداری فضای Έی ،V روی اعمال همان با W گاه هر گویند V برداری فضای

باشیم داشته λ ∈ F و x, y ∈ W هر برای اگر تنها و اگر است برداری فضای زیر W ⊆ V .١.١ قضیه

λx + y ∈ W

شود. مراجعه دوم فصل [٣٠] مرج΄ به اثبات:

است. V برداری زیر�فضای Έی W وضوح به W = {(x,٠) : x ∈ R} و V = R٢ فرض .۴.١ مثال

نمایش Span(A) با را A توسط شده تولید ͳخط فضای زیر ،A ⊆ V و برداری فضای Έی V اگر

از است عبارت که دهیم. ͳم

Span(A) = {
∑n

i=١ λixi : λi ∈ F, xi ∈ A, n ∈ N}

به متعلق {x١, x٢, ...xn} بردارهای مجموعه . باشد F میدان روی برداری یΈفضای V فرض تعریف۴.

λ١x١+λ٢x٢+...+λnxn = ٠ تساوی از λ١, λ٢, ..., λn ∈ F هر برای گاه هر گوییم ͳخط مستقل را V

بود. خواهد ͳخط وابسته فوق مجموعه صورت این غیر در .λi = ٠ : i = ١,٢, ..., n که بΎیریم نتیجه

هرگاه گوییم V برای پایه Έرای V برداری فضای از A ͳخط مستقل مجموعه زیر تعریف۵.

Span(A) = V

(کاردینال)١ ͳاصل عدد برداری فضای Έی دلخواه پایه دو هر دارد. پایه Έی V مانند برداری فضای هر

دارای V اگر میدهیم. نشان dimV رابا آن و نامیم، ͳم برداری فضای بعد را ͳاصل عدد این دارند. برابر

.dimV = N حالت این در م�ͳنامیم. رامتناه�ͳالبعد V آنگاه باشد، عضو N با پایه Έی

بردارهای گیریم، ͳم نظر در R میدان روی برداری فضای عنوان رابه Rn مجموعه .۵.١ مثال

ei = (٠, ...,٠,١,٠, ...,٠)

Cardinal١

٣



ͳخط مستقل {e١, e٢, ..., en} مجموعه م�ͳگیریم. نظر در را دارد قرار ام i مولفه در آن در Έی عنصر که را

.dim(Rn) = n صورت این در م�ͳدهد. Rn برای پایه Έی تش΋یل و

تاست. n ͳخط مستقل بردارهای تعداد حداکثر بعدی، n برداری فضای Έی در .۶ گزاره

گردد. مراجعه دوم فصل [٣٠] مرج΄ به اثبات:

به�صورت است ͳتابع نرم٢ Έی باشد، F میدان روی برداری فضای Έی V کنیم فرض تعریف٧.

باشد زیر شرایط دارای به�طوری΋ه ∥.∥ : V −→ [٠,∞)

.x = ٠ اگر تنها و اگر ∥x∥ = ٠ و ∥x∥ > ٠ ،x ∈ V هر برای .١

.∥αx∥ = |α|∥x∥ ،α ∈ F و x ∈ V هر برای .٢

(ͳمثلث (نامساوی ∥x + y∥ 6 ∥x∥ + ∥y∥ ،x, y ∈ V هر برای .٣

م�ͳگویند. نرم شبه Έی فوق تابع به نباشد برقرار x = ٠ آنگاه ∥x∥ = ٠ شرط اگر .٨ توجه

فضای آنگاه باشد، V روی دلخواه نرم Έی ، ∥.∥ و F میدان روی برداری فضای Έی V اگر تعریف٩.

م�ͳدهیم. نمایش (V, ∥.∥) با را آن� و گویند نرم�دار فضای Έی را V برداری

م�ͳگیریم. نظر در مختلط اعداد میدان روی را برداری فضاهای همه ادامه در

باشد موجود x ∈ V هرگاه گوییم همΎرا V دار نرم برداری فضای در را lbracexn} دنباله تعریف١٠.

limn→∞ ∥ xn − x ∥= ٠ طوری�که: به�

به� باشد موجود N = N(ε) مانند صحیح عدد Έی ε > ٠ هر اگربرای گوییم ͳکوش را {xn} دنباله

باشیم داشته m, n ≥ N هر برای طوری�که

∥ xm − xn ∥< ε

٣ فضایباناخ را آن و گوییم کامل باشد همΎرا آن در ͳکوش دنباله هر که را داری نرم فضای تعریف١١.

م�ͳنامیم.

Norm٢

Banach٣
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که بطوری باشد x = (x١, x٢, ...) ͳحقیق های دنباله همه گردایه l١ کنیم فرض .۶.١ مثال

∑∞
n=١ | xn |< ∞

جبری اعمال با همراه l١

x + y = (x١ + y١, x٢ + y٢, ...), αx = (αx١, αx٢, ...)

این .در ∥x∥١ =
∑∞

n=١ | xn | کنیم تعریف x ∈ l١ هر برای اگر این بر علاوه است. برداری فضای Έی

است. باناخ فضای Έی l١ که دهیم ͳم نشان اکنون است. l١ روی نرم Έی ∥.∥١ صورت

صحیح عدد Έی ε > ٠ هر ازای به ͳیعن باشد. l١ در ͳکوش ای دنباله {xn} کنیم فرض منظور، این برای

در .∥xn − xm∥١ < ε باشیم: داشته m,n > N هر برای که بطوری دارد وجود N = N(ε) مانند

کنیم فرض n هر ازای به .∥xn∥١ ≤ M ،n هر ازای به که بطوری دارد وجود M > ٠ مانند عددی نتیجه،

های نابرابری از m,n ≥ N هر ازای به .xn = (xn
١, x

n
٢, ...)

| xn
i − xm

i |≤
∑∞

i=١ | xn
i − xm

i |=∥ xn − xm ∥١< ε

i هر ازای به است. ͳکوش ای دنباله {xn
i } ͳحقیق اعداد ،دنباله�ی i اندیس هر ازای به که شود ͳم نتیجه

داریم p هر و n ≥ N هر ازای به چون .xi = limn→∞ xn
i کنیم فرض

p∑
i=١

| xi | ≤
p∑

i=١

| xi − xn
i | +

p∑
i=١

| xn
i |

≤
p∑

i=١

| xi − xn
i | + ∥ xn ∥١

= lim
m→∞

(

p∑
i=١

| xm
i − xn

i |)+ ∥ xn ∥١≤ ε + M < ∞

آنگاه ،m,n ≥ N اگر اینکه به توجه با x.همچنین = (x١, x٢, ...) ∈ l١ پس

∑p
i=١ | xn

i − xm
i |≤∥ xn − xm ∥١< ε

داشت خواهیم n > N و p هر ازای به

∑p
i=١ | xi − xn

i |= limm→∞(
∑p

i=١ | xm
i − xn

i |) ≤ ε

x به lدر١ {xn} دنباله رو، این واز است برقرار ∥ x − xn ∥١< ε نابرابری n > N هر ازای به بنابراین

است. باناخ فضای Έی l١ ͳیعن همΎراست،

۵



۴ هیلبرت فضاهای ٢.١

را مختلط متغیر ازدو ≺ ., . ≻: V × V → C تابع باشد، مختلط برداری فضای Έی V اگر تعریف١٢.

گاه هر م�ͳنامیم V بر ۵ͳداخل ضرب Έی

α, β مختلط هردوعدد و x, y, z ∈ V هر ازای به ͳیعن باشد ͳخط اول متغیر به نسبت ≺ ., . ≻ .١

≺ αx + βy, z ≻= α ≺ x, z ≻ +β ≺ y, z ≻ باشیم داشته

≺ x, y ≻= ≺ y, x ≻، x, y ∈ V هر ازای به .٢

x = ٠ اگر وتنها اگر ≺ x, x ≻= ٠ و ≺ x, x ≻≥ ٠ باشیم داشته x ∈ V هر ازای به .٣

V روی نرم Έی ∥ x ∥=≺ x, x ≻ ١
٢ بطه را آنگاه باشد، ͳداخل ضرب با فضایی V اگر .٢.١ قضیه

. م�ͳنامیم ͳداخل ضرب وسیله به القایی نرم را آن م�ͳکند.که تعریف

گردد. مراجعه [٢٩] یا [٢۶] مرج΄ به اثبات:

با همراه C مختلط اعداد میدان روی H برداری فضای Έی از است عبارت هیلبرت فضای تعریف١٣.

باشد. کامل خود ͳداخل ضرب توسط شده القا نرم تحت که طوری به ͳداخل ضرب Έی

است. هیلبرت فضای Έی زیر در شده تعریف ͳداخل ضرب با هراه Cn فضای .٧.١ مثال

⟨h, g⟩ =
∑n

i=١ higi : ∀h = (h١, h٢, ..., hn), g = (g١, g٢, ..., gn) ∈ Cn

که ،بطوری H = L([٠,١])٢ اگر .٨.١ مثال

L([٠,١])٢ = {f : f پذیر اندازه | (
∫ ١
٠ | f |٢ dx)

١
٢ < ∞}

است. هیلبرت فضای Έی زیر ͳداخل ضرب توسط شده القا نرم با همراه H صورت این در

⟨f, g⟩ =
∫ ١
٠ f(x)g(x)dx

∥ f ∥= ⟨f, f⟩ ١
٢

Hilbert۴

Inner product۵

۶



عملΎر آنگاه H از بسته فضای زیر M باشد.و C میدان روی هیلبرت فضای Έی Hاگر .١۴ تعریف

Mگوییم روی H تصویرمتعامد می΋ند، نظیر را M از نقطه نزدی΋ترین H از نقطه هر به که P : H → M

دهیم. ͳم نشان PM با را آن و

ͳخط عملΎرهای (فضای L ∈ B(H) و آن فضای زیر M و باشد هیلبرت فضای Έی Hاگر تعریف١۵.

باشیم داشته گاه هر گوییم پایا L به نسبت را M )آنگاه Hبه Hاز وکراندار

L(M) ⊆ M

x ⊥ y م�ͳنویسیم و گوییم ۶ متعامد را x, y بردار دو آنگاه باشد، هیلبرت فضای Έی Hاگر تعریف١۶.

≺ x, y ≻= ٠ گاه هر

S⊥ = {h ∈ H : h ⊥ s : ∀s ∈ S} آنگاه ،S ⊆ H و باشد هیلبرت فضای Έی H اگر

که بطوری است W : H −→ H مانند عملΎری ͳجزئ ایزومتری Έی تعریف١٧.

∀h ∈ kerW⊥ :∥ Wh ∥=∥ h ∥

گویند. ثانویه فضای را R(W )، W برد و اولیه فضای را kerW⊥

را B ∈ B(K,H) A.عملΎر ∈ B(H, K) و باشند هیلبرت فضا�های K, H کنیم فرض .١٨ تعریف

باشیم داشته گاه هر گوییم A ،٧ ͳالحاق

< Ah, k >=< h, Bk >: ∀h ∈ H, ∀k ∈ K

دهیم. ͳم نشان A∗ با را آن و ی΋تاست B عملΎر

Έی دارای گاه هر ٨گوییم جدایی�پذیر Hرا باشد. هیلبرت فضای Έی H کنیم فرض .١٩ تعریف

باشد. شمارش�پذیر چΎال٩ زیرمجموعه

Orthogonal۶

Adjoint٧

Separable٨

Dense٩

٧



Έی زیر ͳداخل ضرب با همراه R٢ برداری فضای باشد. ͳحقیق اعداد مجموعه R کنیم فرض .٩.١ مثال

است هیلبرت فضای

∀(x١, x٢), (y١, y٢) ∈ R٢ :≺ (x١, x٢), (y١, y٢) ≻= x١x٢ + y١y٢

یΈفضای R٢ پس است. چΎال R٢ در و شمارش�پذیر Q×Q به�وضوح باشد، گویا اعداد مجموعه Q اگر

جدایی�پذیراست. هیلبرت

١٠ مدولها باناخ و باناخ جبرهای ٣.١

تعریف . : A×A → Aضرب برای بطوری΋ه است F میدان Aروی برداری فضای ،A جبر تعریف٢٠.

باشد زیر خواص دارای α ∈ F اس΋الر هر و x, y, z ∈ A هر ازای به و آن روی شده

(xy)z = x(yz) و xy ∈ A .١

x(y + z) = xy + xz .٢

(x + y)z = xz + yz .٣

α(xy) = (αx)y = x(αy) .۴

داشته x, y ∈ A هر وبرای بوده جبر Έی هرگاه گوییم نرم�دار جبر Έی را A نرم�دار فضای .٢١ تعریف

باشیم

∥ xy ∥≤∥ x ∥∥ y ∥

داشته x ∈ A هر برای طوری�که به باشد ١ مانند عضوی دارای گاه هر ی΋دارگوییم را A جبر تعریف٢٢.

باشیم

١x = x١ = x

xy = yx باشیم: داشته x, y ∈ A هر برای گاه هر گوییم تعویض�پذیر را A جبر همچنین

Module١٠

٨



م�ͳگوییم. باناخ جبر Έی را A کامل نرم�دار جبر تعریف٢٣.

صورت به وضرب جم΄ با B(X) صورت این در باشد. باناخ فضای Έی X کنیم فرض .١٠.١ مثال

است. ی΋دار باناخ جبر Έی نگاشتها ترکیب

عضوی هرگاه گوییم (چپ) راست وارون�پذیر را x ∈ A باشد، ی΋دار باناخ جبر Έی A اگر تعریف٢۴.

بطوری�که باشد داشته وجود م�ͳدهیم نشان x−١ با را آن که ،A به متعلق

xx−١ = ١ (x−١x = ١)

صورت در عنصر Έی وارون م�ͳشود. نامیده وارون�پذیر ، باشد راست و چپ پذیر وارون عضوی اگر

ی΋تاست. وجود

هرگاه گوییم، A از چپ آل ایده Έی را I ⊆ A مجموعه باشد. باناخ جبر Έی A کنیم فرض تعریف٢۵.

و باشد A جبر زیر Έی I

∀a ∈ A , x ∈ I : ax ∈ I

کرد. تعریف نیز را راست ایده�آل توان ͳم مشابه ش΋ل به

م�ͳشود تعریف زیر ش΋ل به A مرکز باشد. جبر Έی A فرض تعریف٢۶.

C(A) = {z ∈ A : zx = xz : ∀x ∈ A}

p٢ = p باشیم: داشته گاه هر گوییم توان خود را F میدان روی A جبر به متعلق p عنصر تعریف٢٧.

نیز ١ − p آنگاه باشد، توان خود p ∈ A باشد.اگر F میدان روی جبری΋دار Έی A کنیم فرض .٢٨ لم

است. توان خود

داریم باشدآنگاه توان خود P ∈ A فرض اثبات:

(١− p)٢ = ١− ١p − ١p + p٢

= ١− p − p + p

= ١− p

٩



(x−١)در آنگاه ∥x∥ < ١ طوری�که به ،x ∈ A و ١ ی΋ه عضو با ی΋دار باناخ AیΈجبر اگر .٣.١ قضیه

و است پذیر وارون A

(١− x)−١ =
∑∞

n=٠ xn

و ∥x∥ = r کنیم فرض بنابر�این است. وارون�پذیر ١ − x وبوضوح x = ٠ آنگاه ∥x∥ = ٠ اگر اثبات:

داشت خواهیم آنگاه sn =
∑n

k=٠(x)k : م�ͳدهیم قرار ،n < m برای ٠ < r < ١

∥sm − sn∥ = ∥
m∑

k=n+١

xk∥

≤
m∑

k=n+١

∥xk∥

≤
∞∑

k=n+١

∥x∥k

≤ ∥x∥n+١ + ∥x∥n+٢ + ∥x∥n+٣ + ...

= ∥x∥n+١)١+ ∥x∥ + ...)

=
rn+١

١− r

میل صفر سمت به کند ͳم میل نهایت بی سمت به n که ͳوقت آمده بدست مقدار پس ٠ < r < ١ چون و

همΎراست زیر مجموع به که است ͳکوش دنباله Έی sn بنابراین کرد. خواهد

a =
∑∞

k=٠ xk

داشت خواهیم n هر برای حال

snx =
∑n

k=٠ xk+١ = sn+١ − ١

بنابراین

lim
n→٠

snx = lim
n→∞

(sn+١ − ١)

=
∞∑

k=٠

xk − ١

١٠



رو این از

a(١− x) =
∞∑

k=٠

xk − ax

=
∞∑

k=٠

xk − (
∞∑

k=٠

xk)x

=
∞∑

k=٠

xk − lim
n→∞

snx

=
∞∑

k=٠

xk −
∞∑

k=٠

xk + ١

= ١

بنابراین (١− x)a = ١ داد نشان توان ͳم مشابه بطور

(١− x)−١ = a =
∑∞

k=٠ xk

رسد. ͳم پایان به قضیه اثبات ترتیب این به

آنگاه ∥١ − x∥ < ١ که بطوری x ∈ A و باشد ١ ی΋ه عضو با ی΋دار جبرباناخ Έی A اگر .١ نتیجه

و است وارون�پذیر A xدر

(x)−١ =
∑n

k=١)٠− x)k

گاه هر گوییم ١١ همسانریخت را B و A باشند. F میدان روی جبرهایی B و A کنیم فرض تعریف٢٩.

که بطوری باشد داشته وجود B به A از ϕ نگاشت

ϕ(a + b) = ϕ(a) + ϕ(b) : ∀a, b ∈ A

ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b) : ∀a, b ∈ A

گوییم. ١٢ ͳریخت΋ی را ϕ ، باشد پوشا و (Έی به Έی ایزومتری( ϕ اگر

Homeomorphism١١

Isomorphism١٢

١١



را T : A → B ͳخط عملΎر صورت این در باشند، نرمدار فضاهای B و A کنیم فرض .٣٠ تعریف

x ∈ A هر برای بطوری΋ه باشد موجود (ͳحقیق اعداد میدان F) C ∈ Fکه C > ٠ اگر گوییم کراندار

باشیم داشته

∥ T (x) ∥≤ C ∥ x ∥

x٠ در را T : A → B ͳرخطΎعمل آنگاه باشند C میدان روی نرمدار فضاهای B و A اگر تعریف٣١.

∥ x − x٠ ∥< δ اگر طوری�که به باشد موجود δ > ٠،ε > ٠ هر برای اگر گوییم پیوسته T دامنه به متعلق

∥ T (x) − T (x٠) ∥< ε آنگاه

آنگاه باشد ͳخط یΈعملΎر T : A → B و باشند C میدان روی نرمدار فضاهای B Aو اگر .۴.١ قضیه

ارزند هم زیر اح΋ام

است. Tکراندار .١

است. پیوسته صفر Tدر .٢

است. Tپیوسته .٣

داریم دنباله از عنصر هر برای T بودن کراندار به توجه با باشد A در دنباله�ای {xn}فرض ٢ ⇐ ١ اثبات:

∥ T (xn) ∥≤ C ∥ xn ∥

داریم بالا رابطه با lim ∥ xn ∥= ٠ رابطه کیب تر از xn −→ ٠ کنیم فرض حال

lim ∥ T (xn) ∥= ٠

است. پیوسته صفر در T ͳیعن واین

داریم دار نرم فضاهای در اینکه به باتوجه ٣ ⇐ ٢

lim(xn − x) = ٠ ⇔ lim xn = x

١٢



شود. ͳم نتیجه درنگ بی T ͳپیوستگ ∥ T (x) − T (y) ∥=∥ T (x − y) ∥ اینکه واز

هست A در {xn} مانند ای دنباله صورت این در ∥ T ∥= ∞ ͳیعن نباشد کراندار T کنیم فرض ١ ⇐ ٣

،n هر ازای به طوری�که به

∥ T (xn) ∥≥ n, ∥ (xn) ∥= ١

lim yn = ٠ مستلزم ∥ (yn) ∥= ١
n
رابطه که کنیم ͳم ملاحظه و yn = xn

n
دهیم ͳم قرار n هر ازای به حال

برقرار n هر ازای به که زیر نابرابری با این و (yn) = ٠ باید T ͳپیوستگ بر بنا صورت این در باشد. ͳم

دارد. مغایرت است

∥ T (yn) ∥= n−١ ∥ T (xn) ∥≥ ١

است. تمام قضیه اثبات و ∥ T ∥< ∞ ، بنابراین

نشان است مختلط یا ͳحقیق اعداد میدان F آن در که L(A, F) با را B Aبه از عملΎرها تمام مجموعه

خاص حالت (در م�ͳدهیم نشان B(A,B) با را B به A از کراندار عملΎرهای تمام مجموعه و م�ͳدهیم.

است نرمدار فضای Έی زیر نرم با م�ͳدهیم)که نشان B(A) با را B(A,A)

∥ T ∥= sup{∥ T (x) ∥ : ∥ x ∥= ١, x ∈ A}

نشان A∗ با را وآن گوییم A دوگان را B(A, C) باناخ فضای باشد نرمدار فضایی A اگر .٣٢ تعریف

را A∗ اعضای کراندارند. و ͳخط که است شده تش΋یل f : A → C مانند ͳتوابع تمام از ͳیعن م�ͳدهیم

م�ͳگوییم. کراندار ͳخط تابعک

به نیز را X دوم دوگان م�ͳتوان همچنین م�ͳدهیم. نشان X∗ رابا آن دوگان باشد باناخ فضای Έی X اگر

کرد. تعریف مشابه شیوه

م�ͳکنیم تعریف زیر ش΋ل به را x̂ : X∗ −→ C نگاشت باشد، C میدان روی باناخ فضای Έی X اگر

x̂(f) = f(x) : ∀f ∈ X∗

بین ایزومتری Έی x −→ x̂ نگاشت .x̂ ∈ X∗∗ به�وضوح باشد، ( X∗ (دوگان X دوم دوگان X∗∗ اگر

م�ͳگویند. ͳطبیع نگاشت Έی را آن که است X∗∗و X فضاهای

١٣



باشد. پوشا x −→ x̂ نگاشت ͳیعن .X ∼= X∗∗ گاه هر گوییم بازتابی را X باناخ فضای تعریف٣٣.

اگر باشد. آن از ͳخط فضای زیر Έی A و باناخ فضای Έی X کنیم فرض باناخ١٣: هان .۵.١ قضیه

که بطوری دارد وجود X روی ρ کراندار ͳخط تابعک آنگاه باشد، A روی کراندار ͳخط تابعک Έی ρ٠

ρ٠ مانند کراندار ͳخط هرتابعک برای دیΎر عبارت به .∥ρ∥ = ∥ρ٠∥ داریم X روی و ρ = ρ٠ ،A روی

دارد. وجود X به ρ مانند ͳتوسیع ،A ͳخط فضای زیر روی

مانند صفر غیر جمله�ای چند Έی در اگر گوییم راجبری x ∈ A عنصر باشد، جبر Έی A اگر تعریف٣۴.

کند. صدق F در ضرایب با P (t)

Έی با ای جمله چند هر گاه هر گوییم جبری بسته میدان Έی را آن باشد، میدان Έی F اگر تعریف٣۵.

به نم�ͳتوان را جبری بسته میدان Έی باشد. داشته ریشه آن در F در ضرایب با و ١ درجه حداقل با و متغیر

داد. توسعه بزرگتر میدان�های

جمله چند مثال برای نیست. جبری بسته میدان R بوضوح باشد، ͳحقیق اعداد میدان R فرض مثال١١.١.

کند. ͳنم اختیار R در را خود های ریشه x٢ + ١ ای

خود های ریشه آن در ای جمله چند هر چون است جبری بسته میدان C باشد، مختلط اعداد میدان C فرض

کند. ͳم اختیار را

مدولها باناخ

که ها، حلقه و برداری فضاهای ،ͳآبل گروههای هستند. مدول�ها جبری ساختارهای مهمترین از ͳ΋ی

م�ͳگیرند. جای مدول�ها قالب در ͳΎهم هستند آشنا جبری ساختارهای

با همراه را M باشد. F روی برداری فضایی M و F میدان جبرروی Έی A کنیم فرض تعریف٣۶.

اگر م�ͳنامیم چپ -مدول A . : A×M → M اس΋الر ضرب

a(x + y) = ax + ay،a مثل A از عضو هر و x, y مثل M از عضو دو هر برای .١

(a + b)x = ax + bx ، a, b مثل A از عضو دو هر و x مثل M از عضو هر برای .٢

Hahn banach١٣

١۴



(ab)x = a(bx) ، a, b مثل A از عضو دو هر و x مثل M از عضو هر برای .٣

(λa)m = a(λm) = λ(am) باشیم داشته λ ∈ F, a ∈ A ,m ∈ M هر ازای به .۴

ͳان΋ی چپ مدول -A را M آنگاه ١x = x ،x ∈ Mهر ازای به و باشد ١ ی΋ه با ی΋دار جبر Έی A اگر

م�ͳنامیم.

کنیم. تعریف نیز را (ͳان΋ی) راست -مدول A م�ͳتوانیم (ͳان΋ی چپ( -مدول A تعریف مانند تذکر:

A-مدول وهم باشد (ͳان΋ی) راست A-مدول هم گاه هر گوییم، (ͳان΋ی) مدول A-دو یا مدول -A Mرا

.(ͳان΋ی)چپ

باشد، آن از زیرجبری A و X به X از کراندار ͳخط عملΎرهای فضای B(X) کنیم فرض .١٢.١ مثال

همان B(X) در A ضرب عمل آن در که گرفت نظر در مدول A-دو Έی عنوان به را B(X) توان ͳم

داریم S ∈ B(X) هر و T ∈ A هر برای ͳیعن م�ͳباشد، ͳخط نگاشت دو ترکیب

T.S(x) = T ◦ S(x) = T (S(x)) : ∀x ∈ X

-مدول A Έی M آنگاه باشد دار نرم برداری فضای Έی M و نرمدار جبر Έی A گاه هر تعریف٣٧.

a ∈ A هر برای طوری�که به باشد موجود k > ٠ و باشد چپ -مدول AΈیM گاه هر است نرمدار چپ

باشیم داشته ،m ∈ M هر و

∥ am ∥≤ k ∥ a ∥∥ m ∥

و a ∈ A هر برای بطوری�که باشد موجود k > ٠ گاه هر گوییم نرمدار راست A-مدول را M همچنین و

باشیم داشته ،m ∈ M هر

∥ ma ∥≤ k ∥ m ∥∥ a ∥

باشد. نرمدار راست A-مدول هم و نرمدار چپ A-مدول هم گاه هر م�ͳنامیم نرمدار مدول A-دو Mرا

باناخ فضاهای دو هر Mو Aگاه هر گوییم مدول -دو A راباناخ Mنرمدار مدول -دو A .٣٨ تعریف

باشند.
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