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‖f‖2 =
( ∫ b

a
|f(x)|2dx

)1/2 (ii)

‖f‖∞ = sup |f(x)| (iii)

�∫ b

a
|f(x)|pdx < ∞ � %"	� '� pL� ��j� 6��
��� 'R-R� Q���� ��* /�	" C1 ≤ p < ∞ 3��� CLp[a, b] ����

��" '� ���F� ��+ 4��[ �� �: B�� � J�� ��� B�� 3	\A O� 	\A ���

‖f‖p =
( ∫ b

a

|f(x)|pdx
)1/p

.

�%0��2 3g��� 3	\A ���: %"	� p = 2 �2�

�%"	� ��
�* X 3	\A 3�� '"� �� �	L�� �* 5	2 �* C%0��2 y	�	� 3	\A O� �� X ��� B�� 3����� 3	\A x�����

���" '� 5%-�	� pKB�� �	k�&� �� ‖.‖p � J�� � y	�	� 3	\A O� Lp[a, b] � J�� � z �	�	"

��	L�� 5	2 �* J���
�* x �� X ��∑∞
n=1 xn -P�2 C%"	� X ��� B�� 3	\A �� 3� ��	L�� {xn}∞n=1 �2� x�����

�limk→∞
∑k

j=1 xj = x '0F� C%"	� ��
�* x �� sk =
∑k

j=1 xj

�%"	� ��
�*∑∞
n=1 ‖xn‖ 5	2 �* %0��2 {8�� 3��
�* X �� ��∑∞

n=1 xn 3�� x�����

� x, y, z ∈ X �* 3�+	� 5	2 �* -P�2 '8&�� Y�Z O� X × X 3�� �� <, > `I8�v� 	� 'R-R�a Q�	� x�����

%"	� ��+ e��& 3���� α, β ∈ C

< αx + βy, z >= α < x, z > +β < y, z > K���

< x, y > =< y, x > KY

< x, x > ≥ 0 K|

�x = 0 �2� IRA� �2� < x, x >= 0 K�

���" '� ��,2 '8&�� Y�Z 3	\A O� '8&�� Y�Z O� 5���* �� X '�& 3	\A x�����

Banach space �

b



Y�Z 3	\A I��� 5%" %-��� B�� 4��[ ��� �� C%"	� '8&�� Y�Z 3	\A O� X � %-0 }�A x�����

C��" '� ���F� ��+ 4��[ �� � %0��2 'P	R�� B�� O� �� '8&��

∀x ∈ X, ‖x‖ =
√

< x, x >.

���� X '8&�� Y�Z 3	\A �� y, x �* 3��� K����� !" �! � ���#���$ %��&

| < x, y > |2 ≤ < x, x >< y, y > .

�����	0� �‖x − βy‖ ≥ 0 Cβ ∈ C �* 3�+	� C���� 	*B�� J-[	& ��	0� K'�()�

‖x − βy‖2 =< x − βy, x − βy >=< x, x > −β < x, y > −β < y, x > +β2 < y, y >

5	
�: Cβ = <x,y>
‖y‖2 -*� ���( �2� 6	�

‖x − βy‖2 = ‖x‖2 − | < x, y > |2
‖y‖2

− | < x, y > |2
‖y‖2

+
| < x, y > |2

‖y‖2

�����	0�

‖x − βy‖2 =
‖x‖2‖y‖2 − | < x, y > |2

‖y‖2
≥ 0

�| < x, y > |2 ≤ < x, x >< y, y > ��" '� �9-�� �j�

���� x, y ∈ X �* 3��� 5	
�: %"	� '8&�� Y�Z 3	\A O� X -0 }�A x%��&

| < x, y > | ≤ ‖x‖‖y‖ `$����"K '"� 3�	��	�a K���

‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ `'S8S� 3�	��	�a KY

‖x + y‖2 + ‖x − y‖2 = 2
(‖x‖2 + ‖y‖2

) `GmZE� 3+���� ���	(a ~ |

���F� �2� Cx ∈ X �* 3�+	� w(x) > 0 � f, g ∈ X �* Ǳ�+	� 4��[ ��� �� C%"	� X = C[a, b] %-0 }�A ~*�+�

-0 

c



< f, g >=
∫ b

a

w(x)f(x)g(x)dx,

5�m) �� � %"	� '� ���� �� '8&�� Y�Z /[	� e��& B	�� t�A ���F� � ��" '� 5��� �	?� '2�	� �� 5	
�:

‖f‖2 =< f, f >=
∫ b

a

w(x)f2(x)dx.

I��� 5%" %-��� B�� �� JL�� X 5	2 �* -��2 � 4�L8-* 3	\A O� �� X '8&�� Y�\8[	� 3	\A x�����

�%"	� y	�	� 3	\A O� (‖x‖ =
√

< x, x >) '8&�� Y�Z

J�� � %�	F�� y �� x -P�2 4��[ ��� �� C%0"	� X '8&�� Y�Z 3	\A �� ����� �� y � x -0 }�A x�����

5	2 �*

< x, y >= 0,

�� �� A⊥ �)��9� 5	
�: A ⊂ X �i�	01 � x ⊥ y -���� '� 4��[ ��� �� C%0"	� %�	F�� y � x ����� �� �2� �

-0 '� ���F� ��+ 4��[

A⊥ =
{

x ∈ X |∀y ∈ A, < x, y >= 0
}
.

�2� J�� %�	F�� �)��9� O� A 4��[ ��� �� C%"	� A ⊂ X � '8&�� Y�Z 3	\A O� X -0 }�A x�����

�x ⊥ y Cx �= y � x, y ∈ A �* 3�+� ��

����� �� '2M�� ��� � J�� 3����� 	�0� � J�� %�	F�� X �\) 3	*����� ��* �� �,[ �����

�‖x‖ = 1 Cx ∈ A �* 3�+� �� � %"	� %�	F�� A 5	2 �* -P�2 � `�!�a 6	��� %�	F�� �� A ⊂ X �)��9� x�����

3��8�; %01 Pn(x) �: �� � J�� �!� %�	F�� �)��9� O�
{

2n+1
2 Pn(x)

}
CL2[−1, 1] 3	\A �� K*�+�

�%0"	� '� �%��M� %�	F��

�-*� '� w-Z�� /�	 ��7 �� B�� /kA �� �� �%��M� %�	F�� 3	*3��8�; %01

Hilbert space �

Orthogonal �

Orthonormal set �

d



� x, y ∈ A �* 3�+� �� 4��[ ��� �� C%"	� X '8&�� Y�Z 3	\A +� �!� %�	F�� �� )��9� O� A �2� x%��&

�‖x − y‖ =
√

2 ���� x �= y

���� x, y ∈ A �* 3�+� �� ~'�()�

‖x − y‖2
2 =< x − y, x − y >

=< x, x > − < x, y > − < y, x > + < y, y >

= ‖x‖2 + ‖y‖2 = 2,

�j�

‖x − y‖2 =
√

2.

�0 /∈ A 5	
�: C%"	� �!� %�	F�� ��)��9� O� A �2� x%,�-�

�[Wd] J�� '�& /R��� '8&�� Y�Z 3	\A O� +� �!� %�	F�� ��)��9� ��+ �* x%��&

�� JL�� �-A�7 '8&�� Y�Z 6	�)� 	� 6	� �∑x∈A cxx = 0 � %"	� �!� %�	F�� �)��9� O� A }�A ~'�()�

���� y ∈ A

0 =<
∑
x∈A

cxx, y >=
∑
x∈A

cx < x, y >= cy‖y‖2,

�9-�� ��

∀y ∈ A, cy = 0.

��� �� �%"	� y ∈ X � X +� �!� %�	F�� �� )��9� ��+ O� A � '8&�� Y�Z 3	\A O� X -0 }�A x�����

�%0��2 ����A >���Z �� 	* < x, y > � -P�2 '� y �.	0�� � ����A 3�� �� C∑x∈A < x, y > x 3�� 4��[

���� y = f ∈ X �* 3�+	� 5	
�: CA =
{ sin(nπx)

π

}∞
n=1

⋃{ cos(nπx)
π

}∞
n=1

� X = L2[−π, π] %-0 }�A ~ *�+�

∑
x∈A

< x, y > x = a0 +
∞∑

n=1

(
ancos(nπx) + bnsin(nπx)

)
,

Fourier series �

f



�: �� � 

an =
1
π

∫ π

−π

f(x)cos(nπx)dx, bn =
1
π

∫ π

−π

f(x)sin(nπx)dx.

�* 3�+	 � 5	
 �: A =
{

Pn(x)
2

2n+1
| 6	�� � �%��M � 3	*3��8�; %01 Pn(x)

}
� X = L2[−1, 1] %-0 }�A ~ *�+�

J�� ��+ 4��[ �� f ����A 3�� Cf ∈ L2[−1, 1]

∑
x∈A

< f, x > x =
∞∑

n=0

anPn(x),

�: �� � 

< f, x >= an =
2n + 1

2

∫ 1

−1

f(t)Pn(t)dt.

3�+� �� 5	
�: %"	� X '8&�� Y�Z 3	\A +� �!� %�	F�� �� )��9� O� A �2� x[Wf]� � .#/ 0/ ���#� ��$ %��&

���� y ∈ X �*
∑
x∈A

| < x, y > |2 ≤ ‖y‖2.

∑
x∈A < x, y > x ����A 3�� '���
�* 5	
�: %"	� 4�L8-* 3	\A +� �!� %�	F�� ��)��9� ��+ O� A �2� x%��&

�%"	� '� A `�[	0)a 4m�; >-��� +� /R���

���� ��� ������ ��� ���� � !��

>��R� ���=� �� B��,� ��� �-0 '� 'A�F� �� '8&�� Y�Z 3	\A O� �� /�	 �!� %�	F�� B��,� �v� ��� ��

�%0 '� 	,�� �� '�	�� �R�

J�� /�	 A -P�2 4��[ ��� �� C%"	� X '8&�� Y�Z 3	\A +� �)��9� ��+ O� A -0 }�A x�����

�A⊥ = {0} 5	2 �*

Bessel inequality �

W]



�
�� 4�	L) �� 	�

∃y ∈ X : ∀x ∈ A,
〈
y, x
〉

= 0 =⇒ y = 0.

O� �� A 4��[ ��� �� C%" 	� X '8&�� Y�Z 3	\A O� +� �!� %�	F�� �)��9� O� A -0 }�A x�����

-"	� ��"�� Cy ∈ X �* 3��� �2� -�	� X 3��� 6	��� %�	F�� ��	�

y =
∑
x∈A

< x, y > x.

�%0��	F� ��+ I���" 5	
�: C%"	� H 4�L8-* 3	\A +� �!� %�	F�� ��)��9� ��+ O� A �2� x[Wf]%��&
(‖y‖2 =

∑
x∈A | < x, y > |2) �J�� ���(�� 6����	� �	T�� Cy ∈ H �* 3��� ~ ���

�J�� /�	 A ��)��9� ~ Y

�J�� H 3��� �!� %�	F�� �� �	� O� A ~ |

L2[−π, π] 3	\ A 3�� % �	 F � � �� )� �9 � O � A = {sin(x), sin(2x), . . . , sin(nx). . . .} �� )� �9 � ~*� + �

�2� ���+ CJ�-� `��	�a /�	 ��)��9� O� '�� %"	� '�

y = f(x) = 1,

5	
�:

1 =
∞∑

n=1

cnsin(nx) s.t. cn =< 1, sin(nx) >=
∫ π

−π

sin(nx)dx = 0,

�J�-� /�	 A ���F� ��	0� N� CJ�� 1 �= 0 	�� C< 1, x >= 0 Cx ∈ A �* 3�+� �� �����	0�

�J�� ���� /�	 3��� B+E U�" %�	F� x%,�-�

�J�� /�	 CL2[−1, 1] 4�L8-* 3	\A �� �%��M� 3	*3��8�; %01 �)��9� K*�+�

��+ �* �2� IRA � �2� J�� ��j� O-!,� X C4��[ ��� �� %"	� 4�L8-* 3	\A O� X -0 }�A x�����

�%"	� ��j� ��	�" X +� �!� %�	F�� �)��9�

WW


