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چͺیده

پالایش�های با استانلͬ تجزیه�های ارتباط و تک�جمله�ای ایده�آل�های استانلͬ عمق محاسبه�ی تحقیق، این اصلͬ هدف

چندجمله�ای�های حلقه در جمله�ای تک ایده�آل�های I ⊂ J اگر مͬ�دهیم نشان مͬ�باشد. افرازها همچنین و اول

همچنین کرد. محاسبه مرحله متناهͬ تعداد در مͬ�توان را I/J استانلͬ عمق آنگاه باشند، S = K[x۱, . . . , xn]

نشان و مͬ�کنیم معرفͬ را مͬ�شود تعریف ایده�آل آن اول پالایش�های حسب بر که جمله�ای تک ایده�آل ͷی fdepth

نظر در با حالت�ها این دوی هر البته کرد. محاسبه مرحله متناهͬ تعداد در مͬ�توان نیز را fdepth که مͬ�دهیم

مͬ�آیند. بدست جزئͬ مرتب مجموعه�های از مناسب افراز�های گرفتن

پوسته�پذیری، سادکͬ، مجتمع اول، پالایش تک�جمله�ای، ایده�آل مدرج، ایده�آل استانلͬ، تجزیه کلیدی: واژه�های

افرازها. تمیز، مدول
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مقدمه

بیان -مدرج Zn حلقه�ای روی شده -مدرج Nn مدول�های مورد در حدسͬ [٢۵] استانل١ͬ ریچارد ١٩٨٢ سال در

مطالعه زیادی افراد توسط اخیرا مͬ�نامند استانلͬ تجزیه�های روی بر استانلͬ حدس را آن امروزه که حدس این کرد.

کتابش در استانلͬ بعد سال ͷی کرد. اشاره آنها مراجع و [٢۴] و [٢١] به مͬ�توان مثال عنوان به است. شده

جهان سلیمان هرزوگ٢ ٢٠١٠ سال در .[٢۶] نمود مطرح مͺاولͬ – کوهن سادکͬ مجتمع�های مورد در را حدسͬ

بیشتر .[١٣] است استانلͬ تجزیه�های روی بر استانلͬ حدس از خاصͬ حالت حدس این که دادند نشان یاسمͬ و

است. [١۴] مرجع راستای در پایان�نامه این مطالب

ایده�آل�های J ⊂ I همچنین و K میدان روی متغیر n با چندجمله�ای�ها حلقه S = K[x۱, ..., xn] کنید فرض

صورت این در است. -مدرج Nn -مدول S ͷی M = I/J و -مدرج Zn حلقه�ای S آن�گاه باشند. تک�جمله�ا�ی

و تک�جمله�ا�ی ͷی ui اگر گویند استانلͬ تجزیه�ی ͷی را M از D : M =
n⊕

i=۱
uiK[Zi] فرم به تجزیه ͷی

نشان sdepth(D) با را آن و Zi اعضای تعداد کمترین از است عبارت D استانلͬ عمق .Zi ⊂ {x۱, ..., xn}

مͬ�کنیم: زیرتعریف صورت به را آن و مͬ�دهیم نشان sdepth(M) با را M استانلͬ عمق همچنین مͬ�دهیم.

sdepth(M) = max{sdepth(D)| D is a decomposition of M}.

.depthM ≤ sdepthM همواره M مانند -مدرج Zn -مدول S هر برای که مͬ�کند بیان استانلͬ حدس

در مͬ�توان را M = I/J فرم به مدولهای استانلͬ عمق دهیم نشان که است این پایان�نامه این در اصلͬ هدف

کرد. حساب مرحله متناهͬ تعداد

تنها و اگر a ≤ b مͬ�گوییم باشند. Zn در بردار دو b = (b۱, ..., bn) و a = (a۱, ..., an) کنید فرض

آنگاه a = (a(۱), ..., a(n)) ∈ Nn هرگاه .ai ≤ bi باشیم داشته ،۱ ≤ i ≤ n ،i هر ازای به اگر

گویند. تک�جمله�ای ͷی را xa = x
a(۱)
۱ x

a(۲)
۲ ...x

a(n)
n

داشته و باشند S در تک�جمله�ای ایده�آل دو J = (xb۱ , xb۲ , ..., xbt) و I = (xa۱ , xa۲ , ..., xam) کنید فرض

١Richard Stanley
٢Herzog

١



داشته ،۱ ≤ i ≤ m iها، از بعضͬ ازای به بطوریͺه مͬ�گیریم نظر در ثابت برداری را g ∈ Nn .J ⊂ I باشیم

I/J به وابسته جزئͬ مرتب مجموعه�ی آنگاه .bj ≤ g باشیم داشته ،۱ ≤ j ≤ t ،j هر ازای به و ai ≤ g باشیم

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را آن و مͬ�دهیم نشان P g
I/J با را

P g
I/J = {a ∈ Zn : xa ∈ I/J, a ≤ g}.

I/J از استانلͬ تجزیه�ی ͷی بازه�ها از اجتماعͬ صورت به P g
I/J از افراز هر که مͬ�دهیم نشان سوم فصل در

بطوریͺه دارد وجود P g
I/J از افراز ͷی ،I/J از استانلͬ تجزیه�ی هر برای که مͬ�دهیم نشان همچنین مͬ�کند. القا

مͬ�گیریم نتیجه مطلب دو این از مͬ�باشد. شده داده استانلͬ تجزیه�ی استانلͬ عمق مساوی یا بزرگتر آن استانلͬ عمق

شود. محاسبه مͬ�تواند P g
I/J از مختلف افرازهای گرفتن نظر در با استانلͬ عمق که

[۶] دیͽران و بیرو١ ،P g
m افرازهای از استفاده با باشد، S ماکسیمال مدرج ایده�آل m = (x۱, ..., xn) هرگاه

n هر ازای به دادند نشان

sdepth(m) = ⌈n/۲⌉.

اگر باشد. -مدرج Nn -مدول R ͷی M و -مدرج Zn حلقه�ای R فرض�کنید

این در باشد M از Zn-مدرج زیرمدول�های از زنجیر ͷی F : < ۰ >= M۰ ⊂ M۱ ⊂ · · · ⊂ Mr = M

Pi ∈ spec(R) اول ایده�آل i = ۱, . . . , r هر برای هرگاه مͬ�شود نامیده M از اول پالایش ͷی F صورت

بطوریͺه باشد موجود

Mi/Mi−۱
∼=

S

Pi

(−ai)

supp(F) با را اول پالایش این در {P۱, · · · , Pm} شده ظاهر اول ایده�آل�های مجموعه .ai ∈ Zn آن در که

مͬ�دهیم قرار علاوه به مͬ�نامیم. F محمل را آن و مͬ�دهیم نشان

fdepthF = min{dimS/P : P ∈ supp(F)} and

fdepthM = max{fdepthF : F is a prime filteration of M}

١Biro

٢



دیͽر عبارت به است. sdepthM و depthM برای پایین کران ͷی fdepthM که داد خواهیم نشان

.fdepthM ≤ depthM, sdepthM

همچنین مͬ�کند. صدق استانلͬ حدس در کامل مقطع تک�جمله�ای ایده�آل هر که مͬ�دهیم نشان چهار فصل در

نهایت در .depth(S
I
) = fdepth(S

I
) آنگاه باشد کامل مقطع تک�جمله�ای ایده�آل ͷی I اگر داد خواهیم نشان

است -مدرج Zn مدول ͷی منفرد کاستن نظم برای پائین کران ͷی خصوص در که [٢١] جهان سلیمان حدس

،iهر ازای به که دارد وجود P g
I/J از P g

I/J = ∪r
i=۱[ci, di] مانند افراز ͷی که داد خواهیم نشان و مطالعه را

است. c بردار مولفه�های مجموع معنͬ به |c| آن در که .|ci| ≤ reg(I/J)

٣



١ فصل

وپیش�نیازها مقدماتͬ تعاریف

آنها وابسته اول ایده�آل�های و تک�جمله�ای ایده�آل�های ١.١

دارند، مطالب بهتر فهم در مهمͬ نقش که را پیشرفته جبر و جابجایی جبر از قضایایی و تعاریف فصل اين در

است. يͺدار و جابجایی حلقه�ای ،R ازحلقه�ی منظور پايان�نامه، اين سرتاسر در مͬ�شویم. یادآور

مͬ�باشد. K میدان روی متغیر n با چندجمله�ای حلقه S = K[x۱, . . . , xn] پایان�نامه این در قرارداد.

،a ∈ Zn
+ هر ازای به .Zn

+ = {a = (a۱, . . . , an) ∈ Zn|ai ≥ ۰} کنیم فرض .١.١.١ تعریف

Mon(S) با را S در تک�جمله�ای�های همه�ی مجموعه�ی و مͬ�نامیم تک�جمله�ای ͷی را u = xa = xa۱
۱ · · ·xan

n

مͬ�کنیم. تعریف deg(xa) =
n∑

i=۱
ai صورت به را xa درجه همچنین مͬ�دهیم. نمایش

یͺتا خطͬ ترکیب ͷی f ∈ S چندجمله�ای هر برای دیͽر، عبارت به است. S K-پایه ͷی Mon(S) مجموعه�ی

بطوریͺه مͬ�شود، یافت Mon(S) تک�جمله�ای�ها�ی از K در ضرایب با

f =
∑

u∈Mon(S)

auu s.t. au ∈ K

از است عبارت مͬ�شود داده نمایش supp(f) با که را f چندجمله�ای محمل صورت این در

supp(f) = {u ∈ Mon(S)|au ̸= ۰}.

.deg u = j ،u ∈ supp(f) هر برای هرگاه گویند j درجه�ی از همͽن را f

را v و u مشترک مضرب کوچͺترین صورت این در باشند تک�جمله�ای دو v و u مͬ�کنیم فرض .٢.١.١ تعریف

مͬ�دهیم. نشان gcd(u, v) نماد با را v و u مشترک علیه مقسوم بزرگترین و lcm(u, v) نماد با

۴



شود. تولید تک�جمله�ای�ها وسیله به هرگاه مͬ�نامیم تک�جمله�ای ایده�آل را I ⊂ S ایده�آل .٣.١.١ تعریف

ایده�آل ͷی I =< x۱x۲x۳, x۱x
۳
۲ >⊂ K[x۱, x۲, x۳] تک�جمله�ای، ایده�آل تعریف به توجه با .۴.١.١ مثال

نیست. تک�جمله�ای ایده�آل J =< x۱ − x۲, x۱x۳ > اما است تک�جمله�ای

I K-پایه ͷی I به متعلق تک�جمله�ای از N مجموعه�ی آنگاه باشد تک�جمله�ای ایده�آل ͷی I اگر .۵.١.١ گزاره

است.

.[١.١.٢ گزاره ،١۶] به شود رجوع اثبات.

چندجمله�ای هر برای اگر تنها و اگر است تک�جمله�ای ایده�آل ͷی S چندجمله�ای حلقه در I ایده�آل .۶.١.١ گزاره

باشیم داشته f ∈ S

f ∈ I ⇔ supp(f) ⊆ I.

.[١.١.٣ گزاره ،١۶] به شود رجوع اثبات.

مولد متناهͬ S در ایده�آل هر لذا است، نوتری حلقه S = K[x۱, . . . , xn] هیلبرت پایه قضیه طبق یادآوری:

مͬ�باشد. مولد متناهͬ S در تک�جمله�ای ایده�آل هر نتیجه، در است.

است I در v تک�جمله�ای آنگاه باشند. I تک�جمله�ای ایده�آل مولدهای {u۱, . . . , um} کنیم فرض .٧.١.١ گزاره

باشد. داشته وجود ،۱ ≤ i ≤ m ازای به v = wui بطوریͺه w ∈ S تک�جمله�ای اگر تنها و اگر

.[١.١.۵ گزاره ،١۶] به شود رجوع اثبات.

با را آن که دارد تک�جمله�ای�ها از یͺتا مینیمال مولد مجموعه ͷی I ⊂ S تک�جمله�ای ایده�آل هر .٨.١.١ گزاره

مͬ�دهیم. نشان G(I)

.[١.١.۶ گزاره ،١۶] به شود رجوع اثبات.

ایده�آل نیز I ∩J و IJ ،I +J صورت این در باشند. تک�جمله�ای ایده�آل دو I, J ⊂ S فرضکنیم .٩.١.١ تذکر

داریم: و هستند تک�جمله�ای

G(I ∩ J) ⊆ {lcm(u, v)|u ∈ G(I), v ∈ G(J)}

و

G(IJ) ⊂ G(I)G(J), G(I + J) ⊂ G(I) ∪ G(J).

ایده�آلͬ I : J = {f ∈ S|fg ∈ I, ∀ g ∈ J} مجموعه�ی باشند. ایده�آل دو I, J فرضکنیم .١٠.١.١ تعریف

مͬ�گوییم. J به نسبت I نقطه�ا�ی دو ایده�آل را آن که است S از

۵



تک�جمله�ای ایده�آل ͷی نیز I : J صورت این در باشند. تک�جمله�ای ایده�آل دو J و I فرضکنید .١١.١.١ گزاره

.I : J =
∩

v∈G(J)

I : (v) و است

است. I : (v) برای مولد مجموعه ͷی {u/ gcd(u, v) : u ∈ G(I)} این، بر علاوه

.[١.٢.٢ گزاره ،١۶] به شود رجوع اثبات.

را I مͬ�نامیم. I رادیͺال را
√

I = {f ∈ S|∃k, fk ∈ I} ایده�آل I ⊆ S ایده�آل برای .١٢.١.١ تعریف

.I =
√

I هرگاه مͬ�نامیم رادیͺال ایده�آل

است. تک�جمله�ای ایده�آل نیز
√

I آنگاه باشد، تک�جمله�ای ایده�آل ͷی I ⊆ S اگر .١٣.١.١ گزاره

.[١.٢.٣ گزاره ،١۶] به شود رجوع اثبات.

ͷی یا صفر a مولفه�های اگر مͬ�شود نامیده مربع از خالͬ u = xa ∈ Mon(S) تک�جمله�ای .١۴.١.١ تعریف

باشند.

خالͬ تک�جمله�ای ͷی که ،
√

u =
∏

i,ai ̸=۰ xi مͬ�دهیم قرار باشد. تک�جمله�ای ͷی u = xa فرضکنیم قرارداد.

.u =
√

u اگر تنها و اگر است مربع از خالͬ u تک�جمله�ای که است بدیهͬ بنابراین است. مربع از

برای مولد مجموعه ͷی {
√

u : u ∈ G(I)} آنگاه باشد. تک�جمله�ای ایده�آل ͷی I کنیم فرض .١۵.١.١ گزاره

است.
√

I

.[١.٢.۴ گزاره ،١۶] به شود رجوع اثبات.

خالͬ تک�جمله�ای�های وسیله�ی به اگر مͬ�شود، نامیده مربع از خالͬ I ⊆ S تک�جمله�ای ایده�آل .١۶.١.١ تعریف

باشد. شده تولید مربع از

.I =
√

I اگر تنها و اگر است مربع از خالͬ I ⊆ S تک�جمله�ای ایده�آل .١٧.١.١ نتیجه

مͬ�کند عاد u = xb گوییم باشد. چندجمله�ای�ها حلقه�ی S = K[x۱, . . . , xn] کنید فرض .١٨.١.١ تعریف

.bi ≤ ai ،i هر ازای به اگر را، v = xa

عنصر ͷی xa ∈ M تک�جمله�ای باشد. Mon(S) از ناتهͬ زیرمجموعه�ی ͷیM فرضکنیم تعریف١٩.١.١.

.xb = xa آنگاه ،xb ∈ M اگر و xb|xa هرگاه پذیری)، تقسیم به (نسبت مͬ�شود نامیده M از مینیمال

دو هر برای بطوریͺه است P ≥روی جزئͬ ترتیب ͷی P مجموعه�ی ͷی روی کلͬ ترتیب ͷی تعریف٢٠.١.١.

.y ≤ x یا x ≤ y باشیم داشته ،P به متعلق x, y عنصر

۶



ترتیب ،S روی تک�جمله�ای ترتیب ͷی Kباشد، میدان روی چندجمله�ای�ها حلقه S فرضکنیم تعریف٢١.١.١.

بطوریͺه است، Mon(S) روی کاملͬ

۱ < u ، باشیم داشته u ̸= ۱ که u ∈ Mon(S) هر برای .١

.uw < vw باشیم داشته w ∈ Mon(S) هر برای آنگاه ،u < v و u, v ∈ Mon(S) اگر .٢

کند. صدق زیر معادل شرایط از ͬͺی در اگر گوئیم بورل نوع از را تک�جمله�ا�ی ایده�آل ͷی .٢٢.١.١ تعریف

بطوریͺه s > ۰ و ۱ ≤ j < i ≤ n که شرط این با i, j, s ∈ Z و u ∈ I مانند تک�جمله�ای هر ازای به .١

xt
j(u/xs

i ) ∈ I بطوریͺه باشد داشته وجود t ≥ ۰ مانند صحیح عدد ͷی xs
i | u

.P = (x۱, ..., xj) که هست jای صورت این در P ∈ Ass(S/I) اگر .٢

مͬ�باشد، S از ایده�آل�هایی Qiها که I =
∩m

i=۱ Qi صورت به I ایده�آل ͷی از نمایش ͷی .٢٣.١.١ تعریف

کرد. حذف نتوان را نمایش این در Qi ایده�آل�های از ͷی هیچ اگر مͬ�شود نامیده کاهش�ناپذیر

صورت به نمایشͬ دارای I آنگاه باشد، تک�جمله�ای ایده�آل ͷی I ⊆ S کنیم فرض .٢۴.١.١ قضیه

دیͽر، عبارت به متغیرهاست. از محضͬ توان�های توسط شده تولید Qi هر آن در که است، I =
∩m

i=۱ Qi

یͺتاست. شͺل این به کاهش�ناپذیر نمایش ͷی علاوه به است. (xa۱
i۱

, . . . , xak
ik

) فرم به Qi هر

.[١.٣.١ قضیه ،١۶] به شود رجوع اثبات.

سره�ی اشتراک صورت به نتوان را آن اگر مͬ�شود، نامیده تحویل�ناپذیر تک�جمله�ای ایده�آل ͷی .٢۵.١.١ تعریف

مͬ�شود. نامیده تحویل�پذیر صورت، این غیر در نوشت. دیͽر تک�جمله�ای ایده�آل دو

تولید متغیرها از محضͬ توان�های توسط I اگر تنها و اگر است تحویل�ناپذیر I تک�جمله�ای ایده�آل .٢۶.١.١ نتیجه

شود.

.[١.٣.٢ نتیجه ،١۶] به شود رجوع اثبات.

عنوان به یͺتا نمایش ͷی تک�جمله�ای ایده�آل هر که مͬ�کند بیان ٢۶.١.١ نتیجه�ی با ترکیب در ٢۴.١.١ قضیه�ی

دارد. تحویل�ناپذیر تک�جمله�ای ایده�آل�های از کاهش�ناپذیر اشتراکͬ

.I = (x۲
۱x۲, x

۲
۱x

۲
۳, x

۲
۲, x۲x

۲
۳) کنید فرض .٢٧.١.١ مثال

زیر صورت به تحویل�ناپذیر تک�جمله�ای ایده�آل�های از اشتراکͬ عنوان به I یͺتای نمایش قبلͬ، نتیجه بر بنا آنگاه

است:

I = (x۲
۱, x

۲
۱x

۲
۳, x

۲
۲, x۲x

۲
۳) ∩ (x۲, x

۲
۱x

۲
۳, x

۲
۲, x۲x

۲
۳) = (x۲

۱, x
۲
۲, x۲x

۲
۳) ∩ (x۲, x

۲
۱x

۲
۳)

= (x۲
۱, x

۲
۲, x۲) ∩ (x۲

۱, x
۲
۲, x

۲
۳) ∩ (x۲, x

۲
۱) ∩ (x۲, x

۲
۳) = (x۲

۱, x۲) ∩ (x۲
۱, x

۲
۲, x

۲
۳) ∩ (x۲, x

۲
۳)
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نمایش در شده ظاهر تحویل�ناپذیر تک�جمله�ای ایده�آل�های باشد، مربع از خالͬ تک�جمله�ای ایده�آل ͷی I اگر

ایده�آل�های همه است واضح که هستند، (xi۱ , . . . , xik) فرم به همه تحویل�ناپذیر ایده�آل�های اشتراک صورت به I

هستند. تک�جمله�ای اول

که را P مثل R از اولͬ ایده�آل باشد. R از سره�ای ایده�آل I و جابجایی حلقه�ای R کنید فرض .٢٨.١.١ تعریف

I ⊆ J ̸⊆ P بطوریͺه نباشد موجود J Rمانند از اولͬ ایده�آل هرگاه مͬ�نامیم I مینیمال اول ایده�آل را است I شامل

مͬ�دهیم. نشان Min(I) با را I مینیمال ایده�آل�های تمام ومجموعه�ی

صورت به تحویل�ناپذیر ایده�آل�های از کاهش�ناپذیر نمایش دارای I کنید فرض .٢٩.١.١ لم

. Min(I) = {P۱, . . . , Pm}صورت این در باشد. I = P۱

∩
. . .

∩
Pm

.[١.٣.۵ لم ،١۶] به شود رجوع اثبات.

ایده�آل هر و I =
∩

P∈Min(I) P آنگاه باشد. مربع از خالͬ تک�جمله�ای ایده�آل ͷی I اگر .٣٠.١.١ نتیجه

است. تک�جمله�ای اول ایده�آل ͷی P ∈ Min(I)

هر برای هرگاه گوئیم اولیه ایده�آل را Q ⊆ R ایده�آل باشد. نوتری حلقه ͷی R کنیم فرض .٣١.١.١ تعریف

.a ∈
√

Q آنگاه ،b ̸∈ Q و ab ∈ Q اگر ،a, b ∈ R

P-اولیه ایده�آل را Q آنگاه �باشد. اول ایده�آل ͷی P =
√

Q و باشد، اولیه ایده�آل ͷی Q اگر .٣٢.١.١ تعریف

گویند.

است. xi۱)-اولیه , . . . , xik) ایده�آل ͷی (xa۱
i۱

, . . . , xak
ik

) تحویل�ناپذیر ایده�آل .٣٣.١.١ گزاره

.[١.٣.٧ گزاره ،١۶] به شود رجوع اثبات.

است، Pi-اولیه ایده�آل Qi هر که I =
∩r

i=۱ Qi اشتراک عنوان به I ایده�آل ͷی از نمایش ͷی .٣۴.١.١ تعریف

مͬ�شود. نامیده I اولیه تجزیه ͷی

اشتراک در نتوان را Qiها از ͷی هیچ اگر مͬ�گوییم، کاهش�ناپذیر اولیه تجزیه را اولیه تجزیه .٣۵.١.١ تعریف

است. I Pi-اولیه�ی مولفه�ی Qi هر حالت این در .Pi ̸= Pj باشیم داشته i ̸= j هر ازای به و کرد حذف

نشان Ass(I) با را آن و گویند I وابسته اول ایده�آل�های را تجزیه این در شده ظاهر P۱, . . . , Prایده�آل�های

مͬ�دهند.

مͬ�شوند. مشخص یͺتا طور به I مینیمال اول ایده�آل�های به وابسته اولیه مولفه�های .٣۶.١.١ گزاره

.[١.٣.٨ گزاره ،١۶] به شود رجوع اثبات.
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اولیه تجزیه ͷی تحویل�ناپذیر ایده�آل�های به ایده�آل ͷی� تجزیه که مͬ�کند ایجاب ٣٣.١.١ گزاره .٣٧.١.١ تذکر

نباشد. کاهش�ناپذیر اولیه تجزیه این است ممͺن البته است.

همه اشتراک دادن قرار با مͬ�توانیم است، P-اولیه دوباره P-اولیه ایده�آل�های از تعدادی اشتراک چون

ضروری غیر عامل�های کردن حذف و I P-اولیه مولفه جای به Ass(Qi) = P شرط با Qi مانند ایده�آل�هایی

رسید. کاهش�ناپذیر اولیه تجزیه ͷی به

ایده�آل .٣٨.١.١ مثال

I = (x۳
۱, x

۳
۲, x

۲
۱x

۲
۳, x۱x۲x

۲
۳, x

۲
۲x

۲
۳)

دارد زیر صورت به تحویل�ناپذیر ایده�آل�های از اشتراکͬ صورت به کاهش�ناپذیری نمایش

I = (x۳
۱, x

۲
۲, x

۲
۳) ∩ (x۲

۱, x۲) ∩ (x۱, x
۲
۲)

چون

Ass(x۲
۱, x۲) = Ass(x۱, x

۲
۲) = {(x۱, x۲)}.

تجزیه نتیجه در و مͬ�آوریم دست به را (x۲
۱, x۱x۲, x

۲
۲) ,x۱)-اولیه x۲) ایده�آل (x۱, x

۲
۲) و (x۲

۱, x۲) اشتراک از

مͬ�آید. دست به I = (x۳
۱, x

۳
۲, x

۲
۳)

∩
(x۲

۱, x۱x۲, x
۲
۲) کاهش�ناپذیر اولیه�ی

آمده دست به اولیه تجزیه نباشد، یͺتا است ممͺن I تک�جمله�ای ایده�آل ͷی اولیه تجزیه چه اگر تعریف٣٩.١.١.

چنین این ما یͺتاست. شد، داده توضیح بالا در آنچه مشابه تحویل�ناپذیر ایده�آل�های از کاهش�ناپذیر اشتراک ͷی از

مͬ�نامیم. I استاندارد اولیه تجزیه ͷی را تجزیه�ای

هستند. تک�جمله�ای اول ایده�آل�های تک�جمله�ای، ایده�آل ͷی وابسته�ی اول ایده�آل�های .۴٠.١.١ گزاره

.[١.٣.٩ گزاره ،١۶] به شود رجوع اثبات.

،I ⊂ R ایده�آل هر برای ،R نوتری حلقه در .۴١.١.١ گزاره

Min(I) ⊂ Ass(I).

P ′ ∈ آنگاه ،I ⊂ P که باشد R حلقه�ی از اولͬ ایده�آل P اگر که مͬ�دهیم نشان حͺم، اثبات از قبل اثبات.

I برای کاهش�ناپذیر اولیه تجزیه ͷی I =
∩r

i=۱ Qi کنیم فرض .P ′ ⊂ P بطوریͺه است موجود Ass(I)

بنابراین، .
∩r

i=۱ Pi ⊆ P نتیجه، در .I ⊆
√

I ⊆ P بنابراین .
√

Qi = Pi ،۱ ≤ i ≤ n هر برای که باشد

.Pi ∈ Ass(I) و Pi ⊆ P بطوریͺه است موجود ۱ ≤ i ≤ n

نشان قبل در که آنچه طبق لذا I ⊆ P صورت این در باشد. I مینیمال اول ایده�آل P مͬ�کنیم فرض حال

که مͬ�شود نتیجه است I مینیمال اول P چون و I ⊆ P ′ ⊆ P بطوریͺه است موجود P ′ ∈ Ass(I) دادیم،

است. برقرار حͺم لذا و P ′ = P

٩



مدرج مدول�های و حلقه�ها ٢.١

R جمعͬ زیرگروه�های از خانواده�ای (Ri)i∈Z و باشد جابه�جایی و نوتری حلقه ͷیR فرضکنید تعریف١.٢.١.

هرگاه گوییم، مدرج حلقه�ی را R �باشند.

.R =
⊕
i∈Z

Ri .١

.RiRj ⊂ Ri+j باشیم داشته i, j ∈ Z هر ازای به .٢

را M صورت این در باشد. R-مدول ͷی نیز M و مدرج حلقه ͷی R =
⊕
i∈Z

Ri کنید فرض .٢.٢.١ تعریف

هرگاه گوییم مدرج مدول ͷی

هستند. M جمعͬ زیرگروههای ها Mi آن در که M =
⊕
i∈Z

Mi .١

RiMj ⊂ Mi+j باشیم داشته i, j ∈ Z هر ازای به .٢

درجه و مͬ�نامیم i درجه از همͽن را x ∈ Mi عنصر هر مͬ�نامیم. M همͽن مولفه -امین i را Mi .٣.٢.١ تذکر

صفر عنصر که مͬ�کنیم قرارداد . مͬ�نامیم R در -فرم i ͷی را x ∈ Ri عنصر هر و مͬ�دهیم نشان deg x با را آن

هستند. نیز مدول R۰ ،M خود و ها Mi که کنید توجه است. درجه�ای هر از همͽن R

این در باشد M زیرمدول ͷی N ⊂ M و باشد مدرج R-مدول ͷی M =
⊕
a∈H

Ma کنیم فرض .۴.٢.١ لم

مͬ�باشد: معادل زیر شرایط صورت

.N =
⊕
a∈H

(Ma

∩
N) یعنͬ است، مدرج N الف)

مͬ�شود. تولید همͽن عناصر وسیله به N ب)

.ma ∈ N ،a هر برای اگر تنها و mاگر ∈ N صورت این در .ma ∈ Ma mکه =
∑

ma فرضکنیم ج)

.[٢.٢.٧ لم ،١٢] به شود رجوع اثبات.

زیرمدول ͷی مͬ�نامیم. مدرج زیرمدول ͷی را کند صدق قبل لم شرایط در Nکه ⊂ M زیرمدول تعریف٢.١.۵.

مͬ�نامیم. همͽن ایده�آل ͷی یا مدرج ایده�آل ͷی را مدرج حلقه ͷی از مدرج

برای معمول روش ͷی باشد. K میدان روی چندجمله�ای حلقه S = K[x۱, . . . , xn] کنیم فرض .۶.٢.١ مثال

برای مͬ�باشند. مثبت صحیح اعداد d۱, . . . , dn که مͬ�باشد، xi متغیر هر برای di درجه دادن قرار S کردن مدرج

a = (a۱, . . . , an) ∈ Nn

صورت به را S صورت این در .deg xa = |a| = a۱d۱ + · · · + andn و xa = xa۱
۱ · · ·xan

n مͬ�دهیم قرار

مͬ�کنیم: مدرج روبه�رو

S =
⊕
i≥۰

Si s.t. Si =
⊕
|a|=i

Kxa

است. N-مدرج حلقه ͷی S که گوییم و

است. Z-مدرج حلقه ͷی S گوییم ،i < ۰ هر برای Si = ۰ دادن قرار با

١٠



S در f۱, . . . , fr همͽن چندجمله�ای�های هرگاه است (همͽن) مدرج I ⊂ S ایده�آل مدرج، حلقه این در

مͬ�شود: مدرج زیر صورت به I ایده�آل deg(fi) = δi دادن قرار با .I = (f۱, . . . , fr) بطوریͺه باشند موجود

I =
⊕
i≥۰

Ii

آن در که

Ii = I ∩ Si = f۱Si−δ۱ + · · · + frSi−δr .

را P ∗ مدرج ایده�آل صورت این در باشد. اول ایده�آل ͷی P و مدرج حلقه�ی ͷی R کنید فرض .٧.٢.١ تعریف

ایده�آل بزرگترین P ∗ است واضح مͬ�کنیم. تعریف a ∈ P صورت به همͽن عضوهای توسط شده تولید ایده�آل

مͬ�برد. ارث به را مدرج حلقه�ی ͷی ساختار طبیعͬ طور به R/P ∗ همچنین و است P در شامل مدرج

آنگاه باشد مدرج حلقه�ی ͷی R کنید فرض .٨.٢.١ لم

است. اول ایده�آل ͷی P ∗ ایده�آل ،P مانند اول ایده�آل هر برای الف)

باشد. مدرج مدول ͷی M کنید فرض ب)

.P ∗ ∈ supp(M) صورت، این در P ∈ supp(M) اگر (i)

مͬ�باشد. نیز همͽن عضو ͷی و پوچساز P علاوه به مدرج، P صورت این در P ∈ Ass(M) اگر (ii)

.[١.۵.۶ لم ،٨] به شود رجوع اثبات.

برایR-مدول پایه باشد. پایه دارای هرگاه مͬ�گوییم آزاد Mرا باشد. MیRͷمدول فرضکنیم تعریف٩.٢.١.

u =
∑
e∈B

xee صورت به یͺتا طور به بتوان را M از u هر بطوریͺه است M عناصر از B مجموعه�ی ،M آزاد

اگر باشند. صفر ͬͽهم xeها متناهͬ، تعدادی جز به و xe ∈ R آن در که نوشت

|B| = n < ∞.

گویند. M رتبه را آن که دارد یͺسان کاردینال M پایه دو هر باشد، نوتری R اگر .M ∼= Rn آنگاه

حلقه�ای همریختͬ هرگاه گوییم R-جبر ͷی را R′ باشند. حلقه دو R و R′ کنیم فرض .١٠.٢.١ تعریف

زیر مدولͬ ضرب با R-مدول ͷی R′ صورت این در که مͬ�کنیم ملاحظه باشد. موجود φ : R −→ R′

بود: خواهد

r · r′ = φ(r)r′ ∀r ∈ R, r′ ∈ R′.

گوییم. R از توسیع ͷی را R′ باشد R′ از زیرحلقه�ای R اگر .١١.٢.١ تعریف

ͷی شمول همریختͬ با طبیعͬ طور به R′ صورت این در باشد R حلقه از توسیع ͷی R′ اگر .١٢.٢.١ تذکر

ͷی K ⊂ R′ کنیم فرض مͬ�توانیم باشد K-جبر ͷی R′ و میدان K هرگاه است ذکر به لازم است. R-جبر

(١-١ (همریختͬ است. توسیع حلقه

١١



عنوان Rبه هرگاه مͬ�شود، نامیده مدرج جبر ͷی جابجایی) حلقه ͷی K(یا میدان Rروی جبر تعریف١٣.٢.١.

باشد. مدرج حلقه، ͷی

بطوریͺه باشند موجود u۱, . . . , un ∈ M عناصر هرگاه گوییم مولد متناهͬ را M R-مدول .١۴.٢.١ تعریف

نوشت: زیر صورت به یͺتا) لزوماً (نه بتوان را u ∈ M یعنͬ .M = Ru۱ + · · · + Run

u = x۱u۱ + · · · + xnun s.t. xi ∈ R.

استاندارد K-جبر ͷی را R باشد. مدرج K-جبر ͷی R =
⊕
i≥۰

Ri و میدان K کنیم فرض .١۵.٢.١ تعریف

دیͽر، عبارت به است. ١ درجه از مولدهایش که باشد مولد متناهͬ K-جبر ͷی R هرگاه گوییم مدرج

R = K[R۱], dimK R۱ < ∞.

ایده�آل�های از اکید زنجیر ͷی P۰ ⊂ P۱ ⊂ · · · ⊂ Pn−۱ ⊂ Pn و حلقه ͷی R کنیم فرض .١۶.٢.١ تعریف

به را آن و مͬ�دهیم نشان dim R با را کرول) (بعد R حلقه بعد است. n برابر زنجیر این طول باشد. R اول

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت

dim R =

 sup{n ≥ ۰ | باشد موجود اول ایده�آل�های از n طول به اکید زنجیر ͷی }

∞ صورت این غیر در

.dim R = −۱ آنگاه ،R = ۰ اگر قرارداد:

حوزه�های در صفر غیر اول ایده�آل هر زیرا ،dim R = ۱ آنگاه باشد، اصلͬ ایده�آل Rیͷحوزه اگر .١٧.٢.١ مثال

.dim R = ۰ که است واضح باشد میدان ͷی R اگر همچنین است. ماکسیمال ایده�آل ͷی اصلͬ ایده�آل

تعریف زیر صورت به را آن و مͬ�دهیم نشان height(P ) با را P Rارتفاع از P اول ایده�آل برای تعریف١٨.٢.١.

مͬ�کنیم:

height(P ) =

 sup{n ∈ N | P۰ ⊂ P۱ ⊂ Pn−۱ ⊂ Pn = P}

∞ صورت این غیر در

.dim R = sup{height(P ) | است R از اولͬ ایده�آل P} .١٩.٢.١ تبصره

وابسته�ی اول ایده�آل ͷی P ⊂ R اول ایده�آل باشد. مولد متناهͬ R-مدول ͷی M کنیم فرض .٢٠.٢.١ تعریف

و است x پوچساز Ann(x) جا این در .P = Ann(x) بطوریͺه x ∈ M باشد موجود اگر مͬ�شود نامیده M

. Ann(x) = {a ∈ R : ax = ۰} مͬ�شود تعریف

مͬ�دهیم. نشان Ass(M) صورت به را M وابسته اول ایده�آل�های مجموعه�ی
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مجموعه�ی ،M محمل از منظور باشد. R پذیر تعویض حلقه روی مدولͬ M کنید فرض .٢١.٢.١ تعریف

اینجا در مͬ�دهیم. نشان suppR(M) یا supp(M) با را مجموعه این است؛ {P ∈ spec(R) : MP ̸= ۰}

بنابراین است. R حلقه�ی اول ایده�آل�های مجموعه�ی spec(R) و P در M سازی موضعͬ از حاصل مدول MP

شمول رابطه به نسبت ، supp(M) مینیمال عناصر مجموعه ،M مینیمال اول آل�های ایده مجموعه کلͬ حالت در

است.

ایده�آل هر برای و ،MP ̸= ۰ اگر مͬ�شود، نامیده M مینیمال اول ایده�آل ،P ⊂ R اول ایده�آل .٢٢.٢.١ تعریف

داده نشان Min(M) توسط M مینیمال اول ایده�آل�های مجموعه .MQ = ۰ باشیم داشته Q ( P که Q اول

تنها و اگر است R
I
حلقه مینیمال اول ایده�آل P آنگاه باشد R حلقه ایده�آل ͷی I هرگاه مͬ�شود ملاحظه مͬ�شود.

باشد. I مینیمال اول ایده�آل� P اگر

ایده�آلهای از زنجیر ͷی P۰ ⊂ P۱ ⊂ ... ⊂ Pn و ناصفر و متناهͬ تولید با Mمدول فرضکنیم تعریف٢٣.٢.١.

نمایش dimM با را زنجیرهای چنین ماکسیمال .Pi ∈ Supp(M) ،i = ۰,۱, ..., n هر ازای به که باشد اول

.dimM = ∞ مͬ�دهیم قرار نباشد موجود ماکسیمال صورتیͺه در مͬ�دهیم.

لذا مͬ�کنیم. تعریف dim MP برابر را M به نسبت P ارتفاع R از P اول ایده�آل برای بنابراین

dim M = max{dimR/P | P ∈ supp(M)}.

هرگاه مͬ�نامیم M روی صفر علیه مقسوم ͷی را x ∈ R باشد. مدول -R ͷی M کنید فرض .٢۴.٢.١ تعریف

.xm = ۰ بطوریͺه باشد موجود ۰ ̸= m ∈ M

گوییم نباشد M روی صفر علیه مقسوم ͷی x ∈ R اگر باشد. -مدول R ͷی M کنید فرض .٢۵.٢.١ تعریف

است. -منظم M عنصر ͷی x که

رشته ͷی را R عناصر از x = x۱, ..., xn رشته�ی باشد. -مدول R ͷی M کنید فرض .٢۶.٢.١ تعریف

باشد: برقرار زیر شرط دو هرگاه گوییم -منظم M

باشد. منظم M/(x۱, ..., xi−۱)M عنصر ͷی xi ، ۱ ≤ i ≤ n هر برای الف)

. M/xM ̸= ۰ ب)

ͷی را x۱, ..., xn ∈ I باشد. R حلقه�ی در ایده�آلͬ I و باشد. -مدول R ͷی M کنید فرض .٢٧.٢.١ تعریف

-منظم M رشته ͷی ،x۱, ..., xn+۱ رشته ،xn+۱ ∈ I هر ازای به هرگاه گوییم. I از ماکسیمال منظم -رشته M

نباشد. I از

باشد R در ایده�آل ͷی I و مولد متناهͬ -مدول R ͷی M ، نوتری حلقه�ی ͷی R کنید فرض .٢٨.٢.١ قضیه

این که هستند یͺسان طولͬ دارای I از ماکسیمال منظم -رشته�های M تمام صورت این در .IM ̸= M بطوریͺه

مͬ�دهیم. نمایش grad(I, M) با و گوییم M در I درجه�ی را طول
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.[١.٢.۵ قضیه ،٨] به شود رجوع اثبات.

.grad(I, M) = ∞ مͬ�دهیم قرار آنگاه ،M = IM اگر .٢٩.٢.١ تذکر

این در باشد. مولد متناهͬ -مدول R ͷی M نوتری، موضعͬ حلقه�ی ͷی (R, m) کنید فرض .٣٠.٢.١ تعریف

درجه�ی باشد نوتری و موضعͬ حلقه�ی (R, m) که حالتͬ در بنابراین گوییم. M عمق را grad(m,M) صورت

مͬ�دهیم. نمایش depthM با را آن و مͬ�شود. نامیده M عمق ،M روی m

باشد. مولد متناهͬ R-مدول ͷیM ̸= ۰ و نوتری و موضعͬ حلقه�ی ͷی (R,m) فرضکنید تعریف٣١.٢.١.

ͷی عنوان به R اگر .depthM = dimM هرگاه گوییم کوهن-مͺاولͬ -مدول R ͷی را M صورت این در

است. کوهن-مͺاولͬ حلقه�ی ͷی R گوییم صورت این در باشد کوهن-مͺاولͬ -مدول R

Rp موضعͬ حلقه�ی R از اول ایده�آل هر ازای به هرگاه گوییم کوهن-مͺاولͬ Rرا دلخواه حلقه�ی کلͬ طور به

کوهن-مͺاولͬ هم هرگاه گویند ماکسیمال را M مانند کوهن-مͺاولͬ مدول ͷی همچنین باشد. کوهن-مͺاولͬ

.dimR = dimM اینکه هم و

ماکسیمال ایده�آل هر برای Mm مدول هرگاه است کوهن-مͺاولͬ مدول ͷی M کلͬ حالت در

مͬ�توان را M آنگاه باشد Ann(M) در مشمول R از ایده�آل ͷی I اگر باشد. کوهن-مͺاولͬ m ∈ Supp(M)

باشد کوهن-مͺاولͬ M و موضعͬ حلقه�ی ͷی R اگر ویژه به گرفت. نظر در R/I-مدول یا R-مدول عنوان به

است. R/Ann(M) روی کوهن-مͺاولͬ ماکسیمال مدول ͷی M آنگاه

صورت این در باشد. کوهن-مͺاولͬ Mیͷمدول ̸= ۰ و موضعͬ یͷحلقه (R,m) فرضکنیم .٣٢.٢.١ قضیه

برقرارند: زیر گزاره�های

.P ∈ Ass(M) هر برای dimR/P = depthM الف)

.I ⊆ m ایده�آل هر برای grade(I,M) = dimM − dimM/IM ب)

.dimM/xM = dimM − n اگر تنها و اگر است رشته -M ͷی x = x۱, x۲, ..., xn ج)

.[٢.١.٢ قضیه ،٨] به شود رجوع اثبات.

باشد. متناهͬ R-مدول ͷی M و باشند. آن آلهای ایده J ، I و نوتری حلقه ͷی R کنیم فرض .٣٣.٢.١ گزاره

صورت این در

.grade(I, M) = inf{depthMP : P ∈ V (I)} الف)

.grade(I ∩ J,M) = min{grade(I, M) , grade(J,M)} ب)

صورت این در باشد. I در رشته -M ͷی x = x۱, ..., xn اگر ج)

grade(I/(x),M/xM) = grade(I, M/xM) = grade(I,M) − n.

.[١.٢.١٠ گزاره ،٨] به شود رجوع اثبات.
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این در باشد. متناهͬ R-مدول ͷی M ̸= ۰ و نوتری موضعͬ حلقه ͷی (R,m) کنیم فرض .٣۴.٢.١ گزاره

خاص حالت در اینکه بویژه است. M پارامترهای از دستگاه ͷی از قسمتͬ M-رشته، هر صورت

.depthM ≤ dimM

.[١.٢.١٢ گزاره و ١.٢.١١ گزاره ،٨] به شود رجوع اثبات.

و g : G −→ M و R-مدول ،N و M و G و باشد، پذیر تعویض حلقه�ای R کنید فرض .٣۵.٢.١ تعریف

اگر است (کامل) دقیق G
g−→ M

f−→ N دنباله�ی که مͬ�گوییم باشند. R-مدولͬ همریختͬ f : M −→ N

.Im g = ker f

دنباله گوئیم کلͬ طور به

· · · −→ Mn−۱ dn−۱

−→ Mn dn

−→ Mn+۱ dn+۱

−→ Mn+۲ −→ · · ·

دنباله�ی اگر است کامل دنباله این از M r جمله�ی در R-همریختͬ�ها و R-مدول�ها از

M r−۱ dr−۱

−→ M r dr

−→ M r+۱

و dr−۱ نگاشت دو هر که Mای r جمله�ی هر در دنباله این اگر است کامل دنباله مͬ�گوییم باشد. کامل دنباله�ای

باشد. کامل شده�اند تعریف dr

صورت به R-همریختیها و R-مدول�ها از کامل دنباله�ی

۰ −→ G
f−→ M

g−→ N −→ ۰

مͬ�نامیم. کوتاه (کامل) دقیق دنباله را

آزاد R-مدول ͷی همریخت تصویر M صورت این در باشد. R-مدول ͷی M کنیم فرض .٣۶.٢.١ قضیه

است.

نامتناهͬ یا متناهͬ مͬ�تواند I آن در که مͬ�باشد
⊕
i∈I

R صورت به یͺریختͬ تقریب با آزاد R-مدول هر اثبات.

باشد.

متناهͬ مͬ�تواند X که شود (توجه .< X >= M یعنͬ باشد M برای مولد مجموعه ͷی X کنیم فرض اینک

ضابطه�ی با را φ :
⊕
i∈X

R −→ M همریختͬ باشد). نامتناهͬ یا

φ({ri}i∈X) =
∑
i∈X

rixi

چون باشد، دلخواه m ∈ M اگر زیرا پوشاست. همریختͬ ͷی φ وضوح به .xi ∈ X آن در که مͬ�کنیم تعریف

داشت خواهیم است، M برای مولد مجموعه�ی ͷی X

m =
∑
i∈X

rixi = φ({ri}i∈X)

است. آزاد مدول R ͷی که است
⊕
i∈X

R همریخت تصویر M که شد ثابت لذا پوشاست. φ بنابراین
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