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١ فصل

مقدمه

این برداری فضای یک برای پایه یافتن می�باشد. پایه مفهوم برداری، فضاهای مطالعه در مهم بسیار مفاهیم از یکی

هیلبرت فضای یک در مشابه نحو به کنیم. تشریح و توصیف دقیق به�طور آن�را اعضای تمام که می�دهد ما به را امکان

هر آن�گاه باشد H برای هیلبرتی پایه�ی یک {ek}∞k=۱ اگر است. برخوردار زیادی اهمیت از هیلبرتی پایه�ی مفهوم ،H

به�صورت می�توان را h ∈ H

h =

∞∑
k=۱

ckek,

که است معنی این به بالا سری همگرایی هستند. یکتا آن در ck ضرایب که داد نمایش

lim
n→∞

∥h−
n∑

k=۱
ckek∥ = ۰.

دارا پایه�ها که فوایدی تمام با اما است. H هیلبرت فضای داخلی ضرب از حاصل نرم بالا، رابطه در رفته به�کار نرم

می�کند. فراهم قاب مفهوم به�نام جدیدی مفهوم برای را زمینه پایه، سخت تقریباً و محدودکننده شرایط هستند،

روی بر مطالعه با شیفر و دافین به�وسیله میلادی ١٩۵٢ سال در بار نخستین هیلبرت فضاهای در قاب�ها مفهوم

از دنباله�هایی مطالعه برای ابزاری عنوان به را قاب�ها ایشان واقع در گردید. آغاز غیرهارمونیکی فوریه سری�های

دلایلی به بنا دادند. قرار استفاده مورد هستند، مختلط یا حقیقی اعداد از خانواده�ای {λn}n∈Z که {eiλnx}n∈Z نوع

میِر و گراسمن دابیچز، توسط که کارهایی ١٩٨۶ سال در اما نکرد. پیدا ادامه ١٩٨۶ سال تا شیفر و دافین کارهای

باناخ فضاهای به را قاب�ها گروچنیگ ١٩٨٩ سال در گردید. تئوری این دوباره شدن زنده باعث شد انجام قاب�ها روی

تعریف متناهی بعد با هیلبرت فضاهای برای را قاب�ها خاص، حالت یک در لئون و کاسازا ٢٠٠٢ سال داد. تعمیم

با هیلبرت فضاهای برای قاب�ها ساخت قاب، عملگر تکین مقدار تجزیه روش کمک به رولی ٢٠٠۵ سال در کردند.

نظریه از استفاده با را قاب بردارهای برای معین نرم�های ویژگی با قاب��ها ساخت همچنین کرد. معرفی را متناهی بعد

کرد. ارائه احاطه�سازی



مقدمه .١ ٢فصل

ترکیب به�صورت را فضا این در بردار هر که می�کنند فراهم را امکان این هیلبرت، فضای یک برای قاب�ها واقع در

در قاب یک بنابراین نیست. لازم اعضا این بودن خطی مستقل ولی دهند نمایش قاب اعضای از نامتناهی خطی

این با دارد، h =
∑∞

k=۱ ckfk به�صورت نمایشی h ∈ H هر که است {fk}∞k=۱ عناصر از دنباله�ای H هیلبرت فضای

که، است این�صورت به قاب ریاضی دقیق تعریف اما نیستند. یکتا لزوماً خطی ترکیب این در ck ضرایب که تفاوت

۰ < A ≤ B < ∞ ثابت�های اگر می�شود، نامیده H برای قاب یک H هیلبرت فضای عناصر از {fk}∞k=۱ دنباله

به�طوری�که باشند موجود

∀h ∈ H, A∥h∥۲ ≤
∞∑
k=۱

|⟨h, fk⟩|۲ ≤ B∥h∥۲.

نیستند. یکتا اعداد این و می�نامیم قاب کران�های را A,B اعداد

به�جز امروزه شد. نمایان نظریه این از زیادی کابردهای قاب�ها نظریه سریع رشد و گسترش با همراه اخیر سال بیست در

اساسی ابزار قاب�ها مخابرات، در بی�سیم ارتباط و تصویر پردازش سیگنال، پردازش مانند قاب قدیمی کاربردهای

شمار به داده�ها انتقال سیستم�های در داده�ها اتلاف اثر کاهش نورشناسی، گیری، نمونه نظریه داده�ها، سازی متراکم در

می�آیند.

برای معین ویژگی�های با قاب�ها ساخت است، گرفته قرار ریاضی�دانان توجه مورد اخیر سال�های در که مباحثی از یکی

است. متناهی بعد با هیلبرت فضاهای در قاب بردارهای

می�باشد: HN متناهی بعد با هیلبرت فضاهای برای زیر مباحث ارائه پایان�نامه این در ما اصلی هدف

ترکیب. عملگر تکین مقدار تجزیه روش کمک به قاب ساختن الف)

بسازیم. قاب بردارهای برای معین نرم�های ویژگی با قاب�هایی احاطه�سازی، نظریه از استفاده با ب)

بسازیم. معین قاب پتانسیل با قاب�هایی ج)

است. زیر شرح به� پایان�نامه این مختلف فصل�های است. شده تنظیم [١٩] مرجع برمبنای پایان�نامه این مطالب

ماتریس�ها تکین مقادیر تجزیه روش و Rn در احاطه�سازی نظریه یعنی لازم، نیازهای پیش ارائه به دوم فصل در

مثال�های همچنین است. شده تعریف دقیق به�طور Rn در احاطه�سازی مفهوم فصل این اول بخش در می�پردازیم.

روش معرفی به فصل این از دوم بخش در است. شده ارائه نظریه این به مربوط ضروری و لازم قضیه�های و متنوع

را زمینه پیش�نیازها این می�پردازیم. تکین مقدار تجزیه اساسی قضیه و مثال با همراه ماتریس�ها تکین مقدار تجزیه

تکین مقدار تجزیه روش کمک به قاب�ها ساخت و قاب بردارهای برای معین نرم�های ویژگی با قاب�ها ساخت برای

می�کند. یاری نامه، پایان اهداف به رسیدن در را ما و فراهم متناهی، بعد با هیلبرت فضاهای در

نظریه بر مروری ابتدا فصل این اول بخش در می�پردازیم. هیلبرت فضاهای در قاب�ها نظریه ارائه به سوم، فصل در

قضیه�های و متنوع مثال�های هیلبرت، فضاهای در قاب�ها تعریف ارائه به دوم بخش در و داشت خواهیم عملگرها

مثال با همراه را قاب عملگر و تجزیه عملگر ترکیب(پیش�قابی)، عملگر فصل این سوم بخش در می�پردازیم. ضروری

می�کنیم. ارائه لازم قضیه�های و



مقدمه .١ ٣فصل

پایان اهداف با مطابق فصل این می�پردازیم. متناهی بعد با هیلبرت فضاهای برای قاب�ها ساخت به چهارم فصل در

مقدار تجزیه روش کمک به HN برای را قاب�ها ساخت نحوه اول، بخش در است. شده تقسیم بخش چهار به نامه

در قاب بردارهای برای معین نرم�های با قاب�ها ساخت دوم بخش در می�دهیم. نشان ترکیب(پیش�قابی) عملگر تکین

پتانسیل با قاب�هایی ساخت به و می�کنیم معرفی را قاب پتانسیل جدید مفهوم سوم بخش در می�کنیم. ارائه را HN

می�دهیم. ارائه را پایان�نامه این پیشنهادات و نتیجه�گیری چهارم بخش در می�پردازیم. HN در معین قاب



٢ فصل

پیش�نیازها

شرایط و Rn در احاطه�سازی مفهوم اول بخش در می�پردازیم. پایان�نامه ضروری و لازم پیش�نیازهای به فصل این در

مثال با همراه آن�را اساسی قضیه و ماتریس�ها تکین مقدار تجزیه دوم بخش در می�دهیم. قرار بررسی مورد آن�را معادل

شده�اند. تنظیم [٢١] و [١۴] ،[١٢] ،[٢] ،[١] مراجع مبنای بر فصل این مطالب می�کنیم. ارائه

Rn در احاطه�سازی ١.٢

قرار ریاضیدانان توجه مورد بیستم قرن ابتدای از که می�باشد ریاضی مهم مفاهیم از یکی Rn در احاطه�سازی مفهوم

�است. گرفته

هرگاه، می�نامیم نزولی مرتب�شده را x↓ = (x[۱], . . . , x[n]) ،x = (x۱, . . . , xn) ∈ Rn هر برای ١.١.٢ تعریف

� .x[۱] ≥ x[۲] ≥ . . . ≥ x[n] و {x۱, . . . , xn} = {x[۱], . . . , x[n]}

∑m
k=۱ x[k] ≤ ،۱ ≤ m ≤ n هر برای اگر .x = (x۱, . . . , xn), y = (y۱, . . . , yn) ∈ Rn فرضکنیم تعریف٢.١.٢

می�دهیم. نمایش x ≺w y نماد با و می�نامیم y توسط ضعیف احاطه�شده را x آن�گاه
∑m

k=۱ y[k]

� می�دهیم. نمایش x ≺ y نماد با و می�نامیم y توسط احاطه�شده را x آن�گاه
∑n

k=۱ x[k] =
∑n

k=۱ y[k] اگر به�علاوه،

این�صورت در .
∑n

k=۱ xk = ۱ و xk ≥ ۰ ،۱ ≤ k ≤ n هر برای و ،x ∈ Rn کنیم فرض ٣.١.٢ مثال

(
۱
n
, · · · , ۱

n
) ≺ (x۱, . . . , xn) ≺ (۱, ۰, . . . , ۰).

داریم: مثال عنوان به

(
۱
n
, . . . ,

۱
n
) ≺ (

۱
n− ۱ , . . . ,

۱
n− ۱ , ۰) ≺ . . . ≺ (

۱
۲ ,

۱
۲ , ۰ . . . , ۰) ≺ (۱, ۰, . . . , ۰).
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داریم: x ∈ Rn و c ≥ ۰ برای ترتیب همین به

۱
(
∑n

k=۱ xk) + nc
(x۱ + c, . . . , xn + c) ≺ ۱

(
∑n

k=۱ xk)
(x۱, . . . , xn).

�

می�دهیم قرار می�پردازیم. نماد چند معرفی به Rn در آن معادل شرایط و احاطه�سازی قضیه�های اثبات برای ادامه در

x+ := (max{x۱, ۰}, . . . ,max{xn, ۰}) ،|x| := (|x۱, |, . . . , |xn|) تعریفمی�کنیم x ∈ Rn برای و e := (۱, . . . , ۱)

.tr(x) :=
∑n

k=۱ xk = ⟨x, e⟩ و

.tr(x− te)+ ≤ tr(y − te)+ ،t ∈ R هر برای اگر تنها و اگر x ≺w y ،x, y ∈ R برای ۴.١.٢ لم

می�افتد: اتفاق زیر حالت�های t ∈ R برای این�صورت در .x ≺w y کنیم فرض برهان.

m باشد داشته وجود اگر می�شود. حاصل حکم و tr(x − te)+ =
∑n

k=۱(xk − t)+ = ۰ آن�گاه t > x[۱] اگر

نتیجه در .tr(x− te)+ =
∑m

k=۱(x[k] − t) آن�گاه x[m+۱] < t ≤ x[m] به�طوری�که

tr(y − te)+ ≥
m∑
k=۱

(y[k] − t)+

≥
m∑
k=۱

(y[k] − t)

≥
m∑
k=۱

(x[k] − t) = tr(x− te)+.

می�باشد. قبل حالت مشابه اثبات ،t ≤ x[n] برای

می�دهیم قرار m ≤ n− ۱ برای این�صورت در .tr(x− te)+ ≤ tr(y− te)+ ،t ∈ R هر برای کنیم فرض برعکس،

داریم: پس .t = ym+۱

m∑
k=۱

(y[k] − t) = tr(y − te)+

≥ tr(x− te)+

≥
m∑
k=۱

(x[k] − t)+ ≥
m∑
k=۱

(y[k] − t).

tr(x− te) =
∑n

k=۱(xi − t) داریم کوچک های t برای طرفی از .
∑m

k=۱ x[k] ≤
∑m

k=۱ y[k] پس

■ است. تمام اثبات بنابراین و
∑n

k=۱ x[k] ≤
∑n

k=۱ y[k] نتیجه در .tr(y − te) =
∑n

k=۱(yi − t) و

.tr|x− te| ≤ tr|y − te| ،t ∈ R هر برای اگر تنها و اگر x ≺ y ،x, y ∈ R برای ۵.١.٢ لم
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داریم: t هر برای قبل لم بنابر لذا .x ≺w y و tr(x) = tr(y) این�صورت در .x ≺ y کنیم فرض برهان.

tr(x− te)+ ≤ tr(y − te)+

داریم: ،|z|+ z = ۲z+ ، z ∈ R هر برای این�که به توجه با طرفی از

tr|x− te| = ۲tr(x− te)+ − tr(x− te)

≤ ۲tr(y − te)+ − tr(y − te)

= tr|y − te|

داریم: بزرگ tهای برای این�صورت در .tr|x− te| ≤ tr|y − te| ،t ∈ R هر برای کنیم فرض برعکس،

tr|y − te| = tr(te− y), tr|x− te| = tr(te− x)

داریم: کوچک tهای برای همچنین .tr(x) ≥ tr(y) پس

tr|y − te| = tr(y − te), tr|x− te| = tr(x− te)

خواهیم ،|z|+ z = ۲z+ ، z ∈ R هر برای این�که به توجه با حال .tr(x) = tr(y) نتیجه در .tr(x) ≤ tr(y) پس

داشت:

tr(x− te)+ =
tr|x− te|+ tr(x− te)

۲

≤ tr|y − te|+ tr(y − te)

۲
= tr(y − te)+.

■ می�شود. حاصل حکم و x ≺w y قبل لم بنابر نتیجه در

ماتریس�های مفهوم ابتدا دارد، اساسی نقش احاطه�سازی بررسی در تصادفی ماتریس� مفهوم این�که به توجه با

می�کنیم. بیان را آن�ها ویژگی�های و تصادفی

را نامنفی حقیقی درایه�های با P = (pij) ∈Mn(R) ماتریس ۶.١.٢ تعریف

∑n
j pij = ۱ ،i هر برای هرگاه نامیم سطری تصادفی ماتریس یک (١

∑n
i pij = ۱ ،j هر برای هرگاه نامیم ستونی تصادفی ماتریس یک (٢

باشد. ستونی و سطری تصادفی ماتریس یک هرگاه نامیم دوگانه تصادفی ماتریس یک (٣
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به�طوری�که باشد داشته وجود U = (uij) یکانی ماتریس هرگاه نامیم متعامد تصادفی ماتریس یک (۴

.P = (|uij |۲)

�

j هر برای آن�گاه باشند، دوگانه تصادفی ماتریس�های Q = (qij) و P = (pij) اگر که است يادآوری به لازم

داریم:

n∑
i=۱

(PQ)ij =

n∑
i=۱

n∑
k=۱

pikqkj

=

n∑
k=۱

qkj(

n∑
i=۱

pik) = ۱

تصادفی ماتریس یک دوگانه تصادفی ماتریس دو حاصل�ضرب نتیجه در .
∑n

j=۱(pq)ij = ۱ ،i هر برای همچنین

است. دوگانه

تصادفی ماتریس یک A =

 t۱ ۱− t۱

t۲ ۱− t۲

 ماتریس آن�گاه .۰ ≤ t۱, t۲ ≤ ۱ کنیم فرض ٧.١.٢ مثال

A = ماتریس است. ستونی تصادفی ماتریس یک A =

 t۱ t۲

۱− t۱ ۱− t۲

 ماتریس همچنین است. سطری

� است. دوگانه تصادفی ماتریس یک ،۰ ≤ t ≤ ۱ برای

 t ۱− t

۱− t t


جایگشت ماتریس یک را A باشد. Rn فضای برای استاندارد پایه {e۱, . . . , en} کنیم فرض ٨.١.٢ ملاحظه

برای به�طوری�که باشد داشته وجود π : {۱, . . . , n} −→ {۱, . . . , n} پوشای و یک به یک نگاشت هرگاه می�نامیم،

دقیقاً ،Aماتریس ستون هر در پس می�باشد Aماتریس ام i ستون بیانگر Aei این�که به توجه با .Aei = eπ(i) ،i هر

عدد یک�بار دقیقاً نیز سطر هر در طرفی از می�باشند. صفر ستون آن درایه�های بقیه�ی و می�شود ظاهر یک عدد یک�بار

آن�گاه aij۱ = aij۲ ،i برای اگر این�صورت غیر در زیرا می�شود، ظاهر یک

⟨eπ(j۱), ei⟩ = ⟨Aej۱ , ei⟩ = aij۱ = ۱ = aij۲ = ⟨Aej۲ , ei⟩ = ⟨eπ(j۲), ei⟩

می�باشد i مخالف آن�ها از یکی حداقل نتیجه در .π(j۱) ̸= π(j۲) است، یک به یک نگاشتی π این�که به توجه با اما

ظاهر یک�بار دقیقاً یک عدد ستون و سطر هر در این�که به توجه با حال می�رسیم. تناقض به eiها بودن متعامد بنابر و

که، گرفت نتیجه می�توان بالا توضیحات بنابر همچنین است. دوگانه تصادفی ماتریس یک Aپس می�شود

{Aماتریس ستون�های } = {eπ(i)}ni=۱ = {ei}ni=۱

می�باشد. وارون�پذیر ماتریس یک A لذا می�دهند. خطی مستقل مجموعه یک تشکیل Aماتریس ستون�های نتیجه در
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در j = π(i) می�دهیم قرار .A−۱eπ(i) = ei نتیجه در و A−۱Aei = ei ،i هر برای پس A−۱A = I به توجه با حال

تولید جایگشت ماتریس نیز A−۱ پس .i = π−۱(j) می�باشد وارون�پذیر نگاشت یک π این�که به توجه با این�صورت

� می�باشد. π−۱ توسط شده

وجود P جایگشت ماتریس بالا مثال بنابر پس می�باشد x نزولی مرتب�شده x↓ این�که به توجه با ٩.١.٢ ملاحظه

جایگشت ماتریس�های برای آن�گاه x ≺ y اگر احاطه�سازی، تعریف به توجه با همچنین .x↓ = Px به�طوری�که دارد

� .Px ≺ Qy نیز Q و P

باشد، جایگشت ماتریس یک A ∈ Mn(R) و متعامد تصادفی ماتریس یک Q ∈ Mn(R) اگر ١٠.١.٢ قضیه

است. متعامد تصادفی ماتریس یک نیز AQ آن�گاه

به�طوری�که دارد وجود U = (uij) ∈Mn(R) یکانی ماتریس پس است متعامد تصادفی ماتریس Qیک چون برهان.

یک دقیقاً سطر هر در پس است جایگشت ماتریس یک A این�که به توجه با .qij = |uij |۲ ،۱ ≤ i, j ≤ n برای

به�طوری�که دارد وجود t یک دقیقاً دلخواه i برای نتیجه در است. یک برابر آن مقدار و دارد وجود صفر مخالف عضو

داریم: لذا .⟨Aei, et⟩ = ait = ۱

(AU)ij =

n∑
k=۱

aikukj = aitutj = utj

(AQ)ij =

n∑
k=۱

aikqkj = aitqtj = |utj |۲

یک نیز AU پس است، یکانی ماتریس یک جایگشت ماتریس هر چون طرفی از .(AQ)ij = |(AU)ij |۲ نتیجه در

■ می�باشد. متعامد تصادفی ماتریس یک AQ نتیجه در است. یکانی ماتریس

را آن�ها ویژگی�های از برخی ادامه در می�دهیم. نمایش Dn با را دوگانه تصادفی n × n ماتریس�های مجموعه�ی

می�دهیم. قرار بررسی مورد

باشد: داشته را زیر شرایط اگر تنها و اگر است دوگانه تصادفی ماتریس یک P ١١.١.٢ قضیه

.Px ≥ ۰ ،x ≥ ۰ هر برای (١

.Pe = e (٢

.tr(Px) = tr(x) (٣

نامنفی آن درایه�های همه�ی چون این�صورت در باشد. دوگانه تصادفی ماتریس یک P = (pij) کنیم فرض برهان.

، ۱ ≤ i ≤ n هر برای چون همچنین .Px = (
∑n

j=۱ p۱jxj , . . . ,
∑n

j=۱ pnjxj) ≥ ۰ داریم x ≥ ۰ برای پس است
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∑n
i=۱ pij = ۱ ،۱ ≤ j ≤ n هر برای چون طرفی از .Pe = (

∑n
j=۱ p۱j , . . . ,

∑n
j=۱ pnj) = eپس

∑n
j=۱ pij = ۱

داریم: پس

n∑
i=۱

(Px)i =
n∑
i=۱

n∑
j=۱

pijxj

=

n∑
j=۱

xj(

n∑
i=۱

pij) =

n∑
j=۱

xj .

داریم ،۱ ≤ j ≤ n هر برای چون این�صورت در می�کند. صدق بالا شرایط در P ماتریس کنیم فرض برعکس،

توجه با طرفی از .
∑n

j=۱ pij = ۱ پس Pe = e چون همچنین .pij ≥ ۰ ،i, j هر برای پس Pej = (p۱j , . . . , pnj)∑n
i=۱

∑n
t=۱ pit(ej)t = نتیجه در .tr(Pej) = tr(ej) = ۱ ،۱ ≤ j ≤ n هر برای پس tr(Px) = tr(x) این�که به

■ می�شود. حاصل قضیه حکم و
∑n

i=۱ pij = ۱

همچنین .Px ≤ Py نتیجه در و P (y − x) ≥ ۰ ،y − x ≥ ۰ چون صورت این در ،x ≤ y اگر بالا قضیه بنابر

نتیجه در و −|x| ≤ x ≤ |x| ،x ∈ Rn برای بنابراین −|z| ≤ z ≤ |z| ،z ∈ R هر برای این�که به توجه با

این�صورت در −|xi| ≤ yi ≤ |xi| ،i هر برای چون −|x| ≤ y ≤ |x| اگر ضمن در .−P |x| ≤ Px ≤ P |x|

.|Px| ≤ P |x| ترتیب این به .|y| ≤ |x| بنابراین |yi| ≤ |xi|

.Px ≺ x ،x ∈ R هر برای آن�گاه باشد دوگانه تصادفی ماتریس یک P اگر ١٢.١.٢ قضیه

با t ∈ R هر برای .tr(|Px − te| ≤ tr(|x − te|) ،t ∈ R هر برای دهیم نشان کافیست ۵.١.٢ لم بنابر برهان.

.|Px− te| = |P (x− te)| ≤ P |x− te| این�صورت در .Px− te = P (x− te) داریم Pe = e این�که به توجه

بنابر پس است دوگانه تصادفی ماتریس یک P این�که به توجه با حال .tr|Px − te| ≤ tr(P |x − te|) بنابراین

■ .tr(|Px− te|) ≤ tr(|x− te|) نتیجه در و tr(P |x− te|) = tr(|x− te|) ،١١.١.٢ قضیه�ی

.xi ≥ ۰ ،۱ ≤ i ≤ n هر برای آن�گاه x ≺ e۱ اگر ١٣.١.٢ لم

این�صورت در .x[t] < ۰ ،t > m برای به�طوری�که باشد داشته وجود m و نباشد چنین کنیم فرض برهان.

۱ =
n∑
i=۱

xi <

m∑
i=۱

x[i] +

n∑
i=m+۱

x[i] ≤ ۱

■ می�رسیم. تناقض به و

است. دوگانه تصادفی ماتریس یک P آن�گاه Px ≺ x ،x ∈ Rn هر برای اگر ١۴.١.٢ قضیه
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برای همچنین و pij ≥ ۰ ،i, j هر برای قبل قضیه بنابر پس Pej = (p۱j , . . . , pnj) ≺ ej این�که به توجه با برهان.

برای و (Pe)[۱] ≤ ۱ پس Pe = (
∑n

j=۱ p۱j , . . . ,
∑n

j=۱ pnj) ≺ (۱, . . . , ۱) چون طرفی از .
∑n

i=۱ pij = ۱ ،j هر

نتیجه
∑n

i=۱
∑n

j=۱ pij = n این�که به توجه با بنابراین .
∑n

j=۱ pij ≤ ۱ ،i هر برای نتیجه در .(Pe)[m] ≤ ۱ ،m هر

■ است. دوگانه تصادفی ماتریس یک P پس
∑n

j=۱ pij = ۱ ،i هر برای می�گیریم

.Ax ≺ x ،x ∈ Rn هر برای اگر تنها و اگر است دوگانه تصادفی ماتریس یک A ∈Mn(R) ١۵.١.٢ نتیجه

به�طوری�که دارد وجود A ∈ M۲(R) دوگانه تصادفی ماتریس آن�گاه x ≺ y اگر ، x, y ∈ R۲ برای ١۶.١.٢ لم

.x = Ay

x ≺ y چون این�صورت در باشند. مرتب�شده نزولی به�طور y = (y۱, y۲) و x = (x۱, x۲) کنیم فرض ابتدا برهان.

به�طوری�که دارد وجود ۰ ≤ t ≤ ۱ نتیجه در .y۲ ≤ x۲ ≤ x۱ ≤ y۱ پس x۱ + x۲ = y۱ + y۲ و x۱ ≤ y۱ داریم

A =

 t ۱− t

۱− t t

 دوگانه تصادفی ماتریس برای بنابراین .x۲ = (۱− t)y۱ + ty۲ و x۱ = ty۱ + (۱− t)y۲

وجود Q و P جایگشت ماتریس�های ٩.١.٢ ملاحظه بنابر آن�گاه نباشند نزولی مرتب�شده y و x اگر .x = Ay داریم

به�طوری�که دارد وجود A ماتریس بالا، توضیحات بنابر پس .x↓ ≺ y↓ و y↓ = Qy و x↓ = Px به�طوری�که دارند

نیز آن وارون پس است جایگشت ماتریس یک P این�که به توجه با حال .Px = AQy نتیجه در و x↓ = Ay↓

تصادفی ماتریس یک جایگشت ماتریس هر چون آن�گاه R = P−۱AQ دهیم قرار اگر است. جایگشت ماتریس یک

ماتریس یک R پس می�باشد دوگانه تصادفی ماتریس دوگانه، تصادفی ماتریس�های حاصل�ضرب و است دوگانه

■ است. دوگانه تصادفی

داریم. نیاز T−تبدیل ماتریس�های مفهوم به n ≥ ۳ حالت در بالا لم اثبات برای

Q جایگشت ماتریس و ۰ ≤ t ≤ ۱ حقیقی عدد هرگاه نامیم ماتریسT−تبدیل یک را P ماتریس ١٧.١.٢ تعریف

به توجه با .P = tI + (۱− t)Q به�طوری�که باشد داشته وجود ترانهش) (ماتریس می�کند جابه�جا را درایه دو فقط که

y ∈ Rn برای آن�گاه می�کند جابه�جا را k و i درایه دو که باشد جایگشتی ماتریس Q اگر می�شود مشاهده بالا تعریف

داریم:

P (y) = (y۱, . . . , yi−۱, tyi + (۱− t)yk, yi+۱, . . . , yk−۱, (۱− t)yi + tyk, yk+۱, . . . , yn).

هر برای و است دوگانه تصادفی ماتریس یک پس است، جایگشت ماتریس یک Q این�که به توجه با همچنین



پیش�نیازها .٢ ١١فصل

داریم: ۱ ≤ j ≤ n

n∑
i=۱

pij =

n∑
i=۱

(tI + (۱− t)Q)ij

= t+ (۱− t)
n∑
i=۱

qij = ۱.

هر نتیجه در است. نامنفی P درایه�های همه طرفی از .
∑n

j=۱ pij = ۱ داریم، ۱ ≤ i ≤ n هر برای مشابه به�طور

� است. دوگانه تصادفی ماتریس یک T−تبدیل ماتریس

یک نیز

 ۱ ۰۱×n

۰n×۱ P

 ∈ Mn+۱(R) آن�گاه باشد، T−تبدیل ماتریس یک P ∈ Mn(R) اگر ١٨.١.٢ لم

است. T−تبدیل ماتریس

به�طوری�که دارد وجود Qترانهش ماتریس و ۰ ≤ t ≤ ۱ حقیقی عدد پس است T−تبدیل ماتریس یک P چون برهان.

می�دارد نگه ثابت را اول درایه که است ترانهش ماتریسی

 ۱ ۰۱×n

۰n×۱ Q

 این�صورت در .P = tIn + (۱− t)Q

پس

tIn+۱ + (۱− t)

 ۱ ۰۱×n

۰n×۱ Q

 =

 t+ (۱− t) ۰۱×n

۰n×۱ P

 =

 ۱ ۰۱×n

۰n×۱ P


■ است. تمام اثبات بنابراین

است. برقرار زیر لم می�باشد، ترانهش ماتریس�های حاصل�ضرب جایگشت ماتریس هر این�که به توجه با

P۱, . . . , Pm ∈ Mn+۱(R) تبدیل ماتریس�های از متناهی تعداد آن�گاه x ≺ y اگر ،x, y ∈ Rn+۱ برای ١٩.١.٢ لم

.x = P۱ . . . Pmy به�طوری�که دارند وجود

دارد وجود P۱ =

 t ۱− t

۱− t t

 = tI + (۱− t)

 ۰ ۱

۱ ۰

 ماتریس ١۶.١.٢ لم بنابر n = ۱ برای برهان.

برقرار نیز k = n + ۱ برای می�دهیم نشان باشد. برقرار k ≤ n برای لم کنیم فرض حال .x = P۱y به�طوری�که

به توجه با آن�گاه ،x = (x۱, . . . , xn+۱) ≺ y = (y۱, . . . , yn+۱) و باشند نزولی مرتب�شده x, y ∈ Rn+۱ اگر است.

نتیجه در .xn+۱ =
∑n+۱

i=۱ yi −
∑n

i=۱ xi ≥ yn+۱ پس
∑n+۱

i=۱ xi =
∑n+۱

i=۱ yi=۱ و
∑n

i=۱ xi ≤
∑n

i=۱ yi این�که

برای که باشد اندیسی کوچکترین k اگر .yn+۱ ≤ xi ≤ y۱ ،i برای پس مرتب�شده�اند نزولی ترتیب به ها xi چون

اگر .x۱ = ty۱ + (۱ − t)yk به�طوری�که دارد وجود ۰ ≤ t ≤ ۱ و yk ≤ x۱ ≤ yk−۱ آن�گاه yk ≤ x۱ ≤ y۱ آن


