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مریم نام: نیͺوانͬ آق دانشجو: خانوادگͬ نام

دستͽاه حل برای شده شرط پیش گاوس-سایدل و ژاکوبͬ نوع از تͺراری روش�های ارزیابͬ عنوان:
خطͬ معادلات

توتونیان فائزه دکتر راهنما: استاد
پزان گچ مرتضͬ دکتر مشاور: استاد

�عددی آنالیز گرایش: کاربردی ریاضͬ رشته: ارشد کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع

ریاضͬ علوم دانشͺده مشهد دانشͽاه:
٩٩ صفحات: تعداد ١٣٩١ فارغ�التحصیلͬ: تاریخ

طیفͬ، شعاع گاوس-سایدل، روش ژاکوبͬ، روش شده، شرط پیش تͺراری روش�های کلیدی: واژگان
شرط پیش ماتریس

چͺیده
ماتریس ͷی A ∈ Rn,n آن در که مͬ�گیریم نظر در را Ax = b خطͬ دستͽاه حل نامه پایان این در
بهبود منظور به اخیر، سال�های در مͬ�باشند. مجهول بردار x ∈ Rn و معلوم بردار b ∈ Rn معلوم، نامنفرد
تغییرات به بسیاری مقالات ،( گاوس-سایدل و (ژاکوبͬ ͷکلاسی تͺراری طرح�های همͽرایͬ سرعت
آن�ها ضرایب ماتریس که شده�اند داده اختصاص دستͽاه�هایͬ برای شرط�ها پیش از رده�ای اصلاحات و
ژاکوبͬ روش�های مقایسه و بررسͬ به نامه پایان این در مͬ�باشند. H-ماتریس ͷی یا M-ماتریس ͷی
M-ماتریس�ها خطͬ دستͽاه برای جدید شرط پیش ͷی و مͬ�پردازیم شده شرط پیش گاوس-سایدل و
نیز عددی مثال�های مͬ�گیرد. قرار تحلیل و تجزیه مورد شده شرط پیش روش همͽرایͬ مͬ�دهیم. ارائه

شد. خواهند ارائه گاوس-سایدل و ژاکوبͬ روش�های همͽرایͬ سرعت بهبود دادن نشان برای



یਪھا৩هآૡঙଘمقدৎ
ਗیऒواঘندசداষند



೯دایا...
نخورم حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بͬ�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنͬ من به

دوست تو که آنچنان اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بͽذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مˀردنͬ و

مͬ�داری.

تو پای به بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانͬ تو، بخاطر دیدن شͺنجه که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

امید برق که توست رهایͬ امید از مͬ�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگͬ بزرگ لذت تنها

مͬ�کنم. احساس ریه�هایم در را سعادت پاک هوای که توست خوشبختͬ از و مͬ�درخشد خسته�ام چشمان در

پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و ساده کلمات زیر در که را شͽفتͬ نیروی بزنم. حرف خوب نمͬ�توانم

دریاب. دریاب، کرده�ام

از من، نͽاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج برانͽیختن

آموخت. خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به را زیستن چͽونه تو،

فداکاری بͬ�پاداش، کار بͬ�سلاح، جهاد بͬ�همراه، رفتن نومیدی، در صبر شͺست، در تلاش توفیق من به

گستاخͬ بͬ�نمود، خوبͬ بͬ�ریا، ایمان بͬ�نان، خدمت بͬ�نام، عظمت بͬ�عوام، مذهب بͬ�دنیا، دین سͺوت، در

بداند، دوست بͬ�آنͺه داشتن دوست و جمعیت، انبوه در تنهایͬ بͬ�هوس، عشق بͬ�غرور، قناعت بͬ�خامͬ،

کن. روزی

اඛඟ໋ھا�ଌୃنඛھاॴوم،باز೯داࡣت
৯داಶඍن�॥ت... اوجاඎিنૡঙه



චاری... ণپاس໋�
آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس

تشͺر صمیمانه توتونیان، دکتر خانم خود، راهنمای استاد بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در

نمͬ�رسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایͬ�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و

این سازی آماده در و فرمودند تقبل را رساله این مشاوره� و مطالعه زحمت که پزان گچ دکتر آقای جناب از

دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایͬ مورد را اینجانب احسن نحو به رساله،

ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر مͬ�زنم بوسه پایان، در

این در که دلسوزی�هایش، و کم�ͷها پاس به مهربانم همسر از مͬ�کنم تشͺر و را مقدس�شان وجود مͬ�کنم

بودند. من پشتیبان بهترین روزگاران، سردترین

ජ໑۱۳۹۱مآقষیࢆوای



ൈঠஅتار
بͽيريد: نظر در را ذیل کلͬ شͺل به خطͬ معادلات دستͽاه

Ax = b,

حل برای مͬ�باشد. مجهول x ∈ Rn و معلوم b ∈ Rn معلوم، نامنفرد ماتریس ͷی A ∈ Rn,n آن در که

تͺراری روش تͺراری، روش�های اين از ͬͺي شده�اند. ارائه متعددی تͺراری روش�های فوق، خطͬ دستͽاه

مͬ�باشد. ژاكوبͬ

از کمتر آن تͺرار ماتریس طیفͬ شعاع اگر فقط و اگر است همͽرا تͺراری روش ͷی مͬ�دانیم که همانطور

یعنͬ است؛ وابسته آن تͺرار ماتریس طیفͬ شعاع به تͺراری روش ͷی همͽرایͬ سرعت همچنین باشد. ͷی

برای بود. خواهد بیشتر تͺراری روش همͽرایͬ سرعت باشد، کوچͺتر تͺرار ماتریس طیفͬ شعاع چه هر

كرد: استفاده ذيل صورت به سازی شرط پيش روش از مͬ�توان تͺراری، روش�های همͽرايͬ سرعت بهبود

PAx = Pb,

تͺراری روش�های برای مختلفͬ پيششرط ماتريس�های تاكنون مͬ�شود. ناميده ماتريسپيششرط P آن در كه

.[٢٨ ،١۴ ،١٨ ،١٠ ،٢٩ ،١١ ،٢٠] شده�اند ارائه

اين در مͬ�گيرند. قرار بررسͬ مورد شده شرط پيش گاوس-سایدل و ژاكوبͬ روش�های نامه پايان اين در

بود: خواهند ذيل شرح به ششم، الͬ اول فصل�های راستا

نياز مورد قضايای و لم�ها تعاريف، سپس مͬ�شود، بيان تͺراری روش�های كلͬ حالت ابتدا اول، فصل در

مͬ�گردند. ارائه بعد فصل�های در

بررسͬ مورد ،[٢۵] مرجع در همͺارانش١ و وان توسط شده ارائه شرط پيش ماتریس دوم، فصل در

مثال�های ارائه با همچنين مͬ�شود. ثابت شده شرط پيش ژاكوبͬ روش همͽرايͬ راستا، اين در مͬ�گيرد. قرار

مͬ�شود. داده نشان ژاكوبͬ روش همͽرايͬ سرعت بر شرط پيش ماتريس اين انتخاب تأثير عددی

Wang et al.١



سپس و [۵] مرجع در همͺارانش٢ و موس هدجیدی توسط شده معرفͬ شرط پيش ابتدا سوم، فصل در

همͽرايͬ منظور، اين برای شد. خواهد بررسͬ [٩] مرجع در همͺارانش٣ و کهنو توسط شده ارائه شرط پیش

فصل انتهای در مͬ�شود. ثابت شرط پيش ماتريس دو اين اعمال از حاصل شده� شرط پيش ژاكوبͬ روش�های

مͬ�گردد. ارائه عددی مثال�های نيز

قرار مطالعه مورد [١٣] مرجع در ۴جیان و لͬ توسط شده ارائه شرط پيش ماتريس چهارم، فصل در

همͽرايͬ لحاظ به پيششرط ماتريس اين با گاوس-سايدل و ژاكوبͬ نوع از روش�های راستا، اين در مͬ�گيرد.

سرعت بر شرط پيش ماتريس اين تأثير دادن نشان برای عددی مثال�های همچنين گيرند. مͬ قرار تحليل مورد

مͬ�شوند. ارائه گاوس-سايدل و ژاكوبͬ نوع از روش�های همͽرايͬ

بررسͬ مورد [٢٧] مرجع در همͺارانش۵ ژانو توسط شده معرفͬ ماتريسپيششرط دو پنجم، فصل در

دادن نشان برای عددی مثال�های و مͬ�شود ثابت شده شرط پيش ژاكوبͬ روش�های همͽرايͬ مͬ�گيرند. قرار

مͬ�گردند. ارائه آمده دست به نتايج

سپس و [١٩] مرجع در همͺارانش۶ نوتسوسو توسط شده ارائه پيششرط ماتريس ابتدا ششم، فصل در

اين برای مͬ�گيرند. قرار مطالعه مورد [٨] مرجع در همͺارانش٧ و هوان توسط شده ارائه پیششرط ماتریس

مͬ�گيرد. قرار تحليل مورد شرط پيش ماتريس دو اين با شده شرط پيش ژاكوبͬ روش�های همͽرايͬ منظور،

شده پيششرط روشژاكوبͬ همͽرايͬ و مͬ�شود پيشنهاد جديد ماتريسپيششرط ͷی فصل، اين در همچنين

آمده دست به نتايج دادن نشان برای نيز عددی مثال�های مͬ�گيرد. قرار بررسͬ مورد شرط پيش ماتريس اين با

پیشنهاداتͬ و مͬ�شود بیان فصل�ها تمام در شده ارائه مباحث از گیری نتیجه ͷی نیز انتها در شوند. مͬ ارائه

مͬ�گردد. ارائه آتͬ کارهای برای

Hadjidimos et al.٢
Kohno et al.٣
Li and Jiang۴
Zhang et al.۵

Noutsos et al.۶
Huang et al.٧
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١ فصل

مقدمه

گفتار پیش ١.١

مͬ�باشد: ذیل کلͬ شͺل به خطͬ معادلات دستͽاه حل به نیاز کاربردی مسائل از بسیاری در

Ax = b, (١.١)

روش�های مͬ�باشد. مجهول x ∈ Rn و معلوم b ∈ Rn معلوم، نامنفرد ماتریس ͷی A ∈ Rn,n آن در که

مͬ�باشد: ذیل شرح به روش�ها این کلͬ شͺل که شده�اند ارائه (١.١) خطͬ دستͽاه حل برای متعددی تͺراری

Mx(k+۱) = Nx(k) + b, k = ۰,۱, . . . , (٢.١)

نوشت: زیر صورت به مͬ�توان را (٢.١) بنابراین است. Mنامنفرد و A = M −N آن در که

x(k+۱) = Tx(k) + c, k = ۰,۱, . . . , (٣.١)

.c = M−۱b و مͬ�شود نامیده تͺراری روش تͺرار ماتریس T = M−۱N آن در که

بدون بنابراین هستند، صفر مخالف Aضرایب ماتریس قطری عناصر که مͬ�شود فرض نامه پایان این در

شد: فرضخواهد مسأله کلیت رفتن دست از

A = I − L− U, (۴.١)

اکید مثلثͬ بالا و اکید مثلثͬ پایین قسمت ترتیب به −U و −L همچنین است. همانͬ ماتریس I آن در که

و ͷکلاسی ژاکوبͬ روش به منجر N = L + U ،M = I انتخاب است، ذکر به لازم مͬ�باشند. A ماتریس

متناظر تͺرار ماتریس آنͽاه، مͬ�شود. ͷکلاسی گاوس-سایدل روش به منجر N = U ،M = I −Lانتخاب

توسط ͷکلاسی روشگاوس-سایدل با متناظر تͺرار ماتریس Bو = L+U توسط ͷکلاسی ژاکوبͬ روش با

مͬ�شوند. ارائه H = (I − L)−۱U

١



٢ مقدمه .١

است؛ وابسته آن تͺرار ماتریس طیفͬ شعاع به تͺراری روش ͷی همͽرایͬ سرعت مͬ�دانیم که همانطور

مؤثر شیوه ͷی مͬ�شود. تͺراری روش همͽرایͬ افزايشسرعت باعث تͺرار ماتریس طیفͬ كاهششعاع یعنͬ

است: ذیل صورت به خطͬ دستͽاه سازی شرط پیش تͺراری، روش همͽرایͬ سرعت بهبود برای

PAx = Pb, (۵.١)

نمود: تعریف زیر صورت به را تͺراری روش مͬ�توان آنͽاه،

Mpx
(k+۱) = Npx

(k) + Pb, k = ۰,۱, . . . , (۶.١)

نوشت: زیر شͺل به مͬ�توان را بنابراین(١.۶) است. Mpنامنفرد ماتریس و بوده PA = Mp −Np آن در که

x(k+۱) = Tx(k) + c, k = ۰,۱, . . . , (٧.١)

است. c = M−۱
p Pb و T = M−۱

p Np آن در که

گاوس-سایدل و ژاكوبͬ تͺراری روش�های روی بر بيشتر موجود، تͺراری روش�های بين از تحقيق اين در

روش چند و ͷكلاسي ژاكوبͬ روش مابين مقايسه�ای [٢۴] مرجع در شد. خواهد تمركز شده شرط پيش

است. بوده ژاكوبͬ روش بالای كارايͬ دهنده نشان آن از حاصل نتايج كه است شده ارائه ديͽر تͺراری

بعد فصل�های در شده بیان اصلͬ قضایای اثبات برای نیاز مورد قضایای و تعاریف فصل، این ادامه در

مͬ�گردند. ارائه

موردنیاز قضایای و تعاریف ٢.١

مͬ�شوند. بیان بعد فصل�های در نیاز مورد قضایای و تعاریف بخش این در

aij ≥ ۰ اگر مͬ�شود، داده نشان A ≥ o با و مͬ�شود نامیده نامنفͬ A حقیقͬ n×nماتریس تعریف١.٢.١.

i, j = هر برای aij > ۰ اگر مͬ�شود، داده نشان A > o با و مͬ�شود نامیده مثبت ،i, j = ۱, . . . , n هر برای

.i, j = ۱, . . . , n هر برای aij ≤ ۰ اگر مͬ�شود، داده نشان A ≤ o با و مͬ�شود نامیده نامثبت و ۱, . . . , n

هر برای ri ≥ ۰ اگر مͬ�شود، داده نشان r ≥ o با و مͬ�شود نامیده نامنفͬ r = (r۱, . . . , rn)T حقیقͬ بردار

با و مͬ�شود نامیده نامثبت و i هر برای ri > ۰ اگر مͬ�شود، داده نشان r > o با و مͬ�شود نامیده مثبت ،i

.i هر برای ri ≤ ۰ اگر مͬ�شود، داده نشان r ≤ o

.i, j = ۱,۲, . . . , n ،i ̸= j هر برای ،aij ≤ ۰ اگر است Z-ماتریس ͷی Aماتریس .٢.٢.١ تعریف

هر برای ،aij ≤ ۰ و i = ۱,۲, . . . , n ،aii > ۰ اگر است L-ماتریس ͷی A ماتریس .٣.٢.١ تعریف

.i, j = ۱,۲, . . . , n ،i ̸= j



٣ مقدمه .١

.A−۱ ≥ o و باشد یLͷ-ماتریس A اگر است M-ماتریس ͷی Aماتریس .۴.٢.١ تعریف

نشان ⟨A⟩ = (mij) با A مقایسه�ای ماتریس باشد. n×n مربعͬ ماتریس ͷی A فرضکنید تعریف٢.١.۵.

آن در که مͬ�شود، داده

mii = |aii|, mij = −|aij | (i ̸= j).

ماتریسAمͬ�باشند. عناصر قدرمطلق آن، عناصر که داد خواهد نمایش را ماتریسͬ |A| همچنین

M-ماتریس ͷی آن مقایسه�ای ماتریس اگر فقط و اگر است H-ماتریس ͷی A ماتریس .۶.٢.١ تعریف

باشد.

از شͺاف ͷی A = M −N صورت به Aنمایش باشد. حقیقͬ ماتریس ͷی A کنید فرض .٧.٢.١ تعریف

مͬ�شود: گفته شͺاف این به باشد. Mنامنفرد اگر مͬ�شود، نامیده A

ρ(M−۱N)؛ < ۱ اگر است همͽرا (١)

M−۱N؛ ≥ o M−۱و ≥ o اگر است ضعیف منظم (٢)

N؛ ≥ o M−۱و ≥ o اگر است منظم (٣)

M−۱N؛ ≥ o اگر است نامنفͬ (۴)

.N ≥ o و باشد نامنفرد M-ماتریس ͷیM اگر است M-شͺاف (۵)

باشند. A اکید مثلثͬ بالا قسمت −N و A مثلثͬ پایین Mقسمت اگر است گاوس-سایدل شͺاف (۶)

ماتریس ͷی B و دهیم شͺاف A = I−U −Lصورت به را Aماتریسضرایب فرضکنید تعریف٨.٢.١.

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به SORروش تͺرار ماتریس� باشد. صفر قطری درایه�های با n× n

L(ω) = M−۱N,

ماتریس�های .N =
۱
ω
(ωL+ (۱ − ω)I) Mو =

۱
ω
(I − ωU) آن در که

B = U + L و L(ω) := (I − ωU)−۱{ωL+ (۱ − ω)I},

،L(۱) به خاص طور به همچنین مͬ�شوند. نامیده پسرو SOR و پسرو١ ژاکوبͬ چپ، سمت از ترتیب به

مͬ�شود. گفته پسرو گاوس-سایدل ماتریس
Upper Jacobi١
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روش آنͽاه دهیم، شͺاف A = I − L − U صورت به را A ضرایب ماتریس کنید فرض .٩.٢.١ تعریف

مͬ�آید: دست به زیر صورت به ٢AOR تͺراری

x(i+۱) = (I − rL)−۱[(۱ − w)I + (w − r)L+ wU ]x(i) + (I − rL)−۱wb, i = ۰,۱, . . .

بود: خواهد زیر صورت به AOR تͺراری روش تͺرار ماتریس بنابراین

Sr,w = (I − rL)−۱[(۱ − w)I + (w − r)L+ wU ],

.w ̸= ۰ و هستند حقیقͬ پارامترهای r و w فوق رابطه در

جايͽشت ماتريس ͷي اگر است پذير تحويل A مختلط n× nماتريس ͷي ،n ≥ ۲ برای .١٠.٢.١ تعریف

که طوری به باشد داشته وجود P

PAP T =

[
A۱,۱ A۱,۲
o A۲,۲

]
, (٨.١)

.۱ ≤ r < n كه مͬ�باشند (n− r)× (n− r)زيرماتريس ͷي A۲,۲ و r× r زيرماتريس ͷي A۱,۱ آن در که

است. ناپذير تحويل A آنͽاه باشد، نداشته وجود جايͽشتͬ ماتريس چنين اين اگر

ماتريس آنͽاه نباشند، ناپذير تحويل A۲,۲ و A۱,۱ زيرماتريس�های ١٠.٢.١ تعريف در اگر .١١.٢.١ تعریف

كه طوری به دارد وجود P۱ جايͽشت

P۱AP
T
۱ =


R۱,۱ R۱,۲ . . . R۱,m
o R۲,۲ . . . R۲,m
... . . . ...
o o . . . Rm,m

 , (٩.١)

۱است. × ۱ صفر ماتريس ͷي يا است ناپذير تحويل يا ۱ ≤ j ≤ m ،Rj,j مربعͬ زيرماتريس هر آن در كه

مͬ�ناميم. A پذير تحويل ماتريس نرمال شͺل را (٩.١)

رئوس مجموعه V آن در که است G = (V,A) صورت به جفت ͷي دار جهت گراف .١٢.٢.١ تعریف

قوسجهت ͷی وسیله به iرأس که مͬ�باشد رئوس از (i, j)مرتب زوج�های مجموعه ،A مجموعه و مͬ�باشد

باشد. شده متصل j رأس به دار

(V,E) جفت صورت به ϕ(A) مͬ�شود. داده نمایش ϕ(A) با A ماتریس جهت�دار گراف .١٣.٢.١ تعریف

و رئوس مجموعه V = {۱, . . . , n} که مͬ�شود، داده نمایش

E = {(i, j) | aij ̸= ۰,۱ ≤ i ≤ n,۱ ≤ j ≤ n}

Accelerated Overrelaxation method٢
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است. کمان�ها مجموعه

مرتب زوج هر برای اگر مͬ�شود، نامیده همبند قوی طور به گره n با دار جهت گراف ͷی .١۴.٢.١ تعریف

زیر صورت به مجاور دار جهت قوس�های شامل دار جهت مسیر ͷی ،۱ ≤ i, j ≤ n گره�ها، از (Pi, Pj)

−−→
PiP l۱ ,

−−→
Pl۱P l۲ , . . .

−−−−→
Plr−۱P j ,

کند. متصل Pj به را Pi که طوری به باشد داشته وجود

برای برداری نرم این با متناظر ماتریسͬ نرم ͷی باشد، مفروض ∥.∥ برداری نرم کنید فرض .١۵.٢.١ تعریف

مͬ�شود: نامیده طبیعͬ نرم که کرد تعریف زیر صورت به مͬ�توان مربعͬ ماتریس�های

∥A∥ = max
x̸=۰

∥Ax∥
∥x∥

.

B = L+U برای آنͽاه ،(B) باشد Bنامنفͬ = L+U ماتریس اگر ([٢٣]) استین-روزنبرگ٢.١.١۶. قضیه

است: برقرار زیر روابط از ͬͺی دقیقاً H = (I − L)−۱U و

.ρ(H) = ρ(B) = ۰ (١)

.۰ < ρ(H) < ρ(B) < ۱ (٢)

.ρ(H) = ρ(B) = ۱ (٣)

.ρ(H) > ρ(B) > ۱ (۴)

آنͽاه: باشد. ناپذیر تحویل n× nماتریس ͷی A کنید فرض ([٢٣]) .١٧.٢.١ پرون-فربنیوس قضیه

است. اش طیفͬ شعاع مساوی که دارد مثبت حقیقͬ ویژه مقدار ͷی A (١)

مͬ�نامیم. پرون٣ مثبت بردار را ویژه بردار این و دارد وجود x > o ویژه بردار ͷی ρ(A) با متناظر (٢)

یابد. افزایش A درایه هر اگر مͬ�یابد افزایش ρ(A) (٣)

است. A ساده ویژه مقدار ͷی ρ(A) (۴)

دادن قرار صفر از آمده دست به ماتریس C و n× nماتریس-M ͷی A کنید فرض ([٢٣]) .١٨.٢.١ قضیه

است. M-ماتریس ͷی نیز C آنͽاه، باشد. Aماتریس قطری غیر عناصر از برخͬ

آنͽاه باشد. n× nماتریس ͷی A ≥ o کنید فرض ([٢٣]) .١٩.٢.١ قضیه

Perron٣
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دارد. طیفͬ�اش شعاع مساوی نامنفͬ حقیقͬ ویژه مقدار ͷی A (١)

دارد. وجود x ≥ o ویژه بردار ͷی ρ(A) با متناظر (٢)

یابد. افزایش A درایه هر اگر نمͬ�کند پیدا کاهش ρ(A) (٣)

و باشد دلخواه n× n مختلط ماتریس ͷی A = (aij) کنید فرض ([٢٣]) .٢٠.٢.١ گرشͽورین قضیه

Λi ≡
n∑

j=۱
j ̸=i

|aij |, ۱ ≤ i ≤ n.

مͬ�گیرند: قرار زیر صورت به گوی�هایͬ اجتماع در A از λ ویژه مقادیر تمام آنͽاه،

|z − aii| ≤ Λi, ۱ ≤ i ≤ n.

هر برای آنͽاه باشد، n× n ناپذیر تحویل ماتریس ͷی A = (aij) ≥ o کنید فرض ([٢٣]) .٢١.٢.١ قضیه

است: برقرار زیر رابطه دو از ͬͺی ،x > o بردار

min
۱≤i≤n

{∑n
j=۱ aijxj

xi

}
< ρ(A) < max

۱≤i≤n

{∑n
j=۱ aijxj

xi

}
,

n∑یا
j=۱ aijxj

xi
= ρ(A) ۱ ≤ i ≤ n هر برای

همچنین:

sup
x>o

{
min

۱≤i≤n

{∑n
j=۱ aijxj

xi

}}
= ρ(A) = inf

x>o

{
max
۱≤i≤n

{∑n
j=۱ aijxj

xi

}}
.

آنͽاه: باشد، نامنفͬ ماتريس ͷي A اگر ([١]) .٢٢.٢.١ قضیه

.ρ(A) ≥ α آنͽاه x ̸= o و Ax ≥ αx باشيم داشته ،x مانند نامنفͬ برداری برای اگر (١)

ناپذير تحويل A اگر بعلاوه .ρ(A) ≤ β آنͽاه ،Ax ≤ βx باشيم داشته ،x مانند مثبتͬ بردار برای اگر (٢)

آنͽاه ،Ax ̸= βx و αx ̸= Ax ،αx ≤ Ax ≤ βx باشيم داشته x مانند نامنفͬ بردار برای اگر و باشد

است. مثبت بردار ͷي x و α < ρ(A) < β

مͬ�توان ∥A∥ طبیعͬ نرم ͷی ε > ۰ دلخواه مقدار هر و n مرتبه ماتریس هر برای ([٢١]) .٢٣.٢.١ قضیه

که طوری به یافت

ρ(A) ≤ ∥A∥ ≤ ρ(A) + ε.



٧ مقدمه .١

باشند نامنفͬ شͺاف�های ،i = ۱,۲ ،Ai = Mi − Ni و A۱, A۲ ∈ Rn,n کنید فرض ([۵]) .٢۴.٢.١ لم

صدق T۱z۲ ≤ T۲z۲ در T۲ از ،(z۲ ≥ o) z۲ پرون ویژه بردار اگر .(i = ۱,۲ ،Ti = M−۱
i Ni ≥ o (یعنͬ

.ρ(T۱) ≤ ρ(T۲) آنͽاه کند

A ضعیف منظم شͺاف دو A = M۱ − N۱ = M۲ − N۲ و A−۱ ≥ o کنید فرض ([١]) .٢۵.٢.١ لم

.ρ(M−۱
۱ N۱) ≥ ρ(M−۱

۲ N۲) آنͽاه ،N۱ ≥ o M−۱و
۱ ≤ M−۱

۲ اگر باشند.

هستند: معادل زیر عبارات آنͽاه باشد. Z-ماتریس ͷی A کنید فرض ([١]) .٢۶.٢.١ لم

است. نامنفرد M-ماتریس ͷی A (١)

عناصر تمام که است معنͬ بدین Ax > oعبارت .Ax > o که طوری به دارد وجود xمثبت بردار ͷی (٢)

هستند. مثبت Ax

است. نامنفرد M-ماتریس ͷی A اصلͬ ماتریس زیر هر (٣)

هستند. مثبت اصلͬ مینورهای تمام (۴)

باشد. ضعیف منظم شͺاف ͷی A = M −N و بوده n× nماتریس ͷی A کنید فرض ([١]) .٢٧.٢.١ لم

.A−۱ ≥ o اگر فقط و اگر ρ(M−۱N) < ۱ آنͽاه

داریم B = L+U ژاکوبͬ ماتریس برای آنͽاه باشد، M-ماتریس ͷی A = I−L−U اگر .٢٨.٢.١ نتیجه

.ρ(B) < ۱

.A−۱ ≥ o و باشند A از منظم شͺاف دو A = M۱ −N۱ = M۲ −N۲ كنيد فرض ([٢٣]) .٢٩.٢.١ لم

آنͽاه ،N۲ ≥ N۱ ≥ o اگر

۰ ≤ ρ(M−۱
۱ N۱) ≤ ρ(M−۱

۲ N۲) < ۱.

داريم: آنͽاه ندهد، رخ تساوی كه صورتͬ در ،N۲ ≥ N۱ ≥ o اگر و A−۱ > o اگر بعلاوه،

۰ < ρ(M−۱
۱ N۱) < ρ(M−۱

۲ N۲) < ۱.

آنͽاه .o ≤ |B| ≤ A که طوری به باشند n × n ماتریس دو B و A کنید فرض ([٢٣], [۶]) .٣٠.٢.١ لم

.ρ(B) ≤ ρ(A)

به باشد، داشته وجود r > o بردار ͷی اگر فقط و اگر است H-ماتریس ͷی A ماتریس ([۶]) .٣١.٢.١ لم

.⟨A⟩r > o که طوری
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.ρ(|B|) < ۱ اگر فقط و اگر است H-ماتریس ͷی A = I −B ([۶]) .٣٢.٢.١ لم

.ρ(A) < ۲maxi |aii| آنͽاه باشد، H-ماتریس ͷی A اگر ([٧]) .٣٣.٢.١ لم

آنͽاه باشد، n× n نامنفͬ ماتریس ͷی A اگر ([۶]) .٣۴.٢.١ لم

min
i

∑
j

aij ≤ ρ(A) ≤ max
i

∑
j

aij .

صورت این در .|c|+ |d| ̸= ۰ با باشند ثابت d و c ،b ،a کنید فرض .٣۵.٢.١ لم

sign

(
∂

∂z

(az + b

cz + d

))
= sign(ad− bc). (١٠.١)

مͬ�شود. حاصل |c|+ |d| ̸= ۰ فرض و ∂

∂z

(az + b

cz + d

)
=

ad− bc

(cz + d)۲
از نظر مورد نتیجه برهان.

قوی به�طور ،A� به وابسته جهت�دار گراف اگر مͬ�شود، نامیده تحویل�ناپذیر A ماتریس ([٢٣]) .٣۶.٢.١ لم

باشد. همبند

که طوری به x > o کنید فرض همچنین باشد، n × n ماتریس ͷی T کنید فرض ([١۶]) .٣٧.٢.١ لم

.ρ(T ) < α آنͽاه ،αx− Tx > o اگر همچنین بود. خواهد ρ(T ) ≤ α آنͽاه .αx− Tx ≥ o

زیر رابطه دو از ͬͺی آنͽاه باشد، n× n ناپذیر تحویل ماتریس ͷی A = (aij) ≥ o اگر ([٢٣]) .٣٨.٢.١ لم

است: برقرار
n∑

j=۱
aij = ρ(A), ۱ ≤ i ≤ n هر برای

یا

min
۱≤i≤n

(
n∑

j=۱
aij

)
< ρ(A) < max

۱≤i≤n

(
n∑

j=۱
aij

)
.

كه قسمͬ به باشد ناپذير تحويل ماتريس ͷي A = D − L− U كنيد فرض ([٢٣]) .٣٩.٢.١ لم

.i = ۱, . . . , n ازای به aii > ۰ (١)

.i, j = ۱, . . . , n ،i ̸= j ازای به aij ≤ ۰ (٢)

.ρ(B) < ۱ باشیم Bداشته = I−D−۱A ماتریسژاکوبͬ برای اگر فقط و اگر M-ماتریساست ͷیA آنͽاه



٢ فصل

ایوانس پیششرط تعمیم

ذیل صورت به شرطͬ پیش ماتریس ،AOR تͺراری روش بهبود راستای در [٢] همͺارانش١ و ایوانس

نمودند: ارائه

P = I + S =


۱ ۰ . . . −a۱n
۰ ۱ . . . ۰
... ... ... ...
۰ ۰ . . . ۱

 (١.٢)

داشت. نشده شرط پیش AOR روش از بهتر عملͺردی شده شرط پیش AOR روش است، ذکر به لازم

به گاوس-سایدل و ژاکوبͬ روش�های همͽرایͬ سرعت بهبود راستای در (١.٢) شرط پیش ،[٢۵] مقاله در

شد: پیشنهاد ذیل یافته تعمیم صورت

P (α) = I + S(α) =


۱ ۰ . . . −αa۱n
۰ ۱ . . . ۰
... ... ... ...
۰ ۰ . . . ۱

 (٢.٢)

ماتریسضرایب است، تاکید به لازم گرفت. خواهد قرار بررسͬ مورد (٢.٢) پیش�شرط فصل، این ادامه در

در منوال همین به نیز فصل این در که شده فرض M-ماتریس صورت به مقاله این در (١.١) خطͬ دستͽاه

شد. خواهد گرفته نظر

همͽرایͬ تحلیل ١.٢

نوشت: مͬ�توان (١.١) خطͬ دستͽاه بر (٢.٢) در شده تعریف P (α) اعمال با

Ã(α)x = b̃(α), (٣.٢)
Evans et al.١

٩



١٠ ایوانس شرط پیش تعمیم .٢

آن: در که

Ã(α) = (I + S(α))A, b̃(α) = (I + S(α))b. (۴.٢)

نوشت: مͬ�توان نیاز صورت در همچنین

Ã(α) = D̃(α)− L̃(α)− Ũ(α), (۵.٢)

هستند. اکید بالامثلثͬ و پایین ماتریس�های Ũ(α) و L̃(α) و است قطری D̃(α) آن در که

نوشت: مͬ�توان (۴.٢) و (۴.١) روابط به توجه با

Ã(α) = I − L− U + S(α)− S(α)L− S(α)U, (۶.٢)

مͬ�شوند: ارائه زیر عبارات با Ã(α) از ãij(α) عناصر .S(α)U = o آن در که

ãij(α) =


aij , ۲ ≤ i ≤ n,
(۱ − α)a۱n, i = ۱, j = n,
a۱j − αa۱nanj , i = ۱, j ̸= n.

(٧.٢)

۰ ≤ بنابراین هستند. مثبت A اصلͬ مینور�های تمام ،٢۶.٢.١ لم به توجه با است M-ماتریس ͷی A چون

ãij(α) ≤ ۰ و i = ۱, . . . , n ازای به ãii(α) > ۰ ،(٧.٢) بنابر آنͽاه باشد، ۰ ≤ α ≤ ۱ اگر .an۱a۱n < ۱

است. یLͷ-ماتریس Ã بنابراین .i, j = ۱, . . . , n و i ̸= j ازای به

مͬ�شوند: تعریف زیر ماتریس�های ،α ∈ [۰,۱] برای فوق، مطالب به توجه با

Dα := diag(αa۱nan۱,۰, . . . ,۰),

S(α)L = (P (α)− I)L := Dα + Uα. (٨.٢)

به توجه با و S(α)U = o که این به توجه با مͬ�شود. تشͺیل S(α)L اکید بالامثلثͬ عناصر از Uα آن در که

هستند: زیر صورت به (۵.٢) راست سمت ماتریس سه ،(٨.٢) و (۶.٢) روابط

D̃(α) = I −Dα, L̃(α) = L, Ũ(α) = U − S(α) + Uα. (٩.٢)

هستند. نامنفͬ Ũ(α) و L̃(α) های ماتریس و بوده مثبت D̃(α) قطری عناصر که

شوند: گرفته نظر در زیر شͺاف�های اگر

Ã(α) =


M(α)−N(α) = (I + S(α))− (I + S(α))(L+ U),

M ′(α)−N ′(α) = I − (U − S(α) + Uα +Dα + L),

M ′′(α)−N ′′(α) = (I −Dα)− (U − S(α) + Uα + L).

(١٠.٢)


