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 تمذيش ٍتـىش 
 وشاى خَد، آدهي سا صيَس ػمل آساػت. ػپبع خذاًٍذگبس حىين سا وِ ثب لٌف ثي

هحوَد هحؼٌي وبي خَد، جٌبة آلبي دوتشدسيغ اػتبد ساٌّ داًن اص صحوبت ثي خَد هي  دس آغبص ٍظيفِ

ايـبى، ايي هجوَػِ ثِ اًجبم   ّبي اسصًذُ ، كويوبًِ تـىشٍ لذسداًي وٌن وِ لٌؼبً ثذٍى ساٌّوبييهمذم

 سػيذ. ًوي

فشهَدًذ ٍدس آهبدُ سا تمجل  پبيبى ًبهِايي   صحوت هٌبلؼِ ٍ هـبٍسُ وِػظين سيَاصاص جٌبة آلبي دوتش 

 ًحَ احؼي ايٌجبًت سا هَسد ساٌّوبيي لشاس دادًذ، ووبل اهتٌبى سا داسم. ، ثِپبيبى ًبهِػبصي ايي 

صًن ثش دػتبى خذاًٍذگبساى هْش ٍ هْشثبًي، پذس ٍ هبدس ػضيضم ٍ ثؼذ اص خذا، ػتبيؾ  دس پبيبى، ثَػِ هي

 ؿبى سا وِ دس ايي ػشدتشيي سٍصگبساى، ثْتشيي پـتيجبى هي ثَدًذ. وٌن ٍجَد همذع هي
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 چىيذُ 

 ٍثشخي لوبيبي  ججشخٌي هَسد ًيابصدس ثحا    هفبّين اٍليِدسفلل اٍل ثِ هؼشفي  اثتذا ،ًبهِپبيبىدسايي 

 پشداصين. هيهؼىَع ٍ همذاس ٍيظُ ظُ  هؼئلِ همذاسٍي

ٍحاال هؼاائلِ همااذاس ٍيااظُ   ؿااذُ ثياابى ًاابهٌفيّاابي هاابتشيغّاابي فلاال دٍم خااَاف ٍ ٍيظگااي دس

ثباػااتفبدُ اصهااشايت هؼبدلااِ هـخلااِ  آى ّااب دس حاابات خاابف ٍّولٌاايي حاال ايااي هؼاائلِهؼىااَع

 . ؿًَذثيبى هي

 5تب هشتجِ  2ّبي هشتجِ دسفلل ػَم هؼئلِ همذاس ٍيظُ هؼىَع هبتشيغ ّبي ًبهٌفي سا ثشاي هبتشيغ

 وٌين. حل هي

‌. ثبؿذهؼلَم هيپيذا ًوَدى هبتشيؼي ًبهٌفي ثب ًيف ثشاي  ّبي ػذديفلل چْبسم ؿبهل هثبل

 

 

 

 

 

 
 . همذاس ٍيظُ هبوؼيوبل ،ًبهٌفي هؼئبلِ همذاس ٍيظُ هؼىَع،ًبهٌفيّبي وليذ ٍاطُ: هبتشيغ
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 فْشػت هٌبلت
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 همذهِ 1.1

ثبؿذ. دس ايي فلل ي هؼىَع هيي همذاس ٍيظُ ٍ همذاس ٍيظُيىي اص هؼبئل هٌشح دس ججش خٌي هؼئلِ

سا هٌشح هيّبي ثؼذٍ ثشخي اص تؼبسيف هَسد ًيبص فلل پشداصينثِ ؿشح هختلشي اص ايي هؼبئل هي

 وٌين.  

 ي همذاس ٍيظُِهؼئل 2.1

ُ    هؼئلِ  . حميماي هخاتلي ياب       ي ياه هابتشيغ   ي همذاس ٍيظُ ػجبستؼات اص يابفتي همابديش ٍياظ

 ثبؿذ.هي      ساُ حل اػبػي ٍ ولاػيه ايي هؼئلِ حل دػتگبُ

-هي  يٍيظُ سا جفت (   )ٍسا ثشداسٍيظُ   ٍيظُ، سا همذاس ،     وِ      دػتگبُدس

 ًبهٌذ.

( )  هؼبدلاااِتاااَاى هاااي  ي هااابتشيغ ي يااابفتي همااابديش ٍياااظُثاااشا  ، واااِ (    )    

( )  ًبم داسد ، سا تـىيل دادُ ٍ ثب حال    ي اي هـخلِچٌذجولِ       ِ دػات  همابديش ٍياظُ سا ثا

ّابي  ايي وبس حجن هحبػاجبتي صيابدي داسد، اغلات اص سٍؽ   ،   آٍسد. اص آًجب وِ ثشاي همبديش ثضسي 

 وٌين. ػذدي ثشاي يبفتي همبديش ٍيظُ اػتفبدُ هي

 غيشُ. ّبي ػذدي حل ايي هؼئلِ ػجبستٌذ اص: سٍؽ تَاًي، سٍؽ خبسج لؼوت سيلي ٍثشخي اص سٍؽ

 يبفتِي تؼويني همذاس ٍيظُهؼئلِ 3.1

 همذاس يه ثشداسي ػتًَي ٍ    ،     دٍ هبتشيغ   ٍ وِ       دس دػتگبُ 

 يسا ثشداس ٍيظُ  ، (   )سا همذاس ٍيظُ ي تؼوين يبفتِ ي صٍج  تلي هي ثبؿذ، حميمي يب هخ

 .گَيينهي(   )ي صٍجي تؼوين يبفتِسا جفت ٍيظُ (   )ٍ   هتٌبظش ثب 

 واابس خااَاّين ثااشد سا ّاابي ثؼااذ ثااِدس ايٌجااب ثشخااي اص ًوبدّااب ٍ تؼاابسيفي وااِ دس ايااي فلاال ٍ فلاال 

 آٍسين. هي

 ي هبتشيغ. دٌّذًُـبى ٍ ... :  ٍ 

 .  ي ي هبتشيغ هشثؼي اص هشتجِدٌّذٍُ ... : ًـبى     
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 ي ثشداس . دٌّذٍُ .... : ًـبى ٍ 

σ( )  ػجبست ديگش ثِ : ًيف هبتشيغσ( )  {     (    )   } . 

 ي هبتشيغ ّوبًي. : ًـبى دٌّذُ 

  ثبؿذ.كفش هي آى يّبيِاسي دوِ ّوِ   هبتشيغ :    

 ّبييِاسثب د    : هبتشيغ   

 
 . 

 .  : هجوَع ػٌبكش هبتشيغ( )   

 .      سا هتؼبهذ گَيين اگش    ٍ  دٍ ثشداس .1.1تؼشيف 

سا هؼاتمل خٌاي گاَيين دس كاَستي واِ، تؼابٍي        +       *ي ثشداسّابي  هجوَػِ .2.1تؼشيف 

سا  ثشداسّاب  . دسغيش ايي كَست             ايجبة وٌذ              

 ًبهين. هيي خٌي ٍاثؼتِ

 1.    سا هتمبسى ًبهين، اگش  هبتشيغ حميمي  .3.1تؼشيف 

 2(   )    .سا ّشهيتي ًبهين ، ّشگبُ   هبتشيغ هختلي  .4.1تؼشيف 

 سا هتؼبهذ )يىبًي( گَيين، اگش  لي( هبتشيغ حميمي )هخت .5.1تؼشيف 

          (         )  

 .     (     )ًبهين، اگشهيسا ًبهٌفي )هثجت (  (   )  هبتشيغ .6.1تؼشيف 

ثاشداس   ًابهين، ّشگابُ ثاشاي ّاش    هاي سا هؼيي هثجت ) ؿاجِ هؼايي هثجات (      هبتشيغ هتمبسى  .7.1تؼشيف 

 .      (      )داؿتِ ثبؿين   ػتًَي

                                                           
 ثبؿذ. جبيي ّش ػٌش ثب ػتَى هتٌبظش آى هيي هبتشيغ يؼٌي هبتشيغ حبكل اص جبثِاًْبدُتش ،tAهٌظَس اص 1
 ثبؿذ. هي A، تشاًْبدُ هضدٍج هبتشيغ HAهٌظَس اص 2
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ًاابهين ٍ ثااب                سا سد )اثااش( هاابتشيغ  يغهجوااَع هماابديش ٍالااغ ثااش لٌااش اكاالي هاابتش   .8.1تؼشيااف 

 دّين. ًـبى هي ( )  

كفش ثبؿٌذ، ٍ  ّبي غيش ٍالغ ثش لٌش اكلي آىًبهين، اگش توبم دسايِهيسا لٌشي   هبتشيغ  .9.1تؼشيف 

ّبي ٍالغ ثش لٌش داسيِ           ِ دّين،وًـبى هي (          )       آى سا ثب

 ثبؿٌذ. اكلي هي

|   |       ًبهين، اگشهي لٌشي سا ػِ (   )  هبتشيغ  .12.1تؼشيف    . 

ؿاَد هابتشيغ   هاي  حبكال    هابتشيغ   ّابي ػاٌشّب ٍ ػاتَى   جابيي هبتشيؼي وِ اص جبثِ. 11.1تؼشيف 

 ؿَد. ًوبيؾ دادُ هي  ٍ ثب  گَيٌذهيجبيگـتي 

ؿًَذ اگش يىي اص آًْب ثتَاًذ اص ديگشي ثب جبيگـتي ؿيت گفتِ هيدٍ هبتشيغ هشثؼي ّن. 12.1تؼشيف 

ذ اگش ٍ تٌْب اگش هبتشيغ اًؿيتّن  ٍ   دػت آيذ . ثٌبثشاييّب ثِػتَى اص اص ػٌشّب ٍ جبيگـت هـبثِ

 .       وِ  ًَسيچٌبى ٍجَد داؿتِ ثبؿذ ثِ  جبيگـتي 

-هؼىاَع  ي، ّشگبُ هبتشيؼ    ًَيؼيين سا هتـبثِ گَيين ٍ هي  ٍ   دٍ هبتشيغ  .13.1تؼشيف 

 .       وًَِسيٍجَد داؿتِ ثبؿذ، ثِ  هبًٌذ  پزيش

ؿيت ثب هبتشيؼاي ثاِ   ؿَد، اگش ّنپزيش ( گفتِ هيپزيش ) تحَيلتجضيِ  هبتشيغ هشثؼي  .14.1تؼشيف 

)فشم 
    

   
ؿاَد  ّبي هشثؼي ّؼتٌذ. دس غيش ايي كَست گفتِ هاي هبتشيغ    ٍ    ثبؿذ، وِ  *

 ًبپزيش ( اػت. ًبپزيش ) تحَيلتجضيِ  هبتشيغ

   +  * ٍيظُبديشثبهم     ثشاي هبتشيغ .15.1تؼشيف
سا وِ ثِ كَست صيش تؼشيف  ( )𝜌 ، همذاس  

 ًبهٌذ.هي   هبتشيغ وٌين  ؿؼبع ًيفي هي

𝜌( )     |  |           

ُ  .16.1تؼشياااف   هبوؼااايوبل اػااات اگاااش ثاااشاي ّاااش هماااذاس       اص هااابتشيغ   ي هماااذاس ٍياااظ

 ي ٍيظُ
 

 |ي، ساثٌِ  اص 
 
|    .ثشلشاس ثبؿذ | | 
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ُ ًٍبپزيش هبتشيغ تجضيِ .17.1تؼشيف  هبوؼايوبل داسد ، هابتشيغ اٍلياِ     ًبهٌفي وِ تٌْب يه همذاس ٍياظ

 ؿَد. ًبهيذُ هي

ثبؿاااذ، هااابتشيغ      ياااه هااابتشيغ    ٍ   ياااه هااابتشيغ    اگاااش  .18.1تؼشياااف 

 ثِ فشم (   ) (   ) 

  [
     

     
] 

 .     ًَيؼينًبهين ٍ هيهي  ٍ  جوغ هؼتمين دٍ هبتشيغ سا

 

 ًشم ثشداسي ٍ ًشم هبتشيؼي 4.1

(       )  حبكاااال هااااشة داخلااااي ّشهيتااااي دٍ ثااااشداس    .19.1تؼشيااااف       ٍ

  (       )  :وٌينكَست صيش تؼشيف هيسا ثِ     

〈   〉  ∑   ̅  

 

   

 

 ًبهين اگش هيسا يه ًشم ثشداسي  (    ,    ‖ ‖تبثغ  .22.1تؼشيف

i. ‖ ‖           ‖ ‖        
ii. ‖  ‖  | |‖ ‖              
iii. ‖   ‖  ‖ ‖  ‖ ‖         

 : ؿَدكَست صيش تؼشيف هيثِ  ًشم الليذػي ثشداس هختلي 

‖ ‖  〈   〉
 
  

 كَست ثِ     ثشداس   ؼوَل ًشمًَس هثِ

‖ ‖  (∑|  |
 

 

   

+
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 ثبؿذ.هي

 تؼشيااااف |  |            ‖ ‖، ايااااي ًااااشم ثااااِ كااااَست      دس حاااابلتي وااااِ 

 . ؿَدهي

 وٌذ.  سا ًشم هبتشيؼي گَيين، اگش دس ؿشايي صيش كذق(     ,      ‖ ‖ .21.1تؼشيف 

i. ‖ ‖              ‖ ‖        
ii. ‖  ‖  | |‖ ‖                 
iii. ‖   ‖  ‖ ‖  ‖ ‖ 
iv. ‖  ‖  ‖ ‖‖ ‖ 

 ثِ ػٌَاى هثبل  

‖ ‖     
        

‖  ‖ 

‖ ‖ 
 

 ًبهين.هي Aيه ًشم هبتشيؼي اػت وِ آى سا ًشم ًجيؼي هبتشيغ 

 ؿَد: ثِ كَست صيش تؼشيف هي     ًشم فشٍثٌيَػي هبتشيغ 

‖ ‖  (∑∑|   |
 

 

   

 

   

)

 
 

  

ثبؿذ. دس ايٌلَست دتشهيٌبى     هبتشيؼي هشثؼي اص هشتجِ  (   )  فشم وٌيذ  .22.1 تؼشيف

 ٌين: وسا ثِ كَست صيش تؼشيف هي  هبتشيغ 

   ( )  ∑   ( )∏   ( ) 

 

    

 

ثبؿذ. اگش تؼذاد جبثجبيي ّبي جفت ثِ جفت هي +       *ي جبيگـتي سٍي هجوَػِ σوِ 

.ثشاي سػيذى ثِ جبيگـت ّوبًي  σاصم دس جبيگـت 
    
    

-ػذدي صٍج ثبؿذهي /

 ( )   گَيٌذ. هٌظَس اص سا جبيگـتي فشد هي σجبيگـتي صٍج اػت دس غيشايٌلَست  σگَيين 
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دس غيشايٌلَست ػلاهت    جبيگـتي صٍج ثبؿذ ػلاهت آى  σثبؿذ وِ اگش هي σػلاهت جبيگـت 

 اػت.    آى 

 :گبُثبؿذ، آى    هبتشيؼي   اگش   .1.1لن 

i. ‖ ‖     ∑ |   |
 
             

ii. ‖ ‖     ∑ |   |          
    

iii. ‖ ‖  ,𝜌(   )-
 
  

iv. ‖ ‖  ,  (   )-
 
  

 

 ّبي ٍيظُثشخي خَاف جفت 5.1

تَاى اثجبت وٌين ٍهيوٌين وِ اص اثجبت وشدى ثشخي اص آًْب خَدداسي هيدس ايي ثخؾ چٌذ لن ثيبى هي

 ّبي ججش خٌي يبفت. آًْب سا دس اوثش وتبة

 اًذ. ّبي هتمبسى حميميي هبتشيغش ٍيظُهمبدي .2.1 لن

 ّبي هتمبسى هتؼبهذًذ. ي هبتشيغثشداسدّبي ٍيظُ .3.1 لن

 اًذ. ي هتوبيض يه هبتشيغ هؼتمل خٌيي هتٌبظش ثب همبديش ٍيظُثشداسّبي ٍيظُ  .4.1لن

 )فشم وٌياذ   اثجبت:
 
   )  ٍ( 

 
   )   ُ  ثبؿاٌذ ٍ    هابتشيغ  ي دٍ جفات ٍياظ

 
  

 
ثبياذ  . 

اص ػاوت ساػات دس     ثاب هاشة   .        گابُ  ، آى           ثبثت وٌاين اگاش   

 :داسين           ي  ًشفيي ساثٌِ

              

 ػجبست ديگش ثِ

    
       

      (1) 

 :ؿَدًتيجِ هي            ي دس ساثٌِ     شفي ثب هشة اص ً

  

    
       

      (2) 



8 

 

  :ؿَدون وٌين، ًتيجِ هي (1)سا اص  (2)ي اگش ساثٌِ

  (     )     

 ∎ًيض كفش خَاّذ ثَد.   ٍ دس ًتيجِ     ، پغ     ٍ       حبل چَى 

ُ      پاازيش ٍ  هبتشيؼااي هؼىااَع   اگااش   .5.1لاان   ُ ي آى ثبؿااذ، آى همااذاس ٍيااظ  گااب

 
 همااذاس   

 خَاّذ ثَد.     ي ٍيظُ

   .ّبي هتـبثِ، يىؼبًٌذي هبتشيغهمبديش ٍيظُ .6.1 لن

   .اػتًيض ثشلشاس  ؿيتّبي ّنتَاى ديذ وِ ايي حىن، ثشاي هبتشيغساحتي هيثِ 

   .ثبؿٌذّبي هؼيي هثجت ، هثجت هيي هبتشيغهمبديش ٍيظُ .7.1 لن

ُ     يه هبتشيغ هؼايي هثجات،     فشم وٌيذ  :اثجبت ُ      ي آى ٍ ياه هماذاس ٍياظ ي ثاشداس ٍياظ

 هؼيي هثجت اػت ثٌبثشايي   ثبؿذ. چَى   هتٌبظش ثب 

            

‖ ‖    ٍ ثب تَجِ ثِ ايٌىِ   ∎ .    ، پغ  

 ثبؿااٌذ  ي هتواابيض هاابتشيغ ّاابي ٍيااظُجفاات (     ) (     )   (     )اگااش  .8.1 لاان

 . (          )        گبُآى 

           وٌين وِ، تؼشيف هي -          ,  كَستسا ثِ  هبتشيغ  :اثجبت

پزيش هؼىَع  ثٌبثشايي اًذ خٌيهؼتمل   ّبيػتَى 4.1ثبؿذ . ثب تَجِ ثِ لن هي  ام هبتشيغ ػتَى 

 اػت .

 لزا.         داًيناص ًشفي هي 

    ,          - 
 ,             -  ,                - 
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 ,          - (
   

 
   

)      

 ∎ ثبؿذ .هي (          )       هتـبثِ ثب هبتشيغ لٌشي ثٌبثشايي هبتشيغ 

 گبُ ثبؿٌذ، آى هبتشيغ  همبديش ٍيظُ          ّشگبُ  .1.1 ًتيجِ

  ( )  ∑  

 

   

 

ٍ 

   ( )  ∏  

 

   

 

 . ( )   پزيش اػت اگش ٍ تٌْب اگشهؼىَع  هبتشيغ  .2.1 ًتيجِ

 . (  )σ   ، گبُ ثشاي ّش ػذد ًجيؼي، آى( )σ  اگش  .9.1 لن

 ٍهَح ثش لشاس اػت . پبيِ اػتمشاء ثِ    ثشاي :اثجبت

 داسين   دس       ي ثب هشة ًشفيي ساثٌِ

            

وٌين حىن ًيض ثشلشاس اػت. حبل فشم هي    ثبؿذ ٍ حىن ثشاي هي  ي همذاس ٍيظُ   ثٌبثشايي 

 ثبؿذ. دس ايي كَست    ي همذاس ٍيظُ   ثشلشاس ثبؿذ، يؼٌي     ثشاي 

        

 :ؿَدًتيجِ هي  دس ثٌبثشايي ثب هشة ًشفيي ايي ساثٌِ 

                 

 ∎ثبؿذ.ٍ ايي ّوبى حىن اػتمشاء هي
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( ) ٍ ( )σ  اگش .3.1 ًتيجِ اي يه چٌذ جولِ               

 خَاّذ ثَد .  ( ) يهمذاس ٍيظُ ( ) گبُ ثبؿذ،آى

 اػت.    يهمذاس ٍيظُ   گبُ ثبؿذ، آى  غ ي هبتشيهمذاس ٍيظُ  ّشگبُ  .4.1ًتيجِ

ُ          گبُثبؿذ ، آى  ي هبتشيغ ثشداس ٍيظُ    اگش .12.1لن ي هابتشيغ  ًياض ثاشداس ٍياظ

 خَاّذ ثَد .  

ي اي دس كفحِگش دايشًُوبيؾ   ٍ    هبتشيغ (   )  فشم وٌيذ .1.1 3گشؿگَسييلويِ

∑  ٍ ؿؼبع     شوضهختلي ثِ ه |   |
 
   
   

 ثبؿذ، يؼٌي  

   {    |     |  ∑ |   |
 

   
   

} 

⋃  يدس هجوَػِ يدس ايي كَست همبديش ٍيظُ   
 
 لشاس داسًذ .     

-دس اياي . ثبؿاذ   تٌبظش ثب ي هثشداس ٍيظُ    ٍ  ي هبتشيغ يه همذاس ٍيظُ فشم وٌين  اثجبت :

 كَست

      

 ؿَد  اي ًتيجِ هيثٌبثشايي ثب ًَؿتي ايي ساثٌِ ثِ كَست هؤلفِ

∑         

 

   

            

 .|  |  ‖ ‖ِ وًَسيػذدي كحيح ثبؿذ ثِ      فشم وٌين

 دس ايي كَست

∑   

 

   

       

                                                           
3
‌Gersgorin 
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  :تَاى ًَؿتثٌبثشايي هي

∑   

 

   
   

             (     )   

 :دس ًتيجِ داسين

|     ||  |  ∑|   ||  |

 

   
   

 

 پغ 

|     |  ∑|   | |
  
  

|

 

   
   

 

 س ًتيجٍِ د

|     |  ∑|   |

 

   
   

 

⋃  ٍ ثٌبثشايي     دّذوِ ًـبى هي   
 
    . ∎ 

 ي هبوؼيوبل داؿتِ ثبؿذ، اييهمذاسٍيظُ  دليمبً   ًبپزيشاگش يه هبتشيغ ًبهٌفي تجضيِ .2.1 لويِ

  گبُ آى    يه ػذد هثجت اػت. اگش φوِثبؿٌذ هي            φهمبديش ٍيظُ ثِ فشم

 ؿيت ثب هبتشيؼي ثِ فشمّن

(

 
 

       

      
     
          

       )
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 .ًبهينهي سا اًذيغ هبتشيغ  ثبؿٌذ. ّبي هشثؼي هيّبي لٌشي، هبتشيغاػت، وِ ثلَن

 [ سجَع ؿَد.12ثِ ] اثجبت:

 چٌبى ٍجَد داسد وِ   يه هبتشيغ يىبًي   ثشاي ّش هبتشيغ هختلي  3.1.4ؿَسِلوي

       

 ثبؿٌذ. هي  يهمبديش ٍيظُ  يه هبتشيغ ثبا هثلثي اػت ٍ ػٌبكش سٍي لٌش  وًَِسيثِ

 ثذيْي اػت.  (   )   يؼٌي    وٌين. حىن ثشايػول هي  ثب اػتمشاء سٍي اثجبت:

 ػجبست ديگش ثشلشاس ثبؿذ. ثِ     ، يؼٌي   وٌيذ حىن ثشاي فشم

            
               

 ثبا هثلثي اػت.      ٍ هبتشيؼي يىبًي    وِ 

     ‖ ‖وًَِسيثبؿذ ثِ   ي جفت ٍيظُ (   )ٍ    يه هبتشيغ    حبل فشم وٌيذ

سا چٌبى يبفت وِ         تَاى ثشداسّبيثِ ػبدگي هي 5ثٌبثشايي ثب اػتفبدُ اص فشآيٌذ گشام اؿويت 

سا ثاِ ؿاىل صياش      هتؼبهاذ ثبؿاٌذ. دس اياي كاَست هابتشيغ      +         *ي ثشداسّبيهجوَػِ

 وٌين. تؼشيف هي

  ,       - 

 يىابًي    وٌاين. ٍاهاح اػات واِ     تؼشياف هاي      -    ,  ستكَسا ثِ  ّولٌيي هبتشيغ 

 ثبؿذ. لزا هي

      ,    -  ,         -  ,       - 

      0 
 

  1 ,     -  [
      

      
] 

 وِ ًَسييىبًي ٍجَد داسد ثِ  دس ًظش ثگيشين، ًجك فشم اػتمشاء           حبل اگش

             
                                                           
4
Schur s theorem 

5
Geram shmit 


