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೯دایا...
نخورم حسرت است، گذشته زیستن براي که لحظه�اي بی�ثمري بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستنی من به
دوست تو که آنچنان اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بگذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا مُردنی و
پاي به بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانی تو، بخاطر دیدن شکنجه می�دانندکه همه و می�دانی تو می�داري.
برق که توست رهایی امید از می�خندم، دل در من که توست شادي از است، من زندگی بزرگ لذت تنها تو

می�درخشد. خسته�ام چشمان در امید
آموخت. خواهم خود را مُردن چگونه بیاموز، من به را زیستن چگونه تو،

یاري و بودن با که راهی بودم، کرده تماشا شادي به را آغازش زمانی که رسیده فرا دوره�اي پایان اینک
پروردگار سزاوار سپاس و حمد گرچه سختی�هایش. و خوبی�ها تمام با رسید پایان به بسیاري رساندن
و تقدیر با گویم. سپاس است حقی بنده این بر که را آنان زحمات تا می�دانم واجب خود بر اما است
فضیلت تربیت، و تعلیم جام نوش جرعه پیوسته که فداکارم و عزیز بسیار مادر و پدر خدمت فراوان درود
با است. بوده مشکلات و سختی�ها در من راه روشنگر وجودشان چراغ همواره و بوده�ام آنها انسانیت و
این در من علمی راهنماي که لطیفی داریوش دکتر آقاي جناب مایه�ام پر و دانشمند استاد از سپاس و تشکر
بی�شائبه�ي مساعدت�هاي از بیکران امتنان با برده�ام. بهره�ها تدریسشان، فیض پر محضر از و بودند نامه پایان
تشکر و تقدیر با داشتند. عهده بر را نامه پایان این مشاوره�ي که آذر نژاد حق کاظم دکتر آقاي جناب
برعهده را نامه پایان داوري زحمت که اباذري نعمت دکتر آقاي جناب فرزانه و فرهیخته استاد از شایسته
نموده�اند. یاري مهم این رساندن انجام به در مرا نوعی به که کسانی همه خدمت خالصانه تشکر با گرفتند.

پور محمدعلی عفت

١٣٩٢ شهریور
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چکیده:
همگن را o مبدأ از گذرنده G

H
از γ ژئودزیک صورت این در باشد. ریمانی همگن منیفلد یک G

H
کنید فرض

آن براي که X ∈ g− {٠} بردار .X ∈ g− {٠} آن در که γ (t) = exp (tX) (o) , t ∈ R هرگاه گویند
ریمانی همگن فضاي هر شده داده نشان گویند. ژئودزیک بردار را باشد ژئودزیک یک γ (t) = exp (tX) (o)

ژئودزیک بردارهاي محاسبه ژئودزیک، لم نام به لمی توسط همچنین می�باشد. همگن ژئودزیک یک حداقل داراي
بردارهاي و همگن ژئودزیک�هاي و همگن واحد کیلینگ برداري میدان�هاي پایان�نامه این در است. شده پذیر امکان

کرد. خواهیم محاسبه را می�باشد a⊕
P
r بفرم آنها لی جبر که لی گروه�هاي براي را ژئودزیک
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1 فصل
پیشگفتار و پیشینه



هندسه تاریخچه 1.1
حساب به را آن�ها نمی�توان که است رموزي و اسرار از پر می�کنیم زندگی آن کرات از یکی در ما که عالمی

می�باشد. پنهان دیده�ها از که است حقیقتی داراي آن اتم�هاي و ذرات از یک هر بلکه درآورد.
کنجکاوي حس داراي خود اندیشه یا خرد درونی و پنهانی قوه با عالم، این موجودات از یکی بعنوان بشر
حس این نماید، حاصل آگاهی آن پنهان رموز و جهان اسرار و حقایق بر است مایل همواره که است زیادي
مصر و یونان در تحقیقات راه در قدم�ها اولین گردید. ریاضی علوم جمله از علوم پیدایش موجب درونی
به معتقد دانشمندان از بعضی که بود سقراط شاگردان بزرگترین از افلاطون یونان، در شد. برداشته قدیم
مدرسه�اي ”آکادمیوس” به موسوم خود شخصی باغ در میلاد از پیش ٣٨۶ سال در وي می�باشند نیز او نبوت
برخلاف افلاطون نامید. آکادمی را مدرسه آن و می�کرد تدریس آنجا در سال چهل به نزدیک و نمود تأسیس
داد. بسط موجودات همه به را خود تحقیقات بلکه نداده اختصاص اخلاقی امور به را خود تعلیمات سقراط
تنها نه فکر ورزش براي بود معتقد زیرا داشت، مقدم علوم تعلیم در باید را ریاضی که بود معتقد افلاطون

بود: نوشته را عبارت این خود آکادمی سر بر که است معروف و است لازم بلکه مفید خیلی

شود” مدرسه این وارد نباید نمی�داند هندسه کس ”هر

کار به را فکر و داده توسعه را ذهن دستگاه ریاضیات مطالعه ” می�نویسد: جمهوري کتاب در افلاطون
میسر تفکر راه از فقط هستی جهان حقایق درك که زیرا است بیشتر چشم هزار از آن ارزش که می�اندازد

است.”
هندسه�دان اقلیدس گردید. علوم مرکز مصر در اسکندریه بندر میلاد، از پیش ٣٣١ سال در آتن، سقوط از پس
مصر در را پرورش و آموزش اقلیدس کرد. ظهور عصر این در که بود افلاطون مکتب شاگردان از مشهور
علم این عالمان توجه مورد دنیا در قرن ٢۴ گذشت با هنوز او هندسه کوشید. علوم بسط در و داد رونق
توضیح و تحریر را آن�ها طوسی نصیرالدین خواجه بعدا و ترجمه عربی به اسلام صدر در او کتب است.
اگرچه است. می�زیسته میلاد از پیش اول قرن در که بود فیثاغورث اسکندریه در دیگر دانشمندان از نمود.
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پیشگفتار و پیشینه .1

مورد هنوز علوم فوق�العاده پیشرفت با هندسه در او یافته�هاي ولی داشت اخلاقی روحیه بیشتر او تعلیمات
می�گیرد. قرار استفاده

حاضر عصر در منیفلد هندسه فراگیري لزوم 2.1
رشته�هاي در منیفلد هندسه آموزش به نیاز اما است خوب همگان اندیشه و خرد تقویت براي هندسه فراگیري
در دائما دانشگاه�ها درسی برنامه�هاي پیشرفته کشورهاي در می�شود. احساس بیشتر مراتب به علوم و فنی
مفاهیم علوم و فنی رشته�هاي دانشجویان عمومی ریاضیات دروس بطوریکه است. بازنگري و تحول حال
خمینه�ها کاربرد از استفاده اگرچه می�گردد، تدریس کشورها این در که سال�هاست و می�شود شامل را خمینه�ها
روزافزون مراجعه دیگر طرف از می�گیرد. صورت دکترا و ارشد کارشناسی مقطع در مختلف رشته�هاي در
روزافزون نیاز بر دیگري دلیل منیفلد هندسه متخصصین به مقاطع این در کاربردي ریاضی و فنی دانشجویان

است. منیفلدها هندسه آموزش به
مانند فیزیک شاخه�هاي از برخی در مثال عنوان به دارند متنوعی کاربردهاي مختلف فنون و علوم در خمینه�ها
زمینه این در متنوعی بسیار کتب و دارد زیربنایی نقش منیفلدها هندسه کوانتوم، نظریه یا و عام نسبیت نظریه
یا و برخوردارند خاصی اهمیت از خمینه�ها دیفرانسیل، معادلات تئوري از استفاده هنگام است. شده تألیف
مفهوم از استفاده به نیاز کنیم محاسبه نامتناهی یا پیچیده فضاي یک روي را انتگرال یک مقدار بخواهیم هرگاه
بر ماهواره) یک (مثلا جسم یک پایداري مکانیک علم در بخواهیم وقتی یا و داریم خمینه�ها روي انتگرال
اخیرا داریم. آن ژئودزیک�هاي محاسبه و فضا انحناي مفهوم به نیاز نماییم مطالعه فضا در را مسیر یک روي
تعریف 1 فینسلر متر آنها روي که خمینه�هایی مفهوم از نیز زمین�شناسی و بیولوژي مانند طبیعی علوم در حتی
بعنوان آن از می�توان بلکه نمی�شود ختم موارد همین به منیفلد هندسه کاربرد 2 کنند. می استفاده باشد شده

برد. نام مختلف علوم در ریاضی کاربرد و محض ریاضیات بین بزرگی ارتباطی پل
وارد کشورها اینگونه عمومی ریاضی مقدماتی دروس در منیفلد هندسه مفهوم که باشد دلیل همین به شاید

1Finsler
2-The Theory of Sprays and Finsler spaces with application in physics by Biology: by Antonelli -

Ingarden - Matsumoto, Kluwer Academic, 1993.
-Finsler Geometry, Relativity and Gauge Theories and Quantum Cosmology, by Asanov, 1985 ISBN 90-
277-1960-80.
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پیشگفتار و پیشینه .1

امر این در دقت حال هر به اما باشد. موجود موضوع این براي نیز دیگري دلایل است ممکن است، شده
مطالعه مورد را ریاضی کارشناسی مقاطع در منیفلد هندسه فراگیري لزوم که می�دارد آن بر را ما ریاضی جامعه

دهد. قرار خود کار دستور در را مهندسی فنی دانشجویان براي آن تدریس جهت برنامه�اي داده قرار

پایان�نامه کلی روند 3.1
را هندسه تاریخ از خلاصه�اي پیشگفتار، و پیشینه بنام ١ فصل در که می�باشد فصل ۵ شامل پایان�نامه این
در که قضایایی و مثال�ها تعاریف، شامل اولیه؛ مقدمات و مفاهیم عنوان تحت ٢ فصل در سپس و کرده بیان
از کلی درك براي را مقدمه�اي ٣ فصل در ادامه در و آورده�ایم را است گرفته قرار استفاده مورد پایان�نامه این
۵ و ۴ فصل�هاي در محاسبات این که داده�ایم انجام را اولیه محاسبات آن از پس آورده�ایم. موجود پایان�نامه

می�گیرند. قرار استفاده مورد
آن در که قضیه� یک و محاسبات سري یک از استفاده با را واحد کیلینگ برداري میدان�هاي نیز ۴ فصل در
در را همگن ژئودزیک بردارهاي مجموعه�ي نهایت در آورده�ایم. بدست را است شده اثبات و بیان فصل
و بیشتر بررسی براي پیشنهاد و پایان�نامه از کلی نتیجه�گیري یک کار پایان در و آورده�ایم. بدست ۵ فصل

کرده�ایم. بیان را گسترده�تر
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استفاده مورد بعدي فصل�هاي در که را قضایایی و مثال�ها تعاریف، از برخی طورخلاصه به ما فصل این در
می�کنیم. بیان را می�گیرند قرار

خمینه 1.2
داراي نقطه هر در و است اقلیدسی موضعا است. بالاتر ابعاد به سطوح و منحنی�ها از کلیتی ، 1 خمینه یک
انجام به کارت مختصات است. Rn از مجموعه�اي زیر با همیومورف که است کارت، بنام همسایگی، یک
جمله از را واقعی مفاهیم از بسیاري بطوریکه می�دهد، اجازه اقلیدسی فضاي عنوان به خمینه محاسبات

دهد. انتقال خمینه به را دیفرانسیلی فرم�هاي و مماس فضاهاي نقطه�اي، مشتقات پذیري، دیفرانسیل
حاصل بلکه است، نگرفته صورت نفر یک توسط خمینه از نظریه این ریاضی مفاهیم اساسی�ترین همانند
3 منحنی” سطوح روي عمومی ”مطالعات شاهکار در 2 فردریشگاوس کارل است. جمعی فعالیت�هاي سال�ها
وي علاوه، به کرد. استفاده (رویه�ها) سطوح روي موضعی مختصات از آزادانه شد، منتشر ١٨٢٧ سال در که
گرفت. نظر در آن، در موجود اقلیدسی فضاي از مستقل مجدد، فضاي یک عنوان به را سطح بار اولین براي
١٨۵۴ سال در 5 لی” هندسه تحت ”فرضیه�اي 4 گوتینگن سخنرانی در ریمان برنهارد تحلیف مداوم در
آلمانی کلمه مستقیم ترجمه ”Manifold” واژه واقع در گذاشت. را بالاتر ابعاد دیفرانسیل هندسه بنیان
6 پوانکاره هنري توسط کار این کرد. استفاده اشیایش توصیف براي ریمان که است ”Mannigfaltikiet”
نشان برجسته�اي، طور به موضعی اقلیدسی فضاي آن در که شد دنبال همولوژي در نوزدهم قرن اواخر در
این در بود. نقطه-مجموعه�اي توپولوژي در توسعه دوره بیستم قرن اوایل و نوزدهم قرن اواخر شد. داده
می�شود. داده نشان هموار خمینه�هاي بین نگاشت و هموار خمینه�هاي خصوصیات و پایه�اي تعاریف قسمت
خمینه�هاي خمینه�ها، −Ck توپولوژیکی، خمینه�هاي مثال (براي دارد وجود خمینه زیادي تعداد که آنجایی از
می�گیرد. قرار بررسی مورد هموار خمینه�هاي با مرتبط مفاهیم پایان�نامه این در مختلط) خمینه�هاي و تحلیلی

1Manifold
2Carl Friedrich Gauss
3Disquisitions generals circa superficies curvas
4Gottingen
5 Uber die Hypothesen welche, der Geometrie zu Grunde liegn
6Henri poincare

6



اولیه مقدمات و مفاهیم .2

توپولوژیک خمینه 2.2
گوییم اقلیدسی موضعا را M صورت این در باشد، توپولوژیک فضاي یک M کنید فرض .1.2 تعریف
و M در آن از U باز همسایگی Mیک از p نقطه هر براي هرگاه (... و R٣ ،R٢ ،R مثل اقلیدسی (فضاهاي

باشد. موجود φ : U −→ V هومیومرفیسم یک (n ∈ Z یک (براي Rn در V باز همسایگی یک

است. اقلیدسی موضعا M صورت این در باشد. Rn از باز مجموعه زیر یک M کنید فرض .1.2 مثال

هرگاه: گوییم توپولوژیک خمینه یک را توپولوژیک فضاي .2.2 تعریف
باشد. اقلیدسی موضعا (1

باشد. هاسدورف (2
نقطه دو این از همسایگی�هایی آن متمایز نقطه دو هر براي اگر گوئیم 1 هاسدورف را توپولوژیک فضاي یک

نکنند. قطع را یکدیگر که باشند موجود
باشد. 2 شمارا پایه داراي (3

است. شمارا پایه داراي M می�گوئیم پوشانید کارت�ها از شمارا تعدادي توسط بتوان را Mاگر

هستند. توپولوژیک خمینه همگی رویه�ها و �Rnها خود ،S٢ ،S١ .2.2 مثال

پذیر دیفرانسیل خمینه�هاي 3.2
یک p ∈M اگر صورت این در ،n بعد با باشد (همبند) توپولوژیک خمینه Mیک کنید فرض .3.2 تعریف
یک x : U → V ⊆ Rn باشد، باز V ⊆ Rn و M در p حول باز همسایگی یک U و باشد دلخواه نقطه

می�گوییم. p حول موضعی کارت یک را (U, x) زوج صورت این در باشد هومیومرفیسم

نقطه�اي حول M در کارت دو (V, ψ) و (U,φ) و باشد توپولوژیک خمینه Mیک کنید فرض .4.2 تعریف
تغییر نگاشت�هاي هرگاه گوییم ∞C-�مرتبط را کارت دو این صورت این در ،U ∩ V ̸= ∅ که باشند x مانند

کارت

ψoφ−١ : φ (U ∩ V ) → ψ (U ∩ V )

1Hausdorff
2Countable basis
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اولیه مقدمات و مفاهیم .2

φoψ−١ : ψ (U ∩ V ) → φ (U ∩ V )

باشند. C∞

پذیر دیفرانسیل خمینه - ماکزیمال اطلس 1.3.2
M روي کارت�هاي از مجموعه یک A و باشد توپولوژیک�n-�بعدي خمینه Mیک کنید فرض .5.2 تعریف

هرگاه: گوییم M روي (هموار) اطلس یک را A صورت این در باشد
.M = ∪

α∈A
Uα یعنی بپوشاند را M کارت�ها دامنه�ي (1

باشند. ∞�C-�مرتبط دوبدو A اعضاي (2

اطلس یک را M روي A اطلس صورت این در باشد توپولوژیک خمینه یک M کنید فرض .6.2 تعریف
نباشد. دیگري اطلس هیچ در مشمول A هرگاه گویند ماکسیمال

باشد آن روي ماکسیمال اطلس یک A و باشد توپولوژیک�n-�بعدي خمینه یک M کنید فرض .7.2 تعریف
گوییم. M روي پذیر دیفرانسیل ساختار یک را ماکسیمال اطلس این صورت این در

توپولوژیک خمینه یک از است عبارت هموار خمینه یک یعنی گوییم. هموار خمینه یک را (M,A) زوج و
پذیر. دیفرانسیل ساختار یک همراه به

خمینه یک بر مماس فضاي و مماس بردار 4.2
و باشد M �n-�بعدي خمینه روي هموار خم یک α : (−ε, ε) = I → M کنید فرض .8.2 تعریف
کارت توسط α نمایش صورت این در می�گیریم. نظر در M در p حول را (U, x) کارت حال .α (٠) = p

بود: خواهد زیر صورت به Rn در خم یک (U, x)
xoα : (−δ, δ) → x (U) ⊆ Rn

گوییم. t = ٠ در α خم سرعت را آن و α′
(٠) = d

dt
|t=٠ xoα می�کنیم: تعریف حال

هرگاه: گوییم ارز هم را M خمینه روي β : I →M و α : I →M خم دو
α (٠) = β (٠) = p

α
′
(٠) = β

′
(٠)
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با را α خم با متناظر ارزي هم کلاس می�کند. تعریف M روي خم�هاي بین ارزي هم رابطه�ي یک بالا شرط
می�دهیم. نشان [α]p

[α]p =
{
β : I →M |β (٠) = p, β

′
(٠) = α

′
(٠)
}

می�دهند. نشان TpM نماد با را [α]p ارزي هم کلاس�هاي تمام مجموعه�ي
TpM =

{
[α]p |α : I →M,α (٠) = p

}
گویند. p در M بر مماس فضاي را آن و

بود. خواهند p در Mبر مماس بردارهاي [α]p کلاس�هاي و

مماس دوگان فضاي 1.4.2
فضاي M از p نقطه هر براي صورت این در باشد �n-�بعدي هموار خمینه یک M کنید فرض .9.2 تعریف
مماس دوگان فضاي را آن داده نشان T ∗

pM با را آن دوگان1 فضاي که است برداري فضاي یک TpM مماس
TpM براي پایه یک

{(
∂

∂ xi

)
p

}
i=١,...,n

و بوده p نقطه همسایگی در کارت یک (x, U) کنیم فرض می�نامیم.
می�دهیم: قرار می�کنیم. تعریف T ∗

pM براي پایه�اي آنگاه باشد
(

∂
∂ xi

)
p
دوگان پایه (θi)p

باشد، آن دوگان پایه�ي نیز E∗ و باشد K میدان روي n−بعدي برداري فضاي یک E کنید فرض .1.2 تذکر
دوگان پایه را آن که می�باشد وابسته آن به E∗ براي پایه یک بگیریم نظر در E براي پایه یک اگر حقیقت در

است. E∗ براي پایه یک θi نگاشت آنگاه باشد E براي پایه یک ei کنیم فرض اگر می�نامیم.
θ
i : E → K
x 7→θi(x)=xi

مماس کلاف 2.4.2
اجتماع بصورت M مماس کلاف صورت این در باشد، �n-�بعدي خمینه یک M کنید فرض .10.2 تعریف

می�شود. داده نمایش زیر بصورت و می�شوند تعریف مماس فضاهاي تمام
TM = ∪

p∈M
TpM

1Dual space
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برداري میدان 3.4.2
M روي 1 برداري میدان یک صورت این در باشد �n-�بعدي هموار خمینه Mیک کنیم فرض .11.2 تعریف

.X (p) ∈ TpM آنگاه ،p ∈M از بطوریکه X :M → TM
p 7→Xp

مانند همواري نگاشت از است عبارت
مماس بردار ،p مانند خمینه نقطه�ي هر به که TM به M از است تابعی برداري میدان یک ساده�تر بطور

.(2003 باي، (بوس می�دهد. نسبت را ،p نقطه در M مماس فضاي در ،TpM عضو X (p)

می�باشد. R٣ روي برداري میدان یک زیر تابع آنگاه ،M = R٣ اگر .3.2 مثال

X : R٣ → TR٣ = R٣ × R٣

X (p١, p٢, p٣) =

(
p٢١ + ٢ sin

p١
١+ p٢٢

,۴p٢p٣, p١ + p٢

)
می�دهند. نشان χ (M) با را M خمینه روي برداري میدان�هاي تمام مجموعه�ي

نگاشت: از است عبارت M روي برداري میدان یک .12.2 تعریف

X : C∞ (M) → C∞ (M)
f 7→X(f)

دارد: را زیر خواص که

X (f + g) = X (f) +X (g) (1)

X (λf) = λX (f) (2)

X (f.g) = X (f) .g + f.X (g) (3)

برداري میدان دو لی کروشه 4.4.2
یک ،X, Y لی کروشه صورت این در باشند M روي برداري میدان دو X, Y کنید فرض .13.2 تعریف

می�شود: تعریف زیر بصورت و می�شود داده نشان [X, Y ] با که است برداري میدان

[X, Y ] : C
∞ (M) → C

∞ (M)

1Vector field
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