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:ý¤�ÃÚ¨�³¨ ø ÂþÀÖ�
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ô¥� ¢�¡ Â� Ý÷�¨Â� ö�þ�� �� ö��õ À÷ø�À¡ ´þ��ä �� �¤ ÝÜä ¥� �Ü�Âõ ßþ� ÝµÆ÷��� �î ¥øÂõ�

.Ý�î ý¤�ÃÚ¨�³¨ À÷¢ÂØ÷ æþ¤¢ �¤ üØÞî º�û Ý÷À÷�¨¤ ý¤�þ ¤¢ �î Ý÷�ÃþÃä üõ�Þ� ¥� Ý÷�¢üõ

ö�¨� Ýþ�Â � �¤ �ûüµ¿¨ ÛÞ½� ö�ªÂ�¡ ý�û�ä¢ ù¤��Þû �î ôÃþÃä ù¢�� ÷�¡ ¥� ¥�è� ¤¢

�È�Þû �î À�î Ý÷��� �î Ýû��¡üõ ö��Âúõ À÷ø�À¡ ¥� ø ô¤�¢ �¤ ü÷�¢¤Àì ø ÂØÈ� ñ�Þî ´¡�¨

.Ýª�� ö�ªÂ�¡ ý�ä¢ Õþ�

ö�Èþ� ¥� ý�ù¦�ø �� � � Ý ÷�¢üÞ÷ �î üÞÒ�î ñ¢�ä Âµî¢ ý�ì� ���� ô�üõ�Âð ¢� µ¨� ¥�

ßõ �� üðÀ÷¥ ¤¢ �� ø �¢� ø ÝÜä ���õ¥ ¤¢ �� �¤ üþ�ûÃ�� �fãì�ø ö�Èþ� �î �Â� Ý�î ü÷�¢¤Àì
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¥��ú� :ô�÷ ý�¨�Üú� :üð¢��÷�¡ ô�÷

�ûé�Âð ¤¢ üþ�� � k üÜî üðÀ��î�Ï��� ø üþ�� � k üðÀ��î�Ï��� : �õ�÷ ö�þ�� ö���ä

ë¤¢�Ü�� üÞÒ�î ñ¢�ä Âµî¢ :�Þ�û�¤ ¢�µ¨�

Â±� :Çþ�Âð Ë½õ ü®�þ¤ :�µª¤ Àª¤� ü¨��ª¤�î :üÜ�Ê½� âÎÖõ
�þ�� ô�Üä :ùÀØÈ÷�¢ üÜ��¢¤� ÕÖ½õ :ù�ÚÈ÷�¢

155 :�½Ô¬ ¢�Àã� 1390/4/29 :üÜ�Ê½µó� å¤�ê ¾þ¤��

À�±Þû ý�ûé�Âð ,�û°ãØõ ,Ûõ�î üÈ¿�À�� ý�ûé�Âð ,üÈ¿�À�� ý�ûé�Âð : �ûù¦�ø À�Üî
ý�ûé�Âð ,üê¢�Ê� ý�ûé�Âð ,ü÷Àª �µê�Øª ý�ûé�Âð ,ýÂÎì �fþ�ì ý�ûé�Âð ,¢�¥� � P4
¢Àä ,üþ�� � k üðÀ��î�Ï��� ¢Àä ,�ûé�ÂðÂ�� ,ß¨Âµ� ý�µê�þ �ã¨�� Â�� ý�ûé�Âð ,ý¤�Âû

.üðÀ��î�Ï��� � M ¢Àä ø üðÀ��î�Ï��� � k ¢Àä ,üþ�� � k üÜî üðÀ��î�Ï���

:ùÀ�Ø�
,üÈ¿�À�� ý�ûé�Âð ö�� �ûé�Âð ¥� ü¡Â� ýø¤ �¤ üðÀ��î�Ï��� �ÜÆb õ �õ�÷ ö�þ�� ßþ� ¤¢
ý�ûé�Âð ,¢�¥� � P4 À�±Þû ý�ûé�Âð ,üÈ¿�ø¢ ý�û°ãØõ ,Ûõ�î üÈ¿�À�� ý�ûé�Âð
Â�� ý�ûé�Âð ø ý¤�Âû ý�ûé�Âð ,üê¢�Ê� ý�ûé�Âð ,ü÷Àª �µê�Øª ý�ûé�Âð ,ýÂÎì �fþ�ì
üþ�� � k üÜî ýùÀ��î�Ï��� ý�û�ä�Þ¹õ«��¡ .Ý��îüõ ü¨¤Â� �¤ ß¨Âµ� ý�µê�þ �ã¨��
ýùÀ��î�Ï��� ý�û�ä�Þ¹õÉ�¿È� ý�ÜÿÆõ �î ¢�¢ Ý�û��¡ ø Ý��îüõ ü¨¤Â� �¤ ñ�Þ���õ
Ý��î ÛþÀ±� �ûé�ÂðÂ�� ¤¢ âÏ�Ö� � k É�¿È� ý�ÜÿÆõ �� Ý�÷���üõ �¤ �ûé�Âð ¤¢ üþ�� � k üÜî
üÈ¿�ø¢ ý�û°ãØõ ,Ûõ�î üÈ¿�À�� ý�ûé�Âð ,üÈ¿�À�� ý�ûé�Âð ý�Â� �¤ ¢Àä ßþ� ø
üÜî ´ó�� ¤¢ üþ� � � k üÜî üðÀ��î�Ï��� ¢Àä ý�Â � �� � ö�Âî ×þ ,�õ�¢� ¤¢ .Ý� �� þüõ
ø Ý��îüõ ��¬� �¤ k(G) � (2k�Æ�1)n

(2k�Æ)
ö�Âî Æ+3

2
� k � Æ � 1 Âû ý�¥� �� ø Ý�û¢üõ ���¤�

k+1(G) =
n+k(G)

2
ýø�Æ� G é�Âð ýø¤ üÏÂª �� �� Æ � k Âû ý�¥� �� �î Ý��îüõ ü¨¤Â�

ý�ûé�Âð ¥� üê�ÂðÂþ¥ �î ýÂÎì �f þ�ì ý�ûé�Âð ¤¢ �¤ üþ�� � k üðÀ��î�Ï��� ¢Àä .Ýþ¤�¢
ý�Â � üþ� � � k üðÀ��î�Ï��� ý�ÜÿÆõ �î Ý� �îüõ ´�� � ø Ý� �îüõ ü¨¤Â � �¤ À ÷�ýÂÎì
×þ üÈ¿�ø¢ ý�ûé�Âð ø À÷� ýÂÎì ý�ûé�Âð ¥� ü¨�îÂþ¥ �î ü÷Àª �µê�Øª ý�ûé�Âð
�î G(n; p) üê¢�Ê� é�Âð ý�Â� üþ� � � 2 üðÀ��î�Ï��� ¢Àä .´¨� Ûõ�î � NP �ÜÿÆõ

.Ý���þüõ ,¢¤�¢ �¤ ÃîÂÞ� �ÎÖ÷ � ø¢ ×þ �� üÞµ� �f±þÂÖ� üþ�ÂÚÞû
,À ÷�ùÀª �µª� ÷ ùÀ � � ø üÞÒ�î Â µ î¢ ���� Í¨� � �î �õ� ÷ ö� þ� � ß þ� Ý µÈû ø ÝµÔû ÛÊê
¢À ä ø Hm;n ý¤�Â û ý� ú ê�Â ð ü þ� � � 2 ü Ü î ü ðÀ � � î� Ï� �� ¢À ä ý�Â � �¤ ü þ� ûö�Â î
P (m;n; `0; `1; � � � ; `m�1) ß¨Âµ� ý�µê�þ �ã¨�� Â�� ý�ûé�Âð üþ�� � k üÜî üðÀ��î�Ï���
ÛþÀ±� ýø�Æ� �� �ûö�Âî ßþ� n ø m ýø¤ üÏÂª �� �� �î Ý��îüõ ü¨¤Â� ø Ý�û¢üõ ���¤�

.¢�ªüõ
�
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�õÀÖõ

�� 2 ÛðÂ� �÷�¡¢ø¤ �Ü�¨ø�� üìÂª §øÂ� ¤¢ âì�ø 1 ïÂ±ÆÚ�÷�î Âúª ý¢��õ ÝûÀ¹û öÂì ¤¢

�� Âúª ßþ� üó�û� .¢Âîüõ Û¬ø Ýû �� �¤ �ûÇ¿� ßþ� Û� ´Ôû .¢�� ùÀª Ý�ÆÖ� Ç¿� ¤�ú�

ö��� Âúª ¤ø¢ ¤¢ ö¢Âî ©¢Âð ý�Â� üû�¤ À÷À�ª�îüõ ,�±�ÈØþ ý�û¥ø¤ ¤¢ ©¢Âð ô�Ú�û

1736 ñ�¨ ¤¢ .À÷¢ÂðÂ� áøÂª �ÎÖ÷ �� Å³¨ ø À��î ¤�±ä ¤�� ×þ �fÖ�ì¢ Û� Âû ¥� �î À�����

�� �¤ Âúª ßþ� Ç¿� ¤�ú� ,�ó�bÆõ ßþ� Û� ´ú� ÂÜþø� �¤�ú÷�ÿó üÆ���¨ ï¤Ã� ö�¢ü®�þ¤

ø¢ ß�� ü÷�Þî �þ Í¡ù¤�� �ÖÎ�õ ø¢ ß�� Û� Âû ý�¥� �� ø ¢�¢ ö�È÷ �½Ô¬ ýø¤ �ÎÖ÷ ¤�ú�

Û��ì ¢Â�¤�î Û�ó¢ �� .À��� �üõ ÛØª ¤¢ �î ý¤�Ï ö�Þû .¢Âî Ý¨¤ �ú÷� �� ÂÒ��µõ �ÎÖ÷

,��õÀ¡ âþ¥�� ,��þ¤�¥�� ,´þÂþÀõ ,¢�Êµì� ö�� ü÷�ð�÷�ð ý�û���õ¥ ¤¢ é�Âð �þÂÑ÷ �Ñ��õ

�� � �ª� üÚµÆ��ø Û�Ü½� ø �þÃ¹� ø ü¨¤Â� üÜî ¤�Ï �� ø ÛÖ÷ ø ÛÞ� ,��ä�Ï� ñ�Öµ ÷�

.´¨� ùÀª Â���³õ�î ô�Üä ø ���®�þ¤ ý�û�¡�ª ßþÂ�¤��Â� ¥� üØþ é�Âð �þÂÑ÷ ù¥øÂõ� ,ÂÚþÀØþ

Konigsberg1

Pregel2

ø



ý� ûé�Â ð ö� � � ûé�Â ð ¥� ü¡Â � ýø¤ �¤ ü ðÀ � � î� Ï� �� � Ü Æb õ � õ� ÷ ö� þ� � ß þ� ¤¢

,¢�¥� � P4 À�±Þû ý�ûé�Âð ,üÈ¿�ø¢ ý�û°ãØõ ,Ûõ�î üÈ¿�À�� ý�ûé�Âð ,üÈ¿�À��

ø ý¤�Âû ý�ûé�Âð ,üê¢�Ê� ý�ûé�Âð ,ü÷Àª �µê�Øª ý�ûé�Âð ,ýÂÎì �f þ�ì ý�ûé�Âð

.Ý��îüõ ü¨¤Â� �¤ ß¨Âµ� ý�µê�þ �ã¨�� Â�� ý�ûé�Âð

.Àª��üõ Âþ¥ �¤�¬ �� üðÀ��î�Ï��� �ÜÿÆõ ×þ 1�û�ØÜõ ý�ÜÿÆõ ñ�·õ ö���ä ��

ßþ� ¤¢ �î ý�ùÂúõ �ú�� .ÀþÂ�Ú� ÂÑ÷ ¤¢ �¤ ¢¤�¢ �÷�¡ 8� 8 �î �¤ ¸÷ÂÎª ý�½Ô¬×þ

Ý�÷���üõ �ØÜõ À�� �� .Àª��üõ 2�ØÜõ ýùÂúõ ,À�î ´îÂ� ´ú� 8 Âû �� À÷���üõ �½Ô¬

�¤ ¤�î ßþ� Ý�÷���üõ �ØÜõ 6 �� �î ´¨� ßþ� ù��ð Âþ¥ ÛØª .Ý��î éÂÊ� �¤ �½Ô¬ ßþ� Ûî

.Ý�û¢ ô�¹÷�

.Àª üðÀ��î�Ï��� ý�ÜÿÆõ Çþ�À�� ¶ä�� �ÜÿÆõ ßþ�

�þ� üóø .Ý��î éÂÊ� �¤ ¸÷ÂÎª ý�½Ô¬ �ØÜõ 6 �� Ý�÷���üõ ÝþÀþ¢ ��� ¤¢ �î ¤�Ï ö�Þû

?´¨� ÝÞ���õ ¢�Àã� ßþ�

ö�õÀ�� ,Ý����üõ Âþ¥ ÛØª ¤¢ �î ¤�Ï ö�Þû ø Àª Û� �ØÜõ 5 �� Àã� �ûñ�¨ �ÜÿÆõ ßþ�

ý�ÜÿÆõ ßþ� .¢¤�¢ �Ï��� Ã�÷ ÂÚþ¢ ý�û�ØÜõ ý�÷�¡ Â� �ØÜõ Âû �î ´¨� ý¤�Ï �û�ØÜõ ßþ�

üêÂãõ 5üÞ��µþÀû ø 4 §ø�¢ ,3 ß���î�î Í¨�� üÜî üðÀ��î�Ï��� �� Àª ¶ä�� �ØÜõ � 5

.¢�ª
Queens Problem1

Queen2

Cockayne3

Dawes4

Hedetniemi5

¥



.Ý��îüõ ùÀû�Èõ �û�ØÜõ ý�ÜÿÆõ �� �¤ üðÀ��î�Ï��� ý�ÜÿÆõ ý�Î��¤ Âþ¥ Óþ¤�ã� �� ñ��

Âû ù�ðÂû ,Ý�þ�ð üõ G ¥� ùÀ��î�Ï��� �ä�Þ¹õ ×þ �¤ S � V (G) ý�ä�Þ¹õ G é�Âð ¤¢

�� �¤ ùÀ��î�Ï��� �ä�Þ¹õ .Àª�� ¤ø�¹õ S §��¤ ¥� üØþ Ûì�À� �� v 2 V (G)� S §�¤

�� �¤ G é�Âð ¥� ùÀ��î�Ï��� �ä�Þ¹õ ßþÂµØ��î ù¥�À÷� .Ý�û¢üõ ö�È÷ DS ¢�Þ÷ �� ¤�Êµ¡�

.Ý�õ�÷üõ é�Âð üðÀ��î�Ï��� ¢Àä �¤ ö� ø ù¢�¢ Çþ�Þ÷ (G) ¢�Þ÷

�� v 2 V (G)� S §�¤ Âû ù�ðÂû ,Ý�þ�ðüõ G ¥� ùÀ��î�Ï��� � k �ä�Þ¹õ �¤ S � V (G)

üõ ö�È÷ kDS ¢�Þ÷ �� ¤�Êµ¡� �� �¤ ý��ä�Þ¹õ ß��� .Àª�� ¤ø�¹õ S ¥� §�¤ k Ûì�À�

ù¢�¢ Çþ�Þ÷ k(G) ¢�Þ÷ �� �¤ G é�Âð ¥� ùÀ��î�Ï��� � k ý�ä�Þ¹õ ßþÂµØ��î ù¥�À÷� .Ý�û¢

.1(G) = (G) �î Ý��îüõ ���� .Ý�õ�÷üõ é�Âð üðÀ��î�Ï��� � k ¢Àä �¤ ö� ø

§�¤ Âû ù�ðÂû ,Ý�þ�ðüõ G ¥� üþ�� � k ùÀ��î�Ï��� �ä�Þ¹õ �¤ S � V (G) ý�ä�Þ¹õ

¤ø�¹õ S ¥� §�¤ k � 1 Ûì�À� �� v 2 S §�¤ Âû ø S ¥� §�¤ k Ûì�À� �� v 2 V (G)� S

�k(G)¢� Þ ÷ � � �¤ G é�Â ð ¥� ü þ� � � k ùÀ � � î�Ï��� � ä� Þ¹õ ß þÂ µ Ø�� î ù¥�À ÷� .Àª� �

� î Ý � � îüõ ��� � .Ý � õ� ÷ ü õ é�Â ð ü þ� � � k üðÀ � � î�Ï��� ¢Àä �¤ ö� ø ù¢�¢ Çþ� Þ ÷

.�1(G) = 1(G) = (G)

v 2 V (G) §�¤ Âû ù�ðÂû ,Ý�þ�ðüõ üÜî ùÀ��î�Ï��� �ä�Þ¹õ �¤ S � V (G) ý�ä�Þ¹õ

¢�Þ÷ �� ¤�Êµ¡� �� �¤ üÜî ýùÀ��î�Ï��� ý�ä�Þ¹õ .Àª�� ¤ø�¹õ S §��¤ ¥� üØþ Ûì�À� ��

¢�Þ÷ � � �¤ G é�Âð ¥� üÜî ùÀ��î�Ï��� �ä�Þ¹õ ßþÂµØ��î ù¥�À÷� .Ý�û¢üõ ö�È÷ TDS

�



.Ý�õ�÷üõ é�Âð üÜî üðÀ��î�Ï��� ¢Àä �¤ ö� ø ù¢�¢ Çþ�Þ÷ t(G)

�� v 2 V (G)§�¤ Âû ù�ðÂû ,Ý�þ�ð üõ üþ�� � k üÜî ùÀ��î�Ï��� �ä�Þ¹õ �¤ S � V (G)

¢�Þ÷ �� ¤�Êµ¡� �� �¤ üþ�� � k üÜî ùÀ��î�Ï��� �ä�Þ¹õ .Àª�� ¤ø�¹õ S ¥� §�¤ k Ûì�À�

�� �¤ G é�Âð ¥� üþ�� � k üÜî ùÀ��î�Ï��� �ä�Þ¹õ ßþÂµØ��î ù¥�À÷� .Ý�û¢üõ ö�È÷ kTDS

���� .Ý�õ�÷üõ é�Âð üþ�� � k üÜî üðÀ��î�Ï��� ¢Àä �¤ ö� ø ù¢�¢ Çþ�Þ÷ �k;t(G) ¢�Þ÷

.�1;t(G) = t(G) �î Ý��îüõ

�î Ý�÷Ã� �¤ M(v) = (t(v); k(v)) °Æ�Â� G = (V;E) é�Âð ¤¢ v §�¤ Âû ý�� �� Âð�

¤�Ñ�õ ,ö¢¥ °Æ�Â� ßþ� ¤¢ .´¨� üÔ�õ�÷ ¼�½¬ ¢Àä ×þ k(v) ø t(v) 2 fB;Rg ö� ¤¢
�î) t(v) = R °Æ�Â� �� v §��¤ ô�Þ� Ûõ�ª �î D ýùÀ��î�Ï��� ý�ä�Þ¹õ ö¢Âî �À��

¥� §�¤ k(v) Ûì�À� Í¨�� G ¥� v §�¤ Âû �î ý¤�Ï �� ,´¨� (À÷�ªüõ ùÀ�õ�÷ ô¥� §��¤

.Àª�� ùÀª �Ï��� D

.´¨� ùÀª Û�ØÈ� Âþ¥ �¤�¬ �� ÛÊê ´Èû ¥� �õ�÷ ö�þ�� ßþ�

��óø� Ý�û�Ôõ ø ��õÀÖõ .ñø� ÛÊê

�ûé�Âð ¤¢ üþ�� � k üÜî üðÀ��î�Ï��� .ôø¢ ÛÊê

�ûé�Âð ¤¢ ��¤¢ ÝÞ���õ ø üðÀ��î�Ï��� � k ù¤��¤¢ .ô�¨ ÛÊê

é�Âð ×þ üðÀ��î�Ï��� � k ¢Àä ýø¤ ö�Âî ×þ .ô¤�ú� ÛÊê

�ûé�Âð ¤¢ üþ�� � k üðÀ��î�Ï��� .Ý¹�� ÛÊê

�ûé�Âð ¤¢ üþ�� � k üðÀ��î�Ï��� ù¤��¤¢ .ÝÈª ÛÊê

ý¤�Âû ý�ûé�Âð ¤¢ üþ�� � 2 üðÀ��î�Ï��� .ÝµÔû ÛÊê

ß¨Âµ� �µê�þ �ã¨�� Â�� ý�ûé�Âð ¤¢ üþ�� � k üðÀ��î�Ï��� .ÝµÈû ÛÊê

.¢¤ø� Ý�û��¡ ,Ýþ¤�¢ ¥��÷ �õ�÷ ö�þ�� ßþ� Ûî ¤¢ �î �¤ ��óø� Óþ¤�ã� ø ��õÀÖõ ñø� ÛÊê ¤¢

Ý��îüõ ü¨¤Â� �¤ ñ�Þ���õ üþ�� � k üÜî ýùÀ��î�Ï��� ý�û�ä�Þ¹õ«��¡ ôø¢ ÛÊê ¤¢

�ûé�Âð ¤¢ üþ�� � k üÜî ýùÀ��î�Ï��� ý�û�ä�Þ¹õ É�¿È� ý�ÜÿÆõ �î Ý�û¢üõ ö�È÷ ø

ý�Â� �¤ ¢Àä ßþ� ø Ý��î ÛþÀ±� �ûé�ÂðÂ�� ¤¢ âÏ�Ö� � k É�¿È� ý�ÜÿÆõ �� Ý�÷���üõ �¤

,�õ�¢� ¤¢ .Ý���þüõ üÈ¿�ø¢ ý�û°ãØõ ,Ûõ�î üÈ¿�À�� ý�ûé�Âð ,üÈ¿�À�� ý�ûé�Âð

.Ý�û¢üõ ���¤� üÜî ´ó�� ¤¢ üþ�� � k üÜî üðÀ��î�Ï��� ¢Àä ý�Â� ��� ö�Âî ×þ

¯



�� ¬� �¤ k(G) � (2k�Æ�1)n
(2k�Æ)

ö�Â î Æ+3
2
� k � Æ � 1 Â û ý�¥� � � ô� ¨ Û Ê ê ¤¢

ö�Â î G é�Â ð ýø¤ üÏÂª �� � � Æ � k Â û ý�¥� � � � î ¢Â î Ý � û��¡ ü¨¤Â � ø Ý � � îüõ

.¢�ªüõ ÛþÀ±� ýø�Æ� �� k+1(G) � n+k(G)
2

ö�Â î � ûé�Â ð ýø¤ ü ÏÂ ª � � � � � î ¢Â î Ý � û�� ¡ ü ¨¤Â � ô¤� ú � Û Ê ê ¤¢

.¢�ªüõ ÛþÀ±� ýø�Æ� �� k+1(G) � n+k(G)
2

¥� üê�ÂðÂþ¥ �î ýÂÎì �fþ�ì ý�ûé�Âð ¤¢ �¤ üþ�� � k üðÀ��î�Ï��� ¢Àä Ý¹�� ÛÊê ¤¢

üþ�� � k üðÀ��î�Ï��� ý�ÜÿÆõ �î Ý��îüõ ´��� ø Ý��îüõ ü¨¤Â� �¤ À÷�ýÂÎì ý�ûé�Âð

üÈ¿�ø¢ ý�ûé�Âð ø À÷� ýÂÎì ý�ûé�Âð ¥� ü¨�îÂþ¥ �î ü÷Àª �µê�Øª ý�ûé�Âð ý�Â�

.´¨� Ûõ�î � NP �ÜÿÆõ ×þ

üê¢�Ê� é�Âð ý�Â� üþ�� � 2 üðÀ��î�Ï��� ¢Àä �î ¢�¢ Ý�û��¡ ö�È÷ ÝÈª ÛÊê ¤¢

Àª��üõ Âþ¥ �¤�¬ �� ÃîÂÞ� �ÎÖ÷ � ø¢ ×þ �� üÞµ� �f±þÂÖ� üþ�ÂÚÞû �î G(n; p)

blogb n� logb log n + logb
p

p� 1
c+ 1 � 2(G(n; p)) � blogb n� logb log n + logb

p

p� 1
c+ 2

.Àª��üõ b = 1

p�1
ø p 2 (0;1) ö� ¤¢ �î

Hm;n ý¤�Âû ý�úê�Âð üþ�� � 2 üÜî üðÀ��î�Ï��� ¢Àä ý�Â� �¤ üþ�ûö�Âî ÝµÔû ÛÊê ¤¢

ÛþÀ±� ýø�Æ� �� �ûö�Âî ßþ� n ø m ýø¤ üÏÂª �� �� �î Ý��îüõ ü¨¤Â� ø Ý�û¢üõ ���¤�

.¢�ªüõ

ý�µê�þ �ã¨�� Â�� é�Âð üþ�� � k üÜî üðÀ��î�Ï��� ¢Àä ý�Â� �¤ üþ�ûö�Âî ÝµÈû ÛÊê ¤¢

m ýø¤ üÏÂª �� �� �î Ý��îüõ ü¨¤Â� ø Ý�û¢üõ ���¤� P (m;n; `0; `1; � � � ; `m�1) ß¨Âµ�
.¢�ªüõ ÛþÀ±� ýø�Æ� �� �ûö�Âî ßþ� n ø

ý



1 ÛÊê

��óø� Ý�û�Ôõ ø ��õÀÖõ



1 ��óø� Ý�û�Ôõ ø ��õÀÖõ :1 ÛÊê

�ûñ�·õ ø Óþ¤�ã� 1.1

¤�Â ì ù¢�Ô µ¨� ¢¤�õ ýÀã� ý�ûÛÊê ¤¢ �î �¤ üþ�ûñ�·õ ø Óþ¤�ã � ¥� ü¡Â� Ç¿� ßþ� ¤¢

.Ý��îüõ ¤øÂõ �¤ À÷Â�ðüõ

�Ö��Æõ ÂÚþÀØþ �� ø¢��ø¢ Àþ�� f ø e ,d ,c ,b ,a ý�ûô�÷ �� Ý�� 6 �î À��î Âê 1.1 ñ�·õ

.´¨� ùÀª ô�¹÷� Âþ¥ ý�ûý¥�� ,ù¤ø¢ ßþ� áøÂª ¥� �µÔû À�� ¥� Å� .À�û¢

.´¨� ù¢Âî ý¥�� f ø e ,c �� a

.´¨� ù¢Âî ý¥�� f ø d ,e ,c �� b

.´¨� ù¢Âî ý¥�� f ø d ,b ,a �� c

.´¨� ù¢Âî ý¥�� f ø e ,c ,b �� d

.´¨� ù¢Âî ý¥�� d ø b ,a �� e

.´¨� ù¢Âî ý¥�� d ø c ,b ,a �� f

Çþ�Þ÷ ü¨À�û ¤�¢�Þ÷ ×þ ×Þî �� Ý�÷���üõ ö��î�� �¤ ��Ö��Æõ ¥� ù¤ø¢ ßþ� ´�ãì�õ

¯��Âõ ý�ûÝ�� �î �¤ �ÎÖ÷ ø¢ Âû ø Ý�û¢ Çþ�Þ÷ �ÎÖ÷ ×þ �� �¤ Ý�� Âû �î ÕþÂÏ ßþÀ� .Ý�û¢

�¤ Âþ¥ ¤�¢�Þ÷ �¤�¬ ßþ� ¤¢ .Ý��î Û¬ø Ýû �� ´¨�¤ üÎ¡ �� �¤ À÷�ù¢Âî ý¥�� Ýû �� �ú÷� ��

:Ýþ¤�¢

.´¨� é�Âð ×þ ¤�¢�Þ÷ ,ý¤�¢�Þ÷ ß���



2 ��óø� Ý�û�Ôõ ø ��õÀÖõ :1 ÛÊê

ýÀ�óÂþ� éøÂãõ ö�¢ü®�þ¤ 1 ö�µÜ�Þû ß�ø¤ ô��Üþø Â¨ ý¢��õ 1859 ñ�¨ ¤¢ 2.1 ñ�·õ

×��î ¾�õ 20 ,��� Å�� ¥� ÝÑµ�õ üú�ø ù¢¥�ø¢ ×þ ¥� �î ¢Âî á�Âµ¡� ý¥����±¨� ×þ

¾�õ ×þ üú�ø ù¢¥�ø¢ ßþ� §�¤ 20 ¥� ×þ Âû ö�µÜ�Þû .¢�� ùÀª Û�ØÈ� ¾÷ �Ø� ×þ ø

´¨¢ ¤¢ �¤ ¾÷ ,ßØþ¥�� .¢�� �µÆ� �û¾�õ ßþ� ¥� üØþ �� ü¿÷ �ãÎì ø ¢�� ù¢Âî ��úõ ßú���

ø� .À �»� �üõ �Ï� �Â õ ¾�õ ¤ø¢ � � �¤ ¾÷ ¢Âîüõ ¤� ±ä �î (Âúª) §�¤ Âû ¥� ø ´êÂðüõ

Û�ù�¤ ×þ .¢¢ÂðÂ� áøÂª (Âúª) §�¤ �� ø ù¢Âî üÏ ¤��×þ ÍÖê �¤ �û§�¤ ô�Þ� ´Æþ��üõ

:´¨� ¾÷ ¤�±ä ÂÚ÷�È÷ Ù÷¤Â� ¯�Î¡ .´¨� ùÀª ù¢�¢ ö�È÷ Âþ¥ ¤�¢�Þ÷ Í¨�� ý¥�� ßþ�

.´¨� é�Âð ×þ ¤�¢�Þ÷ ,ý¤�¢�Þ÷ ß���

ý�û�ä�Þ¹õÂþ¥ ô�Þ� ¥� ý��ä�Þ¹õÂþ¥ E ø üú�Â�è ý��ä�Þ¹õ V À��î Âê .é�Âð
�¤ V �Ìä Âû .Ý�þ�ðüõ é�Âð ×þ G = (V;E)´Ô� �� �¤�¬ ßþ� ¤¢ .Àª�� V ý�Ìäø¢

ø V (G) ¢�Þ÷ �� �¤ G ý�û§�¤ �ä�Þ¹õ .Ý�õ�÷üõ ñ�þ ×þ �¤ E �Ìä Âû ø ùÂð �þ §�¤ ×þ

.Ý�û¢üõ ö�È÷ E(G) ¢�Þ÷ �� �¤ G ý�ûñ�þ �ä�Þ¹õ

,e = fu; vg 2 E ø u ø v 2 V ø Àª�� é�Âð ×þ G = (V;E) Âð� .¤ø�¹õ 1.1 ÓþÂã�

:Ý�þ�ðüõ ù�Ú÷�

.´¨� v ø u ß�� üó�þ e (Óó�

.¢¤Áðüõ v ø u ¥� e (�

.À�îüõ Û¬ø Ýû �� �¤ v ø u§��¤ e (�

Hamilton1



3 ��óø� Ý�û�Ôõ ø ��õÀÖõ :1 ÛÊê

.À÷¤ø�¹õ v ø u§��¤ (¢

.À�ãì�ø e ñ�þ Â� v ø u§��¤ (ù

ö�È÷ Âþ¥ ¤�¢�Þ÷ �� ø u$ v ¢�Þ÷ �� �¤ á�®�õ ßþ� ø .À�µÆû e ñ�þ Â¨ ø¢ v ø u§��¤ (ø

.Ý�û¢üõ

üØ�ê�Âð �¤�¬ �� �¤ �ûö� ö�� �üõ �î ´¨� ßþ� ,ô� ÷ ßþÀ� �ûé�Âð ý¤�ÁÚõ� ÷ Û� ó¢

ý¤�þ �ûé�Âð «��¡ ¥� ý¤��Æ� í¤¢ ¤¢ �¤ �õ �î ´¨� üØ�ê�Âð Çþ�Þ÷ ß�Þû ø ¢�¢ Çþ�Þ÷

¯�Ö÷ �î ,Í¡ ×þ �� ñ�þ Âû ø �ÎÖ÷ ×þ �� §�¤ Âû ,üØ�ê�Âð Çþ�Þ÷ �÷�ð ßþ� ¤¢ .À�îüõ

.¢�ªüõ ù¢�¢ Çþ�Þ÷ ,À�îüõ Û¬ø ÂÚþÀØþ �� �¤ ¢�¡ Â¨ ø¢ ÂÚ÷�þ�Þ÷

ø À�Ø÷ âÎì �¤ ©¢�¡ üÎ¡ º�û �î Ý�ª� � � µª�¢ ��� � À þ� � ,¤�¢�Þ ÷ Ý¨¤ ô�Ú�û � �

üóø ,´¨� §�¤ ×þ ÂÚ÷�þ�Þ÷ �î ý��ÎÖ÷ ýø¤ ¥� Àþ�±÷ ñ�þ ×þ �� �Ï��Âõ Í¡ ß��»Þû

ÂþÁ�ö�Øõ� �È�Þû ý¤�î ß��� �fÞÜÆõ .À�î ¤�±ä ,´Æ�÷ ñ�þ ö� Â¨ ø¢ ý�û§�¤ �� ¯��Âõ

.´¨�

:´¨� ùÀª ù¢�¢ ö�È÷ Âþ¥ ÛØª ¤¢ H ø G ý�ûé�Âð ¤�¢�Þ÷



4 ��óø� Ý�û�Ôõ ø ��õÀÖõ :1 ÛÊê

ø ¯�Ö÷ ü±Æ÷ ´�ãì�õ �î Û�ó¢ ßþÀ� ,¢¤�À÷ ¢��ø üþ�µØþ ©ø¤ ,é�Âð ×þ Ý¨¤ ý�Â�

.¢¤�À÷ üµ�Þû� �õ ý�Â� À�µÆû é�Âð ý�ûñ�þ ø �û§�¤ ÂÚ÷�þ�Þ÷ °��Â� �� �î ¯�Î¡

Çþ�Þ÷ n ¢�Þ÷ �� ø Ý�þ�ðüõ é�Âð ö� �±�Âõ �¤ G é�Âð §��¤ ¢�Àã� .�±�Âõ 2.1 ÓþÂã�

.Ý�û¢üõ

Çþ�Þ÷ m ¢�Þ÷ �� ø Ý�þ�ðüõ é�Âð ö� ù¥�À÷� �¤ G é�Âð ý�ûñ�þ ¢�Àã� .ù¥�À÷� 3.1 ÓþÂã�

.Ý�û¢üõ

.Àª�� üû��µõ ö� �±�Âõ ù�ðÂû Ý�þ�ðüõ üû��µõ �¤ G é�Âð .üû��µõ é�Âð 4.1 ÓþÂã�

ý�ûé�Âð ¥� üþ�û� ÷�Þ ÷ Â þ¥ ý�ûé�Âð .Àª� �üõ üû� � µ õ� ÷ G é�Âð �¤�¬ ßþ� Â �è ¤¢

.À÷�üû��µõ�÷



5 ��óø� Ý�û�Ôõ ø ��õÀÖõ :1 ÛÊê

.¢¤�¢ ô�÷ �ì�Ï À�î Û¬ø ©¢�¡ �� �¤ §�¤ �î üó�þ .�ì�Ï 5.1 ÓþÂã�

.Ý�õ�÷üõ �ú�� �þ ¢ÂÔ�õ §�¤ ¢¤ÁðüÞ÷ ö� ¥� üó�þ �î ü¨�¤ .¢ÂÔ�õ §�¤ 6.1 ÓþÂã�

.¢ÂÔ�õ §�¤ Ýû ø ¢¤�¢ �ì�Ï Ýû Âþ¥ é�Âð

.Ý�þ�ðüõ üú� é�Âð ¢¤�À÷ ñ�þ �î üê�Âð �� .üú� é�Âð 7.1 ÓþÂã�

.Ý�û¢üõ Çþ�Þ÷ Âþ¥ §�¤ ×� �� �¤ üú� é�Âð

.Ý�þ�ðüõ üúþÀ� é�Âð ¢¤�¢ §�¤ ×þ ÍÖê �î üê�Âð �� .üúþÀ� é�Âð 8.1 ÓþÂã�

.Àª��üõ üúþÀ� é�Âð ×þ ¥� ý��÷�Þ÷ Âþ¥ é�Âð

¥� ô�Àî Âû �� ,À��î Û¬ø Ýû �� �¤ §�¤ ø¢ ñ�þ ×þ ¥� Ç�� Âð� .�÷�ðÀ�� ñ�þ 9.1 ÓþÂã�

.Ý�þ�ðüõ �÷�ðÀ�� ñ�þ ,�ûñ�þ ßþ�



6 ��óø� Ý�û�Ôõ ø ��õÀÖõ :1 ÛÊê

ù¢�¨ é�Â ð Àª� � � µª�À ÷ � ÷� ðÀ �� ñ� þ ø � ì�Ï � î üê�Â ð � � .ù¢�¨ é�Âð 10.1 ÓþÂã�

.Ý�þ�ðüõ

� ÷� ðÀ � � é�Â ð À ª� � � µ ª�¢ � ÷� ðÀ � � ñ� þ � î ü ê�Â ð � � .�÷�ðÀ�� é�Âð 11.1 ÓþÂã�

.Ý�þ�ðüõ

ß�� ¥� ß��»Þû ø Ý��î éÁ� �¤ �û�ì�Ï ô�Þ� é�Âð ×þ ¤¢ Âð� .���õ¥ é�Âð 12.1 ÓþÂã�

G ¥� ý�ù¢�¨ Â�ð�Âê é�ÂðÂþ¥ �� ,Ý�þ�Þ÷ éÁ� üØþ ¥� Â�è �� �¤ �ûñ�þ ô�Þ� ,¤ø�¹õ §�¤ ø¢ Âû

.¢�ªüõ ùÀ�õ�÷ G ý���õ¥ ýù¢�¨ é�Âð �î Ý�¨¤üõ

.Àû¢üõ ö�È÷ �¤ ö� ���õ¥ ýù¢�¨ é�Âð ù�ÂÞû �� é�Âð ×þ Âþ¥ ÛØª

§��¤ ¥� ´Ô� Âû ß�� ù�ðÂû Ý�õ� ÷ Ûõ�î �¤ G ýù¢�¨ é�Âð .Ûõ�î é�Âð 13.1 ÓþÂã�

.Ý�û¢üõ Çþ�Þ÷ Kn ¢�Þ÷ �� �¤ §�¤ n �� Ûõ�î é�Âð ×þ .Àª�� �µª�¢ ¢��ø üó�þ ö� Ãþ�Þµõ

.Àû¢üõ ö�È÷ §�¤ ¤�ú� �� �¤ Ûõ�î ý�ûé�Âð Âþ¥ ÛØª



7 ��óø� Ý�û�Ôõ ø ��õÀÖõ :1 ÛÊê

,Ý�û¢üõ Çþ�Þ÷ G �� �¤ ö� �î ,G ýù¢�¨ é�Âð ×þ ÛÞØõ .é�Âð ÛÞØõ 14.1 ÓþÂã�

ö� Âð� �ú�� ø Âð� À÷¤ø�¹õ §�¤ ø¢ ö� ¤¢ �î ,V (G) §��¤ �ä�Þ¹õ �� ´¨� ý�ù¢�¨ é�Âð

¢ÂÔ�õ §�¤ �� n �¤�¬ �� Kn é�Âð ÛÞØõ �î ´¨� ¼®�ø .À�ª�±÷ ¤ø�¹õ G ¤¢ §�¤ ø¢

.À�ª��üõ Ýû ÛÞØõ Âþ¥ é�Âð ø¢ .Àª��üõ

G§��¤ �ä�Þ¹õ ö��µ� ù�ðÂû Ý�õ�÷ üÈ¿� � ` �¤ G é�Âð .üÈ¿� � ` é�Âð 15.1 ÓþÂã�

.Àª�±÷ �ä�Þ¹õÂþ¥ ×þ ¤¢ üó�þ º�û Â¨ ø¢ �î ¢Âî ¥�Âê� ý¤�Ï �ä�Þ¹õÂþ¥ ` �� �¤

�� §�¤ Âû Âð� ,´¨� Ûõ�î ,G üÈ¿� � ` ù¢�¨ é�Âð .Ûõ�î üÈ¿� � ` é�Âð 16.1 ÓþÂã�

é�Âð .Àª�� ùÀª Û¬ø ,À÷¤�¢ ¤�Âì ö� �� ö�ÆØþÂ�è ý��ä�Þ¹õÂþ¥ ¤¢ �î üþ�û§�¤ ô�Þ�

¢�Þ÷ �� �¤ Àª�� ni �� Â��Â� Ç¿� Âû §��¤ ¢�Àã� 1 � i � ` Âû ý�¥� �� �î �¤ Ûõ�î üÈ¿� � `

.Ý�û¢üõ Çþ�Þ÷ Kn1;n2;���;n`

.´¨� ùÀª ù¢�¢ ö�È÷ Âþ¥ ¤¢ k3;3 é�Âð

.Ý�þ�ðüõ ù¤�µ¨ �¤ K1;n üÈ¿�ø¢ é�Âð .ù¤�µ¨ 17.1 ÓþÂã�

.´¨� ùÀª ù¢�¢ ö�È÷ Âþ¥ ¤¢ k1;5 é�Âð


