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�

.سپاس خداوند منان را كه توفيق نگارش اين پايان نامه را بر ما ارزاني داشت

ه شايسته است از استاد ارجمند دكتر ميرحيدر جعفري كه راهنمايي اين پايان نامه را ب

د و در اين زمينه راهكارها ، پيشنهادات و انتقادات ايشان بسيار غني ، كارا و عهده داشتن

.تأثيرگذار بوده و حق بزرگي بر گردن بنده دارند، تشكر و قدرداني نمايم

همچنين از دكتر ابراهيم هاشمي به خاطر مشاوره هاي مؤثر ايشان بالاخص در زمينه مقالات 

 نمايانگر افق زيباي تحقيقات كاربردي رياضيات گروه كه-خصوص شيميه بين رشته اي ب

.محض است ، بسيار سپاسگزارم 

برحق است مراتب سپاسگزاري خود را نسبت به آقاي علي قدرتي فرد رياست محترم اداره 

برنامه ريزي و بودجه شركت مخابرات خراسان شمالي كه در طي دوره تحصيل از مساعدات 

.بوده ام ، ابراز دارم و كمكهاي ايشان بسيار بهره مند 

در پايان از كليه اساتيد محترم دانشكده رياضي ، بالاخص دكتر نزاكتي ، رياست محترم 

 ، كه مرا در طي دوره تحصيل ياري نموده اند  محترمدانشكده و دكتر احمد زيره ، مدير گروه

.بسيار ممنون و سپاسگزارم

1388بهمن

پري پناهي
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د كه مطالب مندرج دراين پـايان نامه نتيجه تحقيقات خودش مي باشد و در دانشجو تأييد مي نماي
.صورت استفاده از نتايج ديگران مرجع آن را ذكر نموده است

كليه حقوق مادي مترتب از  نتايج مطالعات ، آزمايشات و نو آوري ناشي از تحقيق موضوع اين پايان 
.باشد نامه متعلق به دانشگاه صنعتي شاهرود مي 

1388بهمن:                                                                                       ماه و سال 



ز

چكيده

Sرا زيرگروه آبلي بزرگ S در Aگروه متناهي باشد ، زيرگروه آبلي-p يك Sفرض كنيد 

AA* داشته باشيم، S در A*گوييم، اگر براي هر زيرگروه آبلي  ≥.

:  داشته باشيمS در Q*طور مركزي بزرگ گوييم، اگر براي هر زيرگروه ه  را بS در Qزيرگروه 

( ) ( )** QZQQZQ ≥.

متمم نرمال دوم -p با قضيه1964مطالعه روي زيرگروههاي آبلي بزرگ و اختلاف روي آنها در سال 

.طور مركزي بزرگ داراي خواص مشابهي هستنده تامپسون آغاز گرديد،كه زيرگروههاي ب

طور مركزي ه  سرمك و دلگادو ، چند خانواده از زيرگروههاي شامل زيرگروههاي ب1989در سال 

.عنوان حالت خاص، مورد مطالعه قرار دادنده بزرگ را ب

،Gحث شمردن براي گروههاي متناهي را به بحث اندازه براي گروه متناهي سرمك و دلگادو مفهوم ب

نهايت به نتايج قابل توجه و كاربردهاي آنها در.  عمل مي كند، تعميم دادندHكه روي گروه متناهي

.بسيار قوي در اين زمينه دست يافتند

-pطور مركزي بزرگ دره ار آنها را گسترش مي دهيم و خواص زيرگروههاي بدر اين پايان نامه، ك

گروههاي متناهي در -pطور مشابه براي ه اين برهان ب. گروههاي متناهي را بدست خواهيم آورد

.قضيه نقطه ثابت برل در گروههاي جبري استفاده مي شود
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مهمقد. 1

را يك زيرگروه آبلي Sدر Aگروه متناهي باشد ، زيرگروه آبلي -pيك Sدر ابتدا فرض كنيد

S، *AA در A* گوييم، اگر براي هر زيرگروه آبلي Sبزرگ ≥.

:  داشته باشيمS در Q*طور مركزي بزرگ گوييم، اگر براي هر زيرگروه ه  را بS در Qزيرگروه 

.             ( ) )( ** QZQQZQ ≥

1اولين بار جاناتان آلپرين. (زيرگروه مي ناميم-CLطور مركزي بزرگ را براي سادگي ه  زيرگروه ب

.)اين تعريف را پيشنهاد كرد

]16[2نرمال دوم تامپسونمتمم -p با قضيه 1964مطالعه روي زيرگروههاي آبلي بزرگ در سال 

 و 3 سرمك1989در سال . طور مركزي داراي خواص مشابهي هستنده آغاز گرديد،كه زيرگروههاي ب

عنوان حالت ه طور مركزي بزرگ را به ، چند خانواده از زيرگروههاي شامل زيرگروههاي ب]1[4دلگادو

راي گروههاي متناهي را به سرمك و دلگادو مفهوم بحث شمردن ب. خاص، مورد مطالعه قرار دادند

آنها بالاخره .  عمل مي كند، تعميم دادندH، كه روي گروه متناهيGبحث اندازه براي گروه متناهي 

. به نتايج قابل توجه و كاربردهاي بسيار قوي در اين زمينه دست يافتند

، SدرR و Qطور مركزي بزرگ ه راي هر دو زيرگروه بسرمك و دلگادو نشان دادند، كه ب

QRRQ طور ه ل يك زيرگروه بشامSلذا . استSطور مركزي بزرگ در ه  يك زيرگروه بQR و =

. مي ناميمCLSفردي است، كه آنرا ه بمركزي بزرگ ماكسيمال منحصر

. در اين پايان نامه، كار آنها را گسترش مي دهيم، تا به نتايج بهتر و كاربردهاي قويتري برسيم

)همچنين كاربردهاي زيرگروه تامپسون،  )SJ در ،p-گروه متناهيS،بويژه، . را بدست خواهيم آورد

1Jonathan Alperin
2J.G.Thompson
3A.Chermak
4A.delgado
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)شرايط كافي براي اثبات  ) SSJ گروههاي -pطور مشابه برايه اين برهان ب.  را بدست مي آوريم>

.فاده مي شود در گروههاي جبري است5متناهي در قضيه نقطه ثابت برل

Qطور مركزي بزرگ ه  ، نشان مي دهيم كه براي هر زيرگروه ب1-2-2 ، قضيه 2-2در بخش 

QAAQداريم ،SدرAو هر زيرگروه آبلي بزرگSدر طور مركزي بزرگ ه  يك زيرگروه بQA و =

)بنابراين .  استSدر  )SJS LC و اين به ما كمك مي كند با محاسبه اي كوتاه ). 2-2-2نتيجه  (≤

)نشان دهيم كه  )SJS >.

داراي را بررسي مي كنيم، كه Sطور مركزي بزرگ مينيمال ه  ، زيرگروههاي ب3در فصل 

و اين زيرگروه ) 2-3نتيجه (مي باشد، Sگروههاي مشتق يكساني هستند ، لذا يك زيرگروه مشخص 

) .6-3قضيه  (نرمال استGمشتق در

نشان مي دهيم، كه يك 8-5قضيه  و ]43ص14[ و تامپسون6ايتووسيله قضيه هاي قوي ه ب

)وسيله ه موجود است، كه بSطور مركزي بزرگ مينيمال در ه زيرگروه ب )SJ و هر زيرگروه نرمال 

S 1از رده پوچتواني حداكثر−p نرمال مي شود، يعني( ) ( )SNSJ G⊆) 5و نتيجه 7-4قضيه-

. فرضهاي زير را در نظر مي گيريم8-5در قضيه ). 10

   فرضها  5-7

)1 (S يكp- گروه متناهي است.

)2 (Qيك زيرگروه S1از رده پوچتواني حداكثر−p است .

)3 (g يك عنصرS است كهQ را نرمال مي كند، يعني ( )QNg S∈.

)4(α خودريختي اي از Qوسيله مزدوجه  است كه بgيعني .  القاء مي شود

QQ→:α   به طوريكهgxxα

5Borel
6N.Ito
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)5 (Qبه ازاي اعداد صحيح . عنوان يك حلقه لي در نظر گرفت ه  را مي توان بij, كه 

pji : داريم+≤

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 01101 =−−=− ],[, QQQ jip ααα. 

عنوان يك حلقه لي منظم ه  بمي تواندQنشان مي دهد، كه ) 1-6قضيه  (7در اينجا قضيه لازارد

. يك درونريختي خوش تعريف از گروه جمعي خودش باشد α−1طوري كه ه باشد، ب

 وجود دارد، كه هر ϕد، كه با اين شرايط، يك نگاشت طور كلي بيان مي كنه  ، ب8-5قضيه 

نرمال gه وسيله  بوده و بTمي برد، كه خيلي شبيه Q در T*را به يك زيرگروه Q در Tزيرگروه 

ماكسيمال باشد، آنگاه Q تحت يك ترتيب جزئي معيني از زيرگروههاي Tمي شود، علاوه بر اين اگر

gبايدTرا نرمال كند .

در اين ) 4-4(و ) 3-4(عنوان قضاياي ه  است، كه ب]4[ج از مرجع اين نتايج مبني بر بعضي نتاي

كه اين نتايج شبيه كاربردهاي قضيه نقطه ثابت برل براي گروههاي جبري . پايان نامه ظاهر مي گردند

.نيز چنين شباهتي دارد) 8-5(همچنين قضيه . هستند

. نياز داريمS گروه متناهي -p  زير را براي نمادهاي

:فرض كنيد

 } A آبلي است و ( ) { SAAaxmSd ≤=

( ) ( ){ }SRRZRaxmSf ≤= .

( ) ( ){ }SRRCRaxmSf S ≤= .1

 }A آبلي است و ( ){ SdASA =≤=( )S T

( ) ( ){ }SfRZRSR =≤=( )S Y   

( ) ( ){ }SfRCRSR S 1=≤=( )S1Y

( )ST   ( ) =SJ

7M . Lazard
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( )SY   =CLS

[ ]SSS ,=′

)بنابراين عناصر )S T زيرگروههاي آبلي بزرگ S هستند، عناصر ( )S Y  طور ه زيرگروههاي ب

) مي باشند وSمركزي بزرگ  )SJ زيرگروه تامپسون ]15[، همانند مرجع ، Sناميده مي شود .

) كه تحت شمول در Sزيرگروه -CLيك  )S Y   مينيمال است، يكCL- زيرگروه مينيمالS

.ناميده مي شود

)نشان مي دهيم، كه ، )4-1-2گزاره (، 2در فصل  ) ( )SfSf ) و =1 )S Y  يك زيرمجموعه 

( )S1Yاست  .

يك عدد اول دلخواه pدر سراسر اين پايان نامه. همه گروهها در اين پايان نامه متناهي هستند

.گروه متناهي دلخواه ثابت مي باشد-pيك S و ثابت فرض شده
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اولفصل 

تعاريف و قضاياي

 مقدماتي 
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  تعاريف مقدماتي1-1

كه در وهها داريم، لذا حائز اهميت است ما براي شروع مبحث نياز به مفاهيم اساسي در نظريه گر

.ي مختلفي را معرفي كنيم كه در سراسر اين پايان نامه استفاده مي شود هادا تعاريف و قراردادابت

.يك گروه متناهي دلخواه باشدGفرض كنيم 

ودريختي گوييم اگر مرتبه اش فقط بر خ−πرا G از گروه ϕخودريختي :   تعريف 1-1-1

π قابل قسمت باشد وπاعضاي مجموعه  πخودريختي گوييم اگر مرتبه اش برهيچ عضو مجموعه −′

.قابل قسمت نباشد

π فقط بر اعداد مجموعه xعنصر گوييم اگر -πرا يك G در xعنصر :   تعريف 1-1-2

 قابل πاعداد مجموعه  فقط بر Gگروه ناميم اگر -πرا Gطور مشابه گروه ه قابل قسمت باشد و ب

)همچنين . قسمت باشد )Gπ مجموعه اعداد اول بخش كننده Gرا نشان مي دهد .

):  تعريف 1-1-3 )GOπفرد ه ب بزرگترين زيرگروه نرمال منحصرGمي دهد، كه را نشان 

اجتماع تمام زيرگروه توليد شده توسط است و  بخش پذيرπمرتبه آن فقط بر اعداد مجموعه 

. مي باشدبا اين خاصيتGزيرگروههاي نرمال 

):  تعريف 1-1-4 )GOπ فرد ه بمنحصر كوچكترين زيرگروه نرمالH در G       را نشان

 بخش پذير باشد و اشتراك تمام π فقط بر اعداد مجموعهHGطوريكه مرتبه ه مي دهد، ب

.ر داراي اين خاصيت باشدكه گروه خارج قسمت متناظاست به طوريGزيرگروههاي نرمال 

):   تعريف 1-1-5 )GOp '،p′−8چنبرهG ،بزرگترين زيرگروه به عبارتيناميده مي شود 

. اول استpكه مرتبه آن نسبت بهGفرد ه بمنحصرنرمال 

8Core−′p
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):    تعريف 1-1-6 ) ( )GOGO  بزرگترين زيرگروه به عبارتيناميده مي شود، G چنبره 3=

.از مرتبه فردفرد ه بمنحصرنرمال 

BAHاگراست GبخشH:    تعريف 1-1-7 ABوGBA كه = ≤,<. 

)اگررا نرمال مي كند، K،H:   تعريف 1-1-8 )HNK G⊆طور مشابه عنصره  و بg ،H

)را نرمال مي كند، يعني  )HNg G∈.

G تحت تمام خودريختي هاي H گوييم اگرG را زيرگروه مشخص H:    تعريف 1-1-9

.ثابت است

كه هيچ ه طورياست بيك زيرگروه سره Gدر گروه Hزيرگروه ماكسيمال :   تعريف 2-1-10

.نباشدH اكيداً شامل Kزيرگروه سره ديگري مانند 

.مي ناميم9Gرا  توانGكوچكترين مضرب مشترك مرتبه هاي عناصر:   تعريف 1-1-11

 شامل دو كلاس مي باشد يكي اشياء و ديگري Cمانند يك كاتگوري  : 10  ريختي1-1-12

اگر ). مقصد(و ديگري هم دامنه ) أمبد(روي هر ريختي دو عمل وجود دارد يكي دامنه . ريختي ها

YXشد، مي نويسيم  باY و هم دامنهX داراي دامنهfريختي لذا يك ريختي عبارتست از يك . →

.پيكان از دامنه به هم دامنه اش

تابع يك عمل مي كند در صورتيكه  ) از چپ(Xممجموعه روي Gگروه :   تعريف 1-1-13

:صدق كند شرايط زير داشته باشد كه در كه وجود X به×XG از * مانند 

)،  X در xوGدر ,hgبراي هر ) 1( ) ( )xhgxgh ... =. 

X  ، xx در xبراي هر ) 2( =.1. 

GHبه ويژه اگر  .عمل مي كندHبا عمل تزويج رويG آنگاه >

9Exponent
10Morfism
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GGfعبارتست از يك همريختي Gيك درونريختي گروه:    تعريف 1-1-14 →:.

:را X روي Gيك مجموعه باشد عملX يك گروه وGاگر:    تعريف 1-1-15

yxgموجود باشد كه Gدرgعضويك X در,xy ناميم، اگر براي هر دو عنصر متعدي) 1 =.

ه موجود باشد، بX درxيك عضو G درhوgناميم، اگر براي دو عضو متمايز ) مؤثر (باوفا) 2

xhxgكه طوري Ggeطور معادل براي هر ه  يا ب≠ xxgموجود باشد، كه Xدرx يك ≠∋ ≠.

Xدرxو تمام عناصر G درhوgناميم، اگر براي هر دو عضو متمايز ) نيم منظم ( آزاد) 3

xhxgداشته باشيم،  xxgطور معادل اگر ه  يا ب≠ eg آنگاه = =.

Xدر,xyبعبارتي براي هر دو عنصر . ناميم، اگر متعدي و آزاد باشد) كاملاً متعدي(منظم) 4

yxgموجود باشد، كه G در gدقيقاً يك عضو  Gبه فضاي همگن اصلي Xدر اين حالت. =

. معروف است11تورسور-Gيا 

خطي باشد و داراي -G ،R و عملRيك مدول روي حلقه X ناميم، اگرنشدنيساده) 5

. يرمدول ثابت سره ناصفري نباشد هيچ ز

)زنجيري  از  زيرگروههاي  :     تعريف 1-1-16 ) ...⊇′′⊇′⊇ GGG را سري مشتق G

حل پذير است اگر و تنها اگر سري مشتق آن به عضو Gمي ناميم و بسادگي مي توان ديد، كه 

.هماني ختم شود

]زنجيري از زيرگروههاي :   تعريف 1-1-17 ][ ] [ ] GGGGGGG ⊆′⊆′⊆′⊆ ,,,...

پوچتوان است اگر و تنها اگر سري Gمي ناميم، مي توان نشان داد كه Gرا سري مركزي پائيني 

يكي كمتر از تعداد Gكلاسپوچتوان باشد، Gاگر . مركزي پائيني آن به عضو هماني ختم شود

. يك استكلاسجملات در سري مركزي پائيني آن مي باشد ، لذا يك گروه آبلي، پوچتوان از 

11G-Torsor
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1210زنجيري از زيرگروههاي :    تعريف  1-1-18 =⊇⊇⊇⊇= nGGGGG  را سري نرمال ...

Gتي كه براي هر گوييم، درصورi ، ni≤≤1 ، 1−ii GG iiگروههاي خارج قسمت . > GG  را −1

 ماكسيمال  زيرگروه نرمال سرهiGاگر هر .  را طول آن ناميمnفاكتورهاي سري نرمال و عدد صحيح 

1−iG باشد، سري نرمال را سري تركيبي و فاكتورهاي ii GG در .  را فاكتورهاي تركيبي گوييم−1

iiاين حالت  GG .جز هماني ندارد، لذا يك گروه ساده استه  هيچ زيرگروه نرمال سره ب−1

. گروه مي گوييم-pرا يك pتبه تواني از يك عدد اوليك گروه از مر:    تعريف 1-1-19

33گروه ماتريسهاي: 12هايزنبرگگروه1-1-20  بالا مثلثي به شكل ×
















100
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1
b
ca

مي توانند از حلقه c وa،bعناصر. در نظر مي گيرندمي باشد، كه آنرا تحت عمل ضرب ماتريسها 

.جابجايي دلخواه گرفته شوند، اغلب آنها از حلقه اعداد حقيقي يا حلقه اعداد صحيح گرفته مي شوند

عنصر غير بديهي گروه آبلي مقدماتي يك گروه آبلي متناهي است، كه هر  :     تعريف1-1-21

.يك عدد اول استpباشد، كهpآن داراي مرتبه

طور متناهي توليد شده، هر گروه آبلي مقدماتي بايد به شكل ه بنا به طبقه بندي گروههاي آبلي ب

( )npΖΖ باشد، كه nاغلب ( ح نامنفي است يك عدد صحيnدر . ) را رتبه گروه مي نامند

ΖΖاينجا pگروه دوري از مرتبه ، p )  يا بطور معادل اعداد صحيح به همنهشتيp ( را نشان

.مي دهد

)با Gگروه باشد، رتبه-pيك Gاگر :    تعريف 1-1-22 )Gm نشان داده مي شود، كه 

.استGرتبه ماكسيمم بين زيرگروههاي آبلي مقدماتي

 است اگر، B وAزيرگروههاي حاصلضرب مركزي G:       تعريف 1-1-23

12Heisenberg Groups
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 .[ ] BAGوBA ==1,

BA=1و اين حاصلضرب مستقيم اسـت اگـر داشـته باشـيم،       Ι     در حالـت اخيـر  مـي نويـسيم ، 

BAG ×= .

تعميم G حاصلضربهاي متناهي از زيرگروههاي طور طبيعي بهه اين مفاهيم و علامتگذاريها ب

.مي يابد

) دو گروه باشند وB وAاگر:    تعريف 1-1-24 )BAutA→:ϕك همريختي باشد،  ي

. با عمل زير يك گروه است ×BAآنگاه 

 .                           ( ) ( ) ( )( ) ( )kkhhkhkhhkhkh h ′′=′′′=′′∗ ′ϕϕ ,,,,

.ناميمميB وAخارجيكه آنرا حاصلضرب نيم مستقيم 

BAXاگر :    تعريف 1-1-25 BA=1 و >XA كه = Ι آنگاه Xحاصلضرب نيم مستقيم 

. مي گوييمAرا متممB است ، همچنين B وAداخلي

. زيرگروه موضعي عبارتست از نرمالساز زيرگروه حل پذير غيرهماني:    تعريف 1-1-26

.مي باشدGسيلو در گروه زيرگروه -p زيرگروه موضعي، يك نرمال كننده براي يكهمچنين

.يمزيرگروه غير هماني تعريف مي كن-pموضعي را نرمالساز-p، زيرگروه pبراي عدد اول

) نرمال كننده Lموضعي است اگر -GL⊆،pمي گوييم زيرگروه  )PNG باشد، كه P زيرگروه 

. استpتواني از عدد اولP و P<1طوري كه ه است، بGسره 

مي باشد، اگر Gمتمم نرمال-pزيرگروهG درCزيرگروه نرمال :    تعريف 1-1-27

pC CG و= .باشد p تواني از:

)عبارتي اگره  ب )GSylP p∈باشد و( )GOPG p متمم نرمال -pداراي يكG مي گوييم، ='

.است
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)اگر :    تعريف 1-1-28 ) 1=GOp كه ، فشرده گوييم در صورتي-pراG آنگاه '

( )( ) ( )GOGOC ppG )فشرده است اگر -G ،pدر حالت كلي.≥ )GOG p . چنين باشد'

)توجه كنيد كه (  )( ) 1=GOGO pp ''.(

از مرتبه Pگروه مانند -p يك كلاس واضح است كهكلاساز تعريف :    تعريف 1-1-29

np 1، حداكثر−n است و اگر تساوي برقرار باشد، مي گوييم P سيمال است ماككلاساز.

از Gآبلي مقدماتي باشد يا G است اگر يا 13، خاصGگروه -pيك :    تعريف 1-1-30

) بوده و 2كلاس ) ( )GZGG =Φ=′توجه كنيد كه در هر مورد .  آبلي مقدماتي باشد( )GG Φ=′

. است2 يا 1كلاسداراي Gو 

pGخاص ناآبلي بوده و G ناميم اگر 14را فوق العاده خاصGبعلاوه گروه  بعبارتي  . ′=

pGه و  بود2كلاس داراي Gاگر =.

) و 16كاملG گوييم اگر 15را شبه سادهG :     تعريف1-1-31 )GZGساده باشد .

)اگر  :     مثال1-1-32 )qLSG شبه ساده است اما G آنگاه q<3 فرد است و q كه =2,

).ساده نيست )GZ وسيله ه  است و ب2 از مرتبه







−

−
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). ( توليد مي شود01 )32 ,SL حل پذير 

).است اما اين كافي نيست

يك حاصلضرب مركزي از گروههاي G گوييم اگر يا 17 نيم سادهراG:    تعريف 1-1-33

دقيقاً مجموعه G نيم ساده باشد، عاملهاي شبه ساده G≠1اگر . G=1شبه ساده باشد يا 

13Special
14Extra- Special
15Quasisimple
16Perfect
17Semisimple


