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ͬ دانم م او عطوفت و مهر مدیون را زندگیم که مهربانم مادر دلم، لغت نامه ی در واژه مقدس ترین

بزرگوارم، پدر

بلای اسیر را خود و خرید جان به را ͬ ها سخت گذشت، خواسته هایش از که فرشته ای آن

برسم. ایستاده ام، آن در اکنون که جایͽاهͬ به من تا کرد، ناملایمات و مشͺلات

برای نه و کنم سیاه شد، سفید من عزت راه در که را موهایشان ͬ توانم م نه پروردگارا؛

توفیقم پس دارم. مرهمͬ است، من افتخار برای تلاش ثمره ی که بسته شان پینه دست های

بͽذرانم. بودنشان دست عصای در را عمرم ثانیه های و باشم گزارشان شͺر لحظه هر که ده

عزیزم خواهران و برادارن

و مشͺلات با مواجهه در من تکیه گاه و بوده اند مشوقم تحصیل طول در همواره که

ͬ باشد. م من دلͽرمͬ مایه ی وجودشان

ب



ণپاسࢂචاری...

اوست از دارم چه هر که را خدای سپاس

نکوشم او خلق به خدمت جز یابم، توفیق آنکه امید به

آقای و باشͬ استاد دکتر آقای از همچنین و راهنما استاد عبادیان، علͬ دکتر آقای جناب از

تشͺر کمال گرفتند عهده بر را پایان نامه این دوباره ی ویرایش و داوری زحمت که شمس دکتر

دارم. را قدردانͬ و

محقر کلبه ی به را هدایت روشن چراغ که را شما آموزی علم تأثیر گوییم سپاس چͽونه

است. ساخته فروزان وجودم

پیرمحمدی فریبا

١٣٩٣ مهر

پ



چͺیده

که طوری به باشد جمعͬ نگاشت ͷی T : A → A و نیم ساده ∗H−جبر ͷی A کنیم فرض

باشیم داشته n ≧ ١ بعضͬ و x ∈ A هر ازای به

٢T (xn+١) = T (x)xn + xnT (x)

است. راست و چپ مرکزساز ͷی T صورت این در

ت
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پیشͽفتار

آورده بعدی فصول در اصلͬ قضایای اثبات جهت نیاز مورد قضایای و تعاریف اول فصل در

است. شده

قضایای برخͬ همراه آن ها خواص برخͬ و شده تعریف جردن مشتق و مشتق دوم فصل در

در جردن مشتق های از برخͬ بودن مشتق به همچنین است. شده بیان آن ها به مربوط اولیه

نموده ایم. بیان رابطه این در قضایایی و پرداخته ایم مختلف ساختارهای

جردن مرکزسازهای و مرکزسازها تعریف به ͬ باشد، م اصلͬ فصل واقع در که سوم فصل

جردن مرکزسازهای از برخͬ بودن مرکزساز به همچنین پرداخته ایم. آن ها خواص از برخͬ و

نموده ایم. بیان رابطه این در قضایایی و پرداخته ایم مختلف ساختارهای در

است: شده نوشته زیر مقاله ی اساس بر پایان نامه این

• I. Kosi-Ulbl and J. Vukman, On centralizers of standard operator Algebras and

semisimple H∗−Algebra, Acta Math. Hungar. 110 (3) (2006), 217–223.

١



١ فصل

مقدماتͬ قضایای و تعاریف

کرده ایم. بیان داریم نیاز بعدی فصل های در که قضایایی و لم ها اولیه، مفاهیم فصل این در

گروه ١ . ١

عمل ͷی را f : G×G → G تابع باشد. ناتهͬ مجموعه ای G کنیم فرض .١ . ١ . ١ تعریف

ͬ نامیم. م G روی (عمل) دوتایی

با که دوتایی عملͬ G در هرگاه ͬ نامیم م ١ گروه را G ناتهͬ مجموعه ی .١ . ١ . ٢ تعریف

a, b, c ∈ C هر ازای به که طوری به باشد موجود ͬ نامیم، م ضرب و ͬ دهیم م نشان · نماد

باشیم: داشته

بودن) (بسته a·b ∈ G (i

(· عمل بودن (شرکت پذیر a·(b·c) = (a·b)·c (ii
١group

٢



٣ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

a·e = e·a = a ،a ∈ G هر ازای به که طوری به باشد موجود e مانند عضوی C در (iii

(G در همانͬ عنصر (وجود

: که طوری به باشد موجود a−١ مانند G از عنصری a ∈ G هر ازای به (iv

a·a−١ = a−١·a = e

(G در وارون عنصر (وجود

گروه) (شبه ١ نیم گروه ͷی · دوتایی عمل همراه به را G ناتهͬ مجموعه ی .١ . ١ . ٣ تعریف

باشد. شرکت پذیری خاصیت داراری G در · عمل هرگاه ͬ نامیم، م

،a, b ∈ G هر ازای به هرگاه ͬ نامیم، م (تعویض پذیر) ٢ آبلͬ را G گروه .۴ . ١ . ١ تعریف

ͬ نامیم. م ٣ آبلͬ غیر گروه ͷی نباشد، آبلͬ که را گروهͬ .a·b = b·a
نمایش O(G) نماد با که ͬ نامیم، م G گروه مرتبه ی را G گروه اعضای تعداد .۵ . ١ . ١ تعریف

این در که باشد متناهͬ که بود خواهد جالب زمانͬ مخصوصاً اعضا این تعداد البته ͬ دهیم. م

ͬ نامیم. م متناهͬ گروه ͷی را G حالت

  .۶ . ١ . ١ مثال

مرتبه ی با آبلͬ گروهͬ حقیقͬ اعداد ضرب دوتایی عمل با G = {−١, ١+,٠} مجموعه ی (i

است. دو

با سه هر نیز و ͬ اند نامتناه و آبلͬ گروه هایی معمولͬ، جمع دوتایی عمل با R و Q ،Z (ii

نیم گروه اند. معمولͬ، ضرب عمل
١semi−group
٢Abelian−group ٣non−Abelian



۴ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

حلقه ١ . ٢

این در باشد. · و + اعمال با همراه مجموعه ͷی R کنید فرض .( ١ (حلقه  ١ . ٢ . ١ تعریف

کند. صدق زیر شرایط در هرگاه گوییم حلقه ͷی را R صورت

یعنͬ: باشد. آبلͬ گروه ͷی (R,+) الف)

باشد، بسته + عمل به نسبت R (١

باشد، شرکت پذیر R در + عمل (٢

با و نامیده صفر را خنثͬ عضو این ) باشد، خنثͬ عضو دارای + عمل به نسبت R (٣

ͬ دهیم). م نمایش (٠)

نمایش −a با را a (معکوس باشد، داشته قرینه عضو + عمل به نسبت R عضو هر (۴

ͬ نامیم). م a قرینه ی را آن و داده

باشد. تعویض پذیر R در + عمل (۵

یعنͬ: باشد. نیم گروه ͷی (R, ·) ب)

باشد، بسته · عمل به نسبت R (١

باشد. شرکت پذیر R در · عمل (٢

a, b, c ∈ R هر ازای به یعنͬ باشد. توزیع پذیر راست و چپ از + عمل به نسبت · عمل ج)

باشیم: داشته

(b+ c)·a = b·a+ c·a (١

.a·(b+ c) = a·b+ a·c (٢
١ring



۵ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

را R حلقه ی ،R ̸= {٠} که صورتͬ در ͬ دهیم. م نمایش (R,+, ·) با را فوق حلقه ی

ͬ نامیم. م غیربدیهͬ

همراه S هرگاه گوییم زیرحلقه ͷی را R حلقه ی از S ناتهͬ زیرمجموعه ی .١ . ٢ . ٢ تعریف

ͬ دهیم. م نمایش S ⩽ R نماد با و دهد حلقه  ͷی تشͺیل R ضرب و جمع عمل با

به باشد موجود ١ ∈ R عضو ͷی هرگاه ͬ نامیم، م ١ یͺدار را R حلقه ی .١ . ٢ . ٣ تعریف

.١·a = a·١ = a ،a ∈ R هر ازای به که طوری

  .۴ . ١ . ٢ مثال

صحیح اعداد معمولͬ جمع عمل را + ͬ گیریم. م نظر در را Z صحیح، اعداد مجموعه ی (i

یͺدار حلقه ای عمل، دو این با Z ͬ کنیم. م تعریف صحیح اعداد معمولͬ ضرب عمل را · و

است. تعویض پذیر و

· و گویا اعداد معمولͬ جمع عمل را + ͬ گیریم. م نظر در را Q گویا، اعداد مجموعه ی (ii

تعویض پذیر حلقه ای عمل، دو این با Q ͬ کنیم. م تعریف گویا اعداد معمولͬ ضرب عمل را

است. یͺدار و

را a ∈ R صفر مخالف عضو باشد. تعویض پذیر حلقه ای R کنیم فرض .۵ . ١ . ٢ تعریف

موجود b مانند R از دیͽری صفر مخالف عضو هرگاه ͬ نامیم، م ٢ صفر مقسوم علیه ͷی

.a·b = ٠ که طوری به باشد

هرگاه ͬ نامیم، م صحیح) (قلمرو صحیح دامنه ی را تعویض پذیر حلقه ی ͷی .۶ . ١ . ٢ تعریف

باشد. صفر مقسوم علیه فاقد
١with unit
٢zero divisor



۶ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

صحیح اند. قلمروهایی C و R ،Q ،Z .١ . ٢ . ٧ مثال

گروه تشͺیل ضرب عمل تحت آن غیرصفر اعضای تمامͬ که را حلقه ای .١ . ٢ . ٨ تعریف

ͬ نامیم. م ١ تقسیم حلقه ی دهند،

مجموعه ی صورت این در باشد. حلقه  ͷی R کنید فرض .١ . ٢ . ٩ تعریف

Z(R) = {a ∈ R | ax = xa, x ∈ R}

ͬ نامیم. م R حلقه ی مرکز را

ͬ نامیم. م میدان را تعویض پذیر تقسیم حلقه ی ͷی .١ . ٢ . ١٠ تعریف

میدان اند. معمولͬ ضرب و جمع اعمال با C و R ،Q .١ . ٢ . ١١ مثال

برداری فضای ١ . ٣

F میدان روی خطͬ) (فضای ٢ برداری فضای ͷی را V ناتهͬ مجموعه ی .١ . ٣ . ١ تعریف

V از عضوی ،α ∈ F و a ∈ V هر ازای به و باشد آبلͬ گروه + عمل با V هرگاه ͬ نامیم، م

v, w ∈ V و α, β ∈ F هر ازای به که طوری به شود نظیر αa صورت به شده داده نمایش

باشیم: داشته

،α(v + w) = αv + αw (i

،(α + β)v = αv + βv (ii

،(αβ)v = α(βv) (iii

١division−ring
٢vector space



٧ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

ͬ باشد). م ضرب عمل تحت F همانͬ عضو دهنده ی نشان ١ آن در (که ،١v = v (iv

و مختلط) خطͬ (فضای مختلط برداری فضای ترتیب به را V آنگاه ،F = R و F = C اگر

را F عضو هر و بردار را V عضو هر ͬ نامیم. م حقیقͬ) خطͬ (فضای حقیقͬ برداری فضای

ͬ نامیم. م اسͺالر

و میدان ͷی F کنیم فرض .١ . ٣ . ٢ مثال

V = {(α١, α٢, . . . , αn) : αi ∈ F(i = ١, ٢, . . . , n)}.

هر ازای به هرگاه برابرند، هم با V از (β١, β٢, . . . , βn) و (α١, α٢, . . . , αn) عضو دو

ͬ کنیم: م تعریف .αi = βi باشیم، داشته i = ١, ٢, . . . , n

,α١)؛ α٢, . . . , αn) + (β١, β٢, . . . , βn) = (α١ + β١, . . . , αn + βn) (i

.γ ∈ F آن در که γ(α١, α٢, . . . , αn) = (γα١, . . . , γαn) (ii

Fn نماد با را آن که است برداری فضایی F میدان روی بالا در شده تعریف اعمال تحت V

ͬ دهیم. م نمایش

را W W؛ ⊂ V و باشد F میدان روی برداری فضای ͷی V کنیم فرض .١ . ٣ . ٣ تعریف

به باشد. برداری فضای ͷی F روی V اعمال تحت W هرگاه ͬ نامیم، م V برداری زیرفضای

،α, β ∈ F و w١, w٢ ∈ W هر ازای به هرگاه ͬ نامیم، م V برداری زیرفضای را W معادل طور

.αw١ + βw٢ ∈ W



٨ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

جبر ۴ . ١

ͬ کنیم. م استفاده C مختلط میدان یا R حقیقͬ میدان دادن نشان برای F نماد از بخش این در

نگاشت همراه به را A باشد. F میدان روی برداری فضای ͷی A کنیم فرض .١ . ۴ . ١ تعریف

زیر خواص در x, y, z ∈ A و α ∈ F هر ازای به که (x, y) → xy ضابطه ی با A×A → A

ͬ کند: م صدق

x(yz)؛ = (xy)z (i

x(y؛ + z) = xy + xz و (x+ y)z = xy + yz (ii

α(xy)؛ = (αx)y = x(αy) (iii

ͬ نامیم. م F میدان روی جبر ͷی

ترتیب به را A آنگاه ،F = C و F = R اگر ͬ نامیم. م A جبر اسͺالر میدان را F میدان

ͬ نامیم. م مختلط جبر و حقیقͬ جبر

ͬ نامیم. م y و x ضرب را xy بردار و ضرب را (x, y) → xy نگاشت ،A در .٢ . ۴ . ١ تذکر

عمل همراه A مجموعه ی که ͬ کند م بیان (١ . ۴ . ١) تعریف از (i) خاصیت .٣ . ۴ . ١ تذکر

است. نیم گروه ͷی ضربش

با (١ . ۴ . ١) تعریف از (iii) خاصیت .۴ . ۴ . ١ تذکر

(αβ)(xy) = (αx)(βy), (x, y ∈ A,α, β ∈ F)

است. معادل



٩ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

زیرجبر ͷی را A از B برداری زیرفضای باشد. جبر ͷی A کنیم فرض .۵ . ۴ . ١ تعریف

باشیم داشته a, b ∈ B هر برای هرگاه ͬ نامیم م

ab ∈ B.

x, y ∈ S =⇒ xy ∈ S خاصیت در که را S مانند A جبر از زیرمجموعه ای .۶ . ۴ . ١ تعریف

ͬ نامیم. م A از گروه زیر شبه ͷی کند، صدق

ͷی باشد، نیز آن از گروهͬ زیرشبه که را A جبر از برداری زیرفضای ͷی .٧ . ۴ . ١ تعریف

ͬ نامیم. م A از زیرجبر

A اسͺالر میدان همان با B آنگاه باشد، A جبر از زیرجبر ͷی B اگر که است بدیهͬ

ضرب تحدید از است عبارت B در شده تعریف ضرب حالت این در است. جبر ͷی خود

.B ×B مجموعه ی بر A در شده تعریف

هر ازای به و e ̸= ٠ هرگاه ͬ نامیم، م (همانͬ) یͺه عضو را A جبر از e عضو .٨ . ۴ . ١ تعریف

.ex = xe = x ،x ∈ A

ͬ نامیم. م ١ یͺدار جبر باشد، یͺه عضو دارای که را جبری .٩ . ۴ . ١ تعریف

آنگاه باشند، جبر ͷی یͺه های دو هر e′ و e اگر یعنͬ دارد؛ یͺه عضو ͷی حداکثر جبر ͷی

.e′ = ee′ = e

ͬ دهیم. م نمایش ١ با را یͺه دار جبر ͷی فرد به منحصر یͺه ی عضو

داخل y و x هر ازای به هرگاه ͬ نامیم، م ٢ جابجایی جبر ͷی را A جبر .١٠ . ۴ . ١ تعریف

.xy = yx ،A
١with unit−algebra
٢commutative−algebra



١٠ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

باشیم: داشته هرگاه ͬ نامیم م ١ خودتوان A جبر در را x عضو .١١ . ۴ . ١ تعریف

a٢ = x.

باشند. F میدان روی برداری فضایی و جبر ترتیب به M و A کنیم فرض .١٢ . ۴ . ١ تعریف

صدق زیر روابط در که (a,m) → am ضابطه ی با A×M → M نگاشت همراه به را M

ͬ کند، م

باشد؛ خطͬ M روی m → am نگاشت ،a ∈ A ثابت عضو هر ازای به (i

باشد؛ خطͬ A روی a → am نگاشت ،m ∈ M ثابت عضو هر ازای به (ii

m(a١a٢)؛ = a١(a٢m) ،m ∈ M و a١, a٢ ∈ A هر ازای به (iii

ͬ نامیم. م ٢ چپ A−مدول ͷی

A−مدول ͷی را M مشابه طور به ͬ نامیم. م مدولͬ ضرب را (a,m) → am نگاشت

موجود (a,m) → ma ضابطه ی با A ×M → M نگاشت ͷی هرگاه ͬ نامیم، م ٣ راست

،m ∈ M و a١, a٢ ∈ A هر ازای به نیز و کند صدق (ii) و (i) روابط در که طوری به باشد

.(ma١)a٢ = m(a١a٢)

و راست A−مدول ،M هرگاه ͬ نامیم، م ۴ مدول A−دو ͷی را M .١٣ . ۴ . ١ تعریف

باشیم: داشته را زیر مدولͬ ضرب های m ∈ M و a, b ∈ A هر ازای به باشد چپ A−مدول

a(mb) = (am)b.

هرگاه ͬ نامیم م M زیرمدول ͷی را M R−مدول از A جمع پذیر گروه ͷی .١۴ . ۴ . ١ تعریف

.ra ∈ A آنگاه ،a ∈ A و r ∈ R
١idempotent
٢left A−module
٣right A−module

۴A−bimodule



١١ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

از غیر به زیرمدولͬ هرگاه گوییم ساده را R حلقه ی ͷی روی A مدول ͷی .١۵ . ۴ . ١ تعریف

باشد. نداشته صفر و خودش

هرگاه گوییم، نیم ساده را واحد عضو با R حلقه ی ͷی روی A مدول ͷی .١۶ . ۴ . ١ تعریف

باشد. ساده زیرمدول های از مستقیم حاصل جمع

خطͬ جبر و جبر از مقدماتͬ ۵ . ١

همریختͬ را φ : G → H نگاشت باشند. گروه دو H و G کنیم فرض .١ . ۵ . ١ تعریف

باشیم: داشته x, y ∈ G هر ازای به هرگاه ͬ نامیم، م ( ١ گروهͬ (همریختͬ

φ(xy) = φ(x)φ(y).

T : V → W تابع باشند. F میدان روی برداری فضاهای W و V کنیم فرض .٢ . ۵ . ١ تعریف

داشته α, β ∈ F و x, y ∈ V هر ازای به هرگاه ͬ نامیم، م خطͬ) (نگاشت خطͬ تبدیل را

باشیم:

T (αx+ βy) = αTx+ βTy.

ͬ کنیم. م استفاده Tx نماد از T (x) جای به اغلب است، خطͬ T وقتͬ

است. میدان ͷی روی برداری فضاهای همریختͬ همان واقع در خطͬ تبدیل

T آنگاه بͽیریم، نظر در C و T١ := {λ ∈ C : |λ| = ١} ،R ،Q میدان های را F اگر

C−خطͬ نگاشت و T١−خطͬ نگاشت R−خطͬ، نگاشت Q−خطͬ، نگاشت ترتیب به را

ͬ نامیم. م
١homomorphism−group



١٢ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

f : V → W اگر باشند. C یا R میدان روی برداری فضاهای W و V کنیم فرض .٣ . ۵ . ١ لم

هست. نیز Q−خطͬ نگاشتͬ آنگاه باشد، جمعͬ نگاشتͬ

کنید. مراجعه [٧] مرجع از [١] لم به برهان.

نگاشتͬ f : V → W باشند. C میدان روی برداری فضاهای W و V کنیم فرض .۴ . ۵ . ١ لم

باشد. C−خطͬ نگاشتͬ اگر تنها و اگر است T١−خطͬ

کنید. مراجعه [٧] مرجع از [١] لم به برهان.

هر ازای به .α ∈ F و باشند خطͬ تبدیلاتͬ T, U : V → W کنیم فرض .۵ . ۵ . ١ تعریف

ͬ کنیم: م تعریف x ∈ V
(T + U)(x) = Tx+ Ux,

(αT )(x) = α(Tx).

برداری فضای ͷی بالا در شده تعریف اعمال با W به V از خطͬ تبدیلات تمامͬ مجموعه ی

زمانͬ تنها L(V,W ) که ͬ کنیم م (یادآوری ͬ دهیم، م نمایش L(V,W ) نماد با که است F روی

باشند). واحد میدانͬ روی برداری فضاهایی W و V که ͬ شود م تعریف

و x ∈ V هر ازای به باشد. F میدان روی برداری فضای ͷی V کنیم فرض .۶ . ۵ . ١ مثال

عمل با مͬکنیم. تعریف (TU)(x) = T (Ux) صورت به را ضرب عمل ،T, U ∈ L(V, V )

ͬ دهیم. م نمایش L(V ) نماد با را جبر این است. F میدان روی جبر ͷی L(V, V ) بالا، ضرب

صورت این در باشد. F میدان روی برداری فضای ͷی V کنیم فرض .٧ . ۵ . ١ تعریف

ͬ نامیم. م V روی ١ خطͬ عملͽر ͷی را V به V از خطͬ تبدیل ͷی (i
١linear operator



١٣ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

ͬ نامیم. م V روی خطͬ) (تابعͬ ١ خطͬ تابعک ͷی را F به V از خطͬ تبدیل ͷی (ii

نماد با و ͬ نامیم م ٢ V دوگان فضای را V روی خطͬ تابعک های تمامͬ مجموعه ی (iii

.V ∗ = L(V, F ) واقع در ͬ دهیم؛ م نمایش V ∗

را f : V × V → W نگاشت باشند. برداری فضاهای W و V کنیم فرض .٨ . ۵ . ١ تعریف

باشیم: داشته x, x١, x٢, y, y١, y٢ ∈ V هر ازای به هرگاه ͬ نامیم، م ٣ جمعͬ دو نگاشت

f(x١؛ + x٢, y) = f(x١, y) + f(x٢, y) (i

.f(x, y١ + y٢) = f(x, y١) + f(x, y٢) (ii

نگاشت باشند. F روی برداری فضاهایی W و V کنیم فرض .٩ . ۵ . ١ تعریف

f : V × V → W

هرگاه: ͬ نامیم م ۴ خطͬ دو نگاشت را

باشد؛ جمعͬ دو f (i

.f(αxوβy) = αβf(x, y) ،α, β ∈ F و x, y ∈ V هر ازای به (ii

را φ : A → B نگاشت باشند. F میدان روی جبر دو B و A کنیم فرض .١٠ . ۵ . ١ تعریف

باشیم: داشته x, y ∈ A و α ∈ F هر ازای به هرگاه ͬ نامیم̧، م جبری) (همریختͬ همریختͬ

+φ(x؛ y) = φ(x) + φ(y) (i

φ(αx)؛ = αφ(x) (ii

.φ(xy) = φ(x)φ(y) (iii

١linear functional
٢daul space of V
٣biadditive mapping

۴bilinear mapping


