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 چکيده

لي ارايه رت تحليدر اين نوشتار روشي نوين براي حل معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي بيضوي به صو

شددده اسددت. روشددهاي عددي گوناگوني براي حل اين دسددته از معادلات موجود اسددت، اما اي اد روشددي  

هوشدددمند كه قابليت توليد پاسدددت هاي تحليلي دارد، كمد خواهد كرد كه از مزاياي توليد راه حل هاي 

در كاربردهاي فيزيکي آنها مندد شدددد. علدت اهميدت بدالاي ايناونه معادلات را مي توان     تحليلي نيز بهره

دانست. براي حل اين معادلات از برنامه نويسي ژنتيد كارتزين استفاده خواهد شد كه در آن عملار برش 

، تري را توليد نمايد. نوع پيشين اين نوع برنامه نويسينيز افزوده شده تا بتواند پاست هاي تحليلي مناسب

نمود. در مقابل ساختار درختي، ت براي تکامل استفاده ميبرنامه نويسدي ژنتيد اسدت كه از ساختار درخ  

فرد هببر ساختار گرافي، قابليت منحصربرد. علاوهبرنامه نويسدي ژنتيد كارتزين از سداختار گرافي بهره مي  

نيز در اين برنامه نويسي وجود دارد كه موجب شده تا بتوانيم از مزاياي اين نوع برنامه نويسي كه  1خنثايي

رود كه پاست هاي بهتري از لحاظ وسديله انتظار مي مند شدويم. بدين الات گوناگوني ارايه شدده بهره در مق

دقت نسدتت به برنامه نويسي ژنتيد معمولي توليد نمايد. درنتي ه مي توان دامنه بزرگي از مسايل كه از  

راي اده و حل تحليلي بكنند را مورد خطاب قرار دمعادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي بيضوي پيروي مي

 آنها پيشنهاد كرد. 
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 مقدمه -1 فصل

 مروری بر تاريخچه -1-1

هاي علوم مهندسي و فيزيکي، موجب برجسته شدن مدل سدازي رياضدي بسدياري از پديده ها و سديستم    

هميت معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزيي گشته اند. شماري از تکنيکهايي كه ساختار مناستي نقش و ا

[، 1]1هاي تفاضل محدوداند كه شامل روش، توسدط دانشدمندان ابداع شدده    براي حل اين معادلات دارند

ي معادلات ها به حل عددباشند. اين تکنيد[ مي4]4[ و المان مرزي3]3[، اح ام محدود2]2المان محدود

اند. براي ساليان زيادي محققان در جست وي الاوهاي زيستي كه ديفرانسديل با مشدتقات جزئي پرداخته  

هايي بودند كه بتوانند به برنامهباشددند، به دنتال يافتن روشهاي بيولوژيکي ميالهام گرفته از سدديسددتم 

وسدديله بتوانند مسددايل بزرگتر و سددرعت بتخشددند و كارايي آن را افزايش دهند تا بدين 5نويسددي ژنتيد

شود و [ ناميده مي5]6كارتزينژنتيدنويسيتري را به صدورت تحليلي حل كنند. تکنيکي كه برنامه پيچيده

در آن به جاي اسدتفاده از درخت، مسدايل به صورت گراف ارايه مي شود، اين اميد را اي اد كرد كه بتوان   

بر نمايش مسددايل به صددورت گرافي ويژگي معادلات توليد نمايد. علاوههاي بهتري را براي حل اين حلراه

بفردي كه اين نوع برنامه نويسي دارد، موجب شده كه تلاش خود را معطوف به اين موضوع هاي منحصدر 

 تري را حل نماييم.تري روي آن ان ام دهيم تا بتوان مسايل پيچيدهكنيم كه مطالعات دقيق

 هدف از انجام تحقیق -1-2

دليل اهميت بالاي معادلات ديفرانسدديل در رشددته هاي مهندسددي مختلف و همچنين مطابق بودن با   به 

برخي از فرآيندهاي طتيعت، حل آنها از اهميت بالايي برخودار اسددت. علت اهميت بالاي ايناونه معادلات 

در مهندسددي  7هاتوان در كاربردهاي فيزيکي آنها دانسددت، همچون جريانات گردابي اطراف آبشددکنرا مي

عمران و تلاش در مهار آب هاي تندرو كه هماي از معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي بيضوي پيروي 

                                                      
1 Finite Difference Methods 

2 Finite Element Methods 

3 Finite Volume Methods 

4 Boundary Element Methods 

5 Gentic Programming 

6 Cartesian Genetic Programming 

7 Vortex Flows Around Spur-Dike 
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ند، آيكننده حركت سيارات، كه از قانون دوم نيوتن بدست ميمعادلات ديفرانسديل توصديف   .[6]كنندمي

يکي سطح زمين و در فضا، ها در نزدشوند. در مورد حركت موشدهم شامل شتاب و هم شامل سرعت مي

لات بندي آنها به زبان رياضي به معادفيزيکي زيادي بعد از فرمول مسايلترند. معادلات ديفرانسيل پيچيده

هده فردي به عبه، معادلات ديفرانسيل نقش منحصرمهندسي شيميشوند. در رشته ديفرانسديل من ر مي 

قانون سرمايش نيوتن و رشد جمعيت  -راديواكتيو  طور در مواردي چون سود مركب، واپاشيهمين. دارند

حل مناستي همه موارد ذكر شدده بسياري از محققان را م اب ساخته تا به دنتال راه  كاربرد فراواني دارد.

باشد كه همين امر اهميت توليد روشي هاي ارايه شده، عددي ميحلبراي ايناونه مسايل باشند. غالب راه

حل دهد. از جمله مزاياي راهعادلات ديفرانسدديل با مشددتقات جزئي را افزايش مي به منظور حل تحليلي م

عيت كننده از هاي تتتوان به قابليت مشتق گيري، تفسير پذيري و استنتاط رفتار سيستمهاي تحليلي مي

 معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي بيضوي اشاره نمود.

 نوآوری تحقیق -1-9

[ 7ي ژنتيد كارتزين كه به آن روش جديدي براي اعمال عملار برش كارا]در اين تحقيق از برنامه نويس

ارايه شده به حل معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي بيضوي مي پردازد. اين نوع معادلات در غالب راه 

شدند، اما در تلاش ان ام شده در اين نوشتار به صورت تحليلي و با دقت حل ها به صورت عددي حل مي

 اند.نتايج بسيار مطلوبي بدست آمدهبالايي 

 ساختار گزارش -1-4

گونه بيان خواهند شد. فصل اول در نوشدتار ارايه شدده كه در شدش فصل تنظيم شده است، مطالب بدين   

، فصل سوم معرفي برنامه نويسي ژنتيد مقدمه، فصل دوم معرفي برنامه نويسي ژنتيد و نحوه عملکرد آن

حل هاي موجود براي حل آنها، فرانسدديل با مشددتقات جزئي و انواع راهكارتزين، فصددل چهارم معادلات دي

فصل پنچم حل تحليلي معادلات ديفرانسيل با مشتقات جزئي توسط برنامه نويسي ژنتيد و برنامه نويسي 

ژنتيد كارتزين و در نهايت فصدل شدشدم كه به بررسدي نتايج بدسدت آمده و همچنين پيشنهاداتي براي      

 اين زمينه مناسب مي باشد، خواهد پرداخت.كارهاي آتي كه در 
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 معرفي برنامه نويسي ژنتیک -2 فصل

 برنامه نويسي ژنتیک   -2-1

در آمريکا معرفي  1991هاي تکاملي اسددت كه در دهه ترين الاوريتمبرنامه نويسددي ژنتيکي يکي از جوان

هاي فاهيم درختژنتيد، و مكنيم كه با اسددتفاده از الاوريتم هايشددد. در برنامه نويسددي ژنتيد سددعي مي

ت زيه براي كاربردهاي خاص، به جاي اينکه كد برنامه لازم را بنويسددديم، به كامتيوتر اين امکان را بدهيم 

كه تنها با دانسددتن مفهوم كلي از كار، برنامه مورد نظر را آماده كند. در واقع يد دسددتور سددطح بالا به    

اي برنامه مورد نظر را آماده كند، ستس برنامه را اجرا كامتيوتر بدهيم و خود كامتيوتر برنامه لازم براي اجر

 [7و خروجي مطلوب را ارايه دهد.]

ها آن اسدت كه بايستي از لحاظ دستوري، درستي  هاي اسداسدي در توليد برنامه  در واقع يکي از نيازمندي

ده را به وشته شبرنامه هاي نوشدته شده تائيد گردند. به همين دليل كامتايلرها سعي مي كنند كه برنامه ن 

 تر كه درختهاي ت زيه نام دارند، تتديل كنند.يد فرم يکنوا و ساده

(، كد نوشته شده، به يد درخت ت زيه تتديل مي  C++/Cدر جريان كامتايل يد برنامه سطح بالا )مثل 

نتيد سي ژتر بتواند بر روي آن كار كند. از طرف ديار در صورتي كه در برنامه نويشدود، تا كامتايلر راحت 

تر است و هم دردسر خطايابي از اين ساختار استفاده كنيم، هم تعريف عملارهاي ژنتيد بر روي آن ساده

كدها و اصلاح خطاهاي دستوري را نخواهيم داشت. زيرا در صورتي كه كامتايلر بتواند از روي برنامه نوشته 

 از لحاظ دستوري خطايي ندارد.شده، با موفقيت درخت ت زيه را اي اد كند، برنامه نوشته شده 

 1-2درخت ت زيه به صددورت شددکل   (0(pow(x,y)))-(x/y+(13+02))به عنوان مثال براي عتارت 

اي كه قابليت حل مساله مورد نظر را داشته باشد و يا تا حد تواند به منظور پيدا كردن برنامهمي GPاست. 

بدست مي  GPمه را جست و كند. برنامه اي كه توسط امکان بهتر از بقيه به حل مساله بتردازد، فضاي برنا

اسدا  شدايستاي انتخاب مي شود. براي اين منظور صدها يا هزاران برنامه كامتيوتري با   آيد در رقابتي بر

ر ها باندازه و شدکل هاي مختلف كه به صدورت تصدادفي خلق شدند با هم به رقابت پرداخته و اين برنامه   

 يابند.اروين( و ان ام اعمال ژنتيکي بهتود و توسعه ميها )داسا  فرضيه بهترين
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 [7]مثالي از یک درخت تجزیه:  1-2 شکل

 1مقايسه برنامه نويسي ژنتیک و الگوريتم ژنتیک -2-2

ريزي ژنتيد از خانواده الاوريتمهاي ژنتيد است كه از لحاظ ساختاري شتاهت زيادي به برنامه 

 هايي نيز موجود مي باشد از جمله:الاوريتمهاي ژنتيد دارد. با اين وجود بين اين دو روش تفاوت

  هدفGA سازي مي باشد، درحالي كه هدف اصلي جست و و بهينهGP  برنامه نويسي خودكار

 است.

  ها در كروموزومساختارGA هاي خطي است ولي در حاليکه ساختار كروموزومGP غير خطي ،

 و درختي است.

  ژنها درGA كه در مي توانند انواع مختلفي داشدددته باشدددند در حاليGP  داراي دو نوه خاص

 باشند.مي

  ژنها درGA كه در توانند انواع مختلفي داشدددته باشدددند در حاليميGP  داراي دو نوع خاص

 باشند.يم

 هدا در  طول كروموزومGA كه طور كروموزوم در تواندد ادابت يا متغير باشدددد درحالي  ميGP 

 استاندارد اغلب متغير است.

  نحوه عملکرد عملارها درGA  وGP ها متفاوت است.بسته به ساختار كروموزوم 

                                                      
1 Genetic Algorithm 

y x 35 11 y x 

/ 3 + pow 

- 

+ 
* 
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  جهت اي اد جمعيت جديد درGA كه براي كنيم در حاليغالتا از روش خاصددي اسددتفاده نمي

 از روشهاي خاصي استفاده مي نماييم. GPاي اد جمعيت اوليه در 

 ويژگي های برنامه نويسي ژنتیک -2-9

GP باشد و از اين منظر قابل رقابت هايي براي حل مساله ميهاي عصتي قادر به توليد مدلهمچون شتکه

عصتي  هاياست كه شتکههاي عصتي دارد اين ولي مزيتي كه نستت به شتکه، هاي عصتي استبا شتکه

چون از تکامل استفاده مي شود و تکامل قادر است از  GPكنند ولي در ممکن است در مينيمم محلي گير

 [.8مينيمم محلي فرار كند، در دام مينيمم محلي نمي افتد]

 (.هاي با اندازه خيلي بزرگ دارد )هزاران يا حتي ميليونآن است كه نياز به جمعيت GPيکي از معايب 

ر كه قتلا طوها كار كنند و هماندليل اينکه بايد با درختها به طور كلي خيلي كند هستند بهاين الاوريتم

اما اين كند بودن خيلي چالش انايز نيست چون فقط يد  گفته شد اندازه جمعيت هم خيلي بزرگ است.

حل مسداله حاصل شد از اين مدل   از آنکه درپايان اجرا، مدلي برايشدود و پس ان ام مي GPبار الاوريتم 

توان به صورت بهناام استفاده كرد؛ در واقع هزينه استفاده از اين مدل خيلي كم است اما هزينه بدست مي

آوردن مدل باري اولين بار ممکن اسدت بسديار بالا باشد و حتي ماه ها يا سال ها ممکن است اجراي يد   

 د.روي كامتيوتر هاي قوي طول بکش GPالاوريتم 

 مراحل آماده سازی الگوريتم برنامه نويسي ژنتیک -2-4

شود، برنامه ريزي ژنتيد داراي پنج ورودي مي باشد. به منظور ان ام ديده مي 2-2 شکل همانطور كه در

 فلوچارت اين برنامه نويسي آورده شده است. 3-2روند تکامل نيز در شکل 

 

 

 

 

 

 

 [7ورودي هاي برنامه نویسي ژنتيک]: 2-2 شکل

ترمينالهام موعه  يتابع سازگار محموعه توابع  پارامترهاي  

 الاوريتم
 شرط توقف

 برنامه نويسي ژنتيد
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 [7ساختار کلي برنامه نویسي ژنتيک]: 3-2 شکل

 

نيم، يد مسدداله سددطح بالا تهيه كبراي اينکه بتوانيم با اسددتفاده از برنامه نويسددي ژنتيد يد برنامه براي 

بايستي با ان ام يد سري اعمال، برنامه سطح بالا را به فرم مناسب الاوريتم ژنتيد تتديل كنيم. پنج قدم 

 اساسي زير را بايد در ابتدا به وسيله يد عامل انساني، ان ام دهيم:

 يد م موعه از عناصر پاياني تعيين كنيم: (1

مسداله، توابع بدون پارامتر ورودي يا اابت هايي هستند كه به   عناصدر پاياني، متغيرهاي مسدتقل  

 اند.صورت تصادفي اي اد شده

 م موعه توابع اوليه كه بايستي برنامه بر پايه آنها توليد شود. (2

را ارزيابي  GAهاي توليد شده به وسيله معيار شايستاي )براي اين كه به وسيله آن بتوانيم برنامه (3

 شناسايي كنيم( هاي بهتر راو برنامه

تعيين عناصر تشکيل دهنده 

 aaكروموزوم

 اي اد جمعيت اوليه

 ارزيابي جمعيت

 انتخاب كروموزوم )ها(

 توليد دوباره، برش و جهش

تعيين بهترين كروموزوم به عنوان بهترين 

جواب

 آيا شرط خاتمه
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مورد نياز هسدددتند، به عنوان مثال نوع انتخاب والدين و  GAپارامترهايي كه براي كنترل اجراي  (4

 انتخاب فرزندان، نرخ جهش، نرخ بازتركيتي و ...

 شرط خاتمه و روشي براي اينکه نتي ه اجرا را بتوانيم تعيين كنيم. (5

 مجموعه ترمینالها و مجموعه توابع پايه -2-4-1

در قسدمتهاي قتلي بيان شدد، سداختار سدازگار با برنامه نويسدي ژنتيد، ساختار مرتته اي       همان طور كه

ه با كباشد كه اندازه آن در طول اجراي برنامه متفاوت و قابل تغيير است. م موعه ساختارهاي موجود مي

ها آننويسدي ژنتيد سازگار باشند، شامل دو م موعه است كه اعضاي جمعيت موجود با  -سديسدتم برنامه  

 ساخته مي شوند:

 كه مي توانند به صورت بازگشتي با يکديار تركيب شوند. 1م موعه توابع پايه .1

 2م موعه ترمينالها .2

هاي داخلي درخت هسدددتند و به كه توابع گرهدهند، در حاليها را تشدددکيل ميترمينالها در درخت، برگ

توانند تعداد مشخصي در م موعه توابع مي گيرند. هر يد از توابع موجودتعداد آرگومانهاي خود فرزند مي

 توانند عملارهاي استاندارد رياضيآرگومان را به عنوان ورودي دريافت كنند. بسته به نوع مساله، توابع مي

-Ifو... و يا عملارهاي منطقي مانند  sin, cos, expمانند جمع، تفريق، ... و يا توابع استاندارد رياضي مانند 

Then-Else توانند متغيرها يا مقادير اابت باشند.. م موعه ترمينالها نيز ميباشند 

ر معمول باشند. اما به طوسازي برنامه ريزي ژنتيد مينويسي قادر به پيادهبه طوركلي كليه زبانهاي برنامه

 استفاده مي شود.  LISPسازي اين روش از زبان براي پياده

 پارامترهای الگوريتم برنامه نويسي ژنتیک -2-4-2

 ایجاد جمعيت اوليه -2-4-2-1

باشدددد. در واقع اين جمعيت اوليه ريزي ژنتيد، اي اد يد جمعيت اوليه مياولين مرحلده از اجراي برنامه 

اند. در ابتدا اعضاي جمعيت اوليه به صورت تصادفي و با شامل اعضايي است كه به طور تصادفي توليد شده

است كه با توجه به اين ا بايد به آن توجه داشت ايناي كه در شدوند. مسداله  متفاوت اي اد مي اندازه هاي

الاوريتم بالا، ممکن اسدت اندازه درخت اي اد شده بسيار بزرگ شود. بنابراين مي توانيم يد شرط را نيز  

براي اين الاوريتم قرار دهيم كه اندازه درخت بدسدددت آمده از يد حد معين ت اوز نکند. به عنوان مثال 

                                                      
1 . Function Set 

2 . Terminal Set 


