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تعالی بسمه
دانشجویان تحصیلی پایان�نامه مشخصات

مشهد فردوسی دانشگاه

شكنندگی مدل�های از ویژگی�هایی عنوان:

بزرگ معصومه نویسنده: نام
امینی محمد دکتر راهنما: استاد

برزادران محتشمی غلامرضا دکتر مشاور: استاد

ریاضی آمار تحصیلی: رشته آمار گروه: ریاضی علوم دانشکده:

١٣٩١/١١/٩ دفاع: تاریخ ١٣٩١/١٠/١٩ تصویب: تاریخ

١۵٢ صفحات: تعداد ارشد کارشناسی تحصیلی: مقطع

تصادفی، ترتیب�های اعتماد، قابلیت توابع از تعاریفی ابتدا پایان�نامه این در : پایان�نامه چکیده
مدل آن از پس است. گردیده ارائه مفصل تابع و وابستگی مفاهیم عمر، طول توزیع از ویژگی�هایی
مدل�های انواع و معرفی شکنندگی مدل و شتابیده شکست زمان مدل کاکس، متناسب مخاطره
مقایسه�های و وابستگی�ها جمعی، مخاطره آمیخته مدل�های سپس است. گردیده تبیین شکنندگی
وایبل-گاما، شکنندگی مدل�های ادامه در است. گرفته قرار بحث مورد مدل�ها این در تصادفی
لجستیک، یافته، تعمیم لگ-لجستیک توزیع�های با آن ارتباط و مدل�ها این نامتناهی گشتاورهای
شکنندگی، مدل�های توسط تولید�شده مفصل این بر علاوه است. گردیده ارائه مقدار�فرین و کوشی
در است. گرفته قرار توجه مورد شکنندگی مدل�های و مفصل مدل بین تفاوت�های و شباهت�ها

است. شده تحلیل و تجزیه R محیط در شکنندگی مدل�های پایان

آمیخته تصادفی،مدل ترتیب جمعی، مخاطره شکنندگی، کلیدی: واژگان

تاریخ: راهنما: استاد امضای



اظهارنامه
شكنندگی مدل�های از ویژگی�هایی : پایان�نامه عنوان

مشهد فردوسی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ارشد کارشناسی دوره دانشجوی بزرگ معصومه اینجانب
می�شوم: متعهد امینی محمد دکتر راهنمایی تحت پایان�نامه نویسنده

است. برخوردار اصالت و صحت از و شده انجام اینجانب توسط رساله این در تحقیقات آ.

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به دیگر محققان پژوهش�های نتایج از استفاده در ب.

مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود توسط تاکنون پایان�نامه این در مندرج مطالب ج.
است. نشده ارائه جایی به امتیازی یا

”دانشگاه نام با مستخرج مقالات و است مشهد فردوسی دانشگاه به متعلق اثر این حقوق کلیه د.
رسید. خواهد چاپ به ”Ferdowsi University of Mashhad” یا و ” مشهد فردوسی

مقالات در بوده�اند تاثیرگذار رساله اصلی نتایج آمدن دست به در که افرادی تمام معنوی حقوق ه�.
است. شده رعایت آن از مستخرج

شده، استفاده آن�ها) بافت�های زنده(یا موجود از که مواردی در رساله، این انجام مراحل کلیه در و.
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در رساله، این انجام مراحل کلیه در ز.
است. شده رعایت انسانی اخلاقی اصول و ضوابط رازداری، اصل شده، استفاده یا

تاریخ
دانشجو امضای

نشر حق و نتایج مالکیت

تجهیزات و نرم�افزارها رایانه�ای، برنامه�های مستخرج، آن(مقالات محصولات و اثر این حقوق کلیه •
تولیدات در مقتضی نحو به بایستی مطلب این است. مشهد فردوسی دانشگاه به متعلق شده) ساخته

شود. ذکر مربوطه علمی
نیست. مجاز مرجع ذکر بدون رساله این نتایج و اطلاعات از استفاده •



ଘمقدৎ

ودૐه୍دان،ड़وࠩودادیانوঃ࣊ਂیاিسان
ਠඇ൚࡙९یऔونیاید
ھارඒଘࣂوازشرود

ࠛدلୀرکاযشরوଖز৯د
وगھانیࢁඥرهଘصلاحوفلاحඟ໋اید

وকماျশکඵزଘصلا೮دیدऑق،رخభقابࣆൿඁࢌدارد،
بارشآॶمانوروীشزඖن،از৷૱نوओوداو॥ت.



චاری... ণپاس໋�
ساخت. نصیبم را آموزی دانش نعمت و بارید فرو من بر را خود رحمت باران که بی�همتا پروردگار سپاس
عزیزانی کلیه از دانم می واجب خود بر رسانده�ام پایان به را تحصیلی دوره این خداوند لطف به که اکنون هم

نمایم. سپاس�گزاری کرده�اند، یاری و راهنمایی مرا پایان�نامه این مراحل تمامی در که
همواری که امینی محمد دکتر آقای جناب ارجمندم، راهنمای استاد ارج پر الطاف از امتنان عرض با
خردمندانه هدایت مرهون سفر این گام به گام و بود ایشان بزرگوارانه همراهی و همیاری وامدار راه، این

بی�دریغشان.
همیشه تا که محتشمی غلامرضا دکتر آقای جناب فرزانه، مشاور استاد محضر به سپاس تقدیم با

بود. خواهم امتنانشان شایان تعالیم و راهنمایی�ها مرهون
دکتر آقای جناب و جباری هادی دکتر آقای جناب فرهیخته اساتید بزرگوارانه عنایات از تقدیر با

گرفتند. عهده به را پایان�نامه این داوری که رزمخواه مصطفی
آمار گروه کارشناس سلیمانی خانم سرکار و آمار گروه مدیر براتپور دکتر خانم از می�دانم لازم همچنین

نمایم. قدردانی و تشکر وجود تمام با بوده�اند، اینجانب راهنمای همواره تحصیل دوره طول در که
ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانی، و مهر خداوندگاران دستان بر می�زنم بوسه پایان، در
مهربانم همسر و عزیزم برادران و خواهر به را خود خالصانه�ی تشکر و تقدیر و را مقدس�شان وجود می�کنم

می�نمود. سخت برایم راه ادامه�ی نبود، ایشان همدلی�های و همراهی�ها اگر که می�دارم تقدیم

زീज़تانग़۱۳۹۱࠳ઍوБЗଓرگ



ن��م��اده��ا ف��ه��رس��ت

P اح��ت��م��ال
f(.) چ��گ��ال��ی ت��اب��ع
F (.) ت��وزی��ع ت��اب��ع
F̄ (.) ب��ق��ا ت��اب��ع
λ(.) م��خ��اط��ره ت��اب��ع
Λ(.) ت��ج��م��ع��ی م��خ��اط��ره ت��اب��ع
H(.) م��خ��اط��ره م��ت��وس��ط
L(.) لاپ��لاس ت��ب��دی��ل
E(.) ری��اض��ی ام��ی��د
AFT ش��ت��اب��ي��ده ش��ك��س��ت زم��ان م��دل
PH م��ت��ن��اس��ب م��خ��اط��ره م��دل
OR ب��خ��ت ن��س��ب��ت
DLR ن��زول��ی درس��ت��ن��م��ای��ی ن��س��ب��ت
IFR (DFR) (ن��زول��ی) ص��ع��ودی خ��ط��ر ن��رخ
IFRA (DFRA) (ن��زول��ی) ص��ع��ودی خ��ط��ر ن��رخ م��ی��ان��گ��ی��ن
NBU (NWU) ك��ه��ن��ه از (ب��دت��ر) ب��ه��ت��ر ن��و
NBUE (NWUE) ك��ه��ن��ه از (ب��دت��ر) ب��ه��ت��ر ن��و ام��ی��د
NBU(۲) (NWU(۲)) دوم ت��ص��ادف��ی ن��ف��وذ در ك��ه��ن��ه از (ب��دت��ر) ب��ه��ت��ر ن��و
NBULt (NWULt) لاپ��لاس ت��ب��دی��ل ت��رت��ی��ب در ك��ه��ن��ه از (ب��دت��ر) ب��ه��ت��ر ن��و
DMRL (IMRL) (ص��ع��ودی) ن��زول��ی ع��م��ر ب��اق��ی��م��ان��ده م��ی��ان��گ��ی��ن
DRHR ن��زول��ی م��ع��ک��وس م��خ��اط��ره ن��رخ
≤st م��ع��م��ول��ی ت��ص��ادف��ی ت��رت��ی��ب
≤hr م��خ��اط��ره ن��رخ ت��رت��ی��ب
≤rh م��ع��ك��وس م��خ��اط��ره ن��رخ ت��رت��ی��ب
≤icv ص��ع��ودی م��ق��ع��ر ت��رت��ی��ب
≤Lt لاپ��لاس ت��ب��دی��ل ت��رت��ی��ب
≤Lt−r لاپ��لاس ت��ب��دی��ل ن��س��ب��ت ت��رت��ی��ب
TP۲ ٢ م��رت��ب��ه از م��ث��ب��ت ك��ام��ل ط��ور ب��ه
RR۲ ٢ م��رت��ب��ه از م��ن��ظ��م م��ع��ك��وس

٩



PQD م��ث��ب��ت واب��س��ت��ه رب��ع��ی ط��ور ب��ه
RTI (RTD) (ن��زول��ی) ص��ع��ودی راس��ت دم در
NLRD درس��ت��ن��م��ای��ی ن��س��ب��ت واب��س��ت��ه م��ن��ف��ی ط��ور ب��ه
RCSD (RCSI) (ص��ع��ودی) ن��زول��ی راس��ت ك��ن��ج در
τ ك��ن��دال ت��او ری��ب ض��
C(., .) م��ت��غ��ی��ره دو م��ف��ص��ل ت��اب��ع



م��ط��ال��ب ف��ه��رس��ت

٩ م��ق��دم��ات و م��ف��اه��ی��م ١
٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��ق��دم��ه ١.١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اع��ت��م��اد ق��اب��ل��ی��ت ت��واب��ع ب��ا آش��ن��ای��ی ٢.١
١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب��ق��ا ت��اب��ع ١.٢.١
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��خ��اط��ره ت��اب��ع ٢.٢.١
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت��ص��ادف��ی ت��رت��ی��ب�ه��ای ٣.١
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ع��م��ر ط��ول ت��وزی��ع از وی��ژگ��ی�ه��ای��ی ۴.١
١۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . ل��گ-م��ق��ع��ر و ل��گ-م��ح��دب وی��ژگ��ی ١.۴.١
١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . واب��س��ت��گ��ی م��ف��اه��ی��م ۵.١
٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��ف��ص��ل ت��اب��ع ۶.١
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ك��ن��دال ت��وزی��ع ٧.١
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ك��ن��دال ت��او ری��ب ض�� ١.٧.١

٢۴ ب��ق��ا ت��ح��ل��ی��ل و اع��ت��م��اد ق��اب��ل��ی��ت در آم��اری م��دل�ه��ای از ب��رخ��ی ٢
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��ق��دم��ه ١.٢
٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اك��س ك�� م��ت��ن��اس��ب م��خ��اط��ره م��دل ٢.٢
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وای��ب��ل م��ت��ن��اس��ب م��خ��اط��ره م��دل ١.٢.٢
٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ش��ت��اب��ی��ده ش��ك��س��ت زم��ان م��دل ٣.٢
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ش��ک��ن��ن��دگ��ی م��دل�ه��ای ۴.٢
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ك��ل��ی ش��ك��ن��ن��دگ��ی م��دل ١.۴.٢
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خ��وش��ه�ای ش��ك��ن��ن��دگ��ی م��دل ٢.۴.٢

١



٢ م��ط��ال��ب ف��ه��رس��ت

٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ج��م��ع��ی ش��ك��ن��ن��دگ��ی م��دل ٣.۴.٢
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ك��لاس��ی��ك ش��ك��ن��ن��دگ��ی م��دل ۴.۴.٢
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ن��ت��ی��ج��ه�گ��ی��ری ۵.٢

۵۵ ج��م��ع��ی م��خ��اط��ره آم��ی��خ��ت��ه م��دل�ه��ای ٣
۵۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��ق��دم��ه ١.٣
۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��ق��دم��ات��ی م��ف��اه��ی��م و ت��ع��اری��ف ٢.٣
۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ع��م��ر ط��ول و واب��س��ت��گ��ی وی��ژگ��ی�ه��ای ٣.٣
٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت��ص��ادف��ی م��ق��ای��س��ه�ه��ای ۴.٣
٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ب��ق��ا ت��واب��ع ك��ران�ه��ای ۵.٣
٨١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گ��ی��ری ن��ت��ی��ج��ه ۶.٣

٨٢ وای��ب��ل-گ��ام��ا ش��ك��ن��ن��دگ��ی م��دل ۴
٨٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��ق��دم��ه ١.۴
٨٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ح��اش��ی��ه�ای وای��ب��ل-گ��ام��ای ش��ك��ن��ن��دگ��ی م��دل ٢.۴
٨٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت��ک��ی��ه�گ��اه گ��س��ت��رش ٣.۴
٩۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پ��زش��ک��ی در رب��رد ک��ا ۴.۴
٩٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ن��ت��ی��ج��ه�گ��ی��ری ۵.۴

٩٨ م��ف��ص��ل ت��واب��ع و ش��ك��ن��ن��دگ��ی م��دل�ه��ای ۵
٩٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��ق��دم��ه ١.۵
٩٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ك��لاس��ی��ك م��ت��غ��ی��ره دو ش��ك��ن��ن��دگ��ی م��دل�ه��ای ٢.۵
١٠٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��ك��ان��ی ب��خ��ت ن��س��ب��ت ١.٢.۵
١٠۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . واب��س��ت��گ��ی س��اخ��ت��ار ٢.٢.۵
١٠٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ك��ن��دال ت��وزی��ع ٣.٢.۵
١١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . خ��وش��ه�ای ش��ك��ن��ن��دگ��ی م��دل ٣.۵
١١٣ . . . . . . . . . . گ��ام��ا ش��ك��ن��ن��دگ��ی م��دل و آك��س ك��ل��ی��ت��ون- م��ف��ص��ل م��دل ١.٣.۵
١١٧ . . . . . . . . . . . . . م��ث��ب��ت پ��ای��ای ش��ك��ن��ن��دگ��ی م��دل و م��ف��ص��ل م��دل ٢.٣.۵
١٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ن��ت��ی��ج��ه�گ��ی��ری ۴.۵



٣ م��ط��ال��ب ف��ه��رس��ت

١٢١ R م��ح��ی��ط در ش��ك��ن��ن��دگ��ی م��دل�ه��ای ت��ح��ل��ی��ل ۶
١٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��ق��دم��ه ١.۶
١٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . parfm اف��زاری ن��رم ب��س��ت��ه ٢.۶
١٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . parfm() ت��اب��ع ١.٢.۶
١٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . tau() ت��اب��ع ٢.٢.۶
١٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ci.parfm() ت��اب��ع ٣.٢.۶
١٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . predict() ت��اب��ع ۴.٢.۶
١٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . select.parfm() ت��اب��ع ۵.٢.۶
١٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . frailtypack اف��زاری ن��رم ب��س��ت��ه ٣.۶
١٣١ . . . . . . . . . . . . additivePenal() و frailtyPenal() ت��واب��ع ١.٣.۶
١۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . summary() ت��اب��ع ٢.٣.۶
١۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . plot() ت��اب��ع ٣.٣.۶
١۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ن��ت��ی��ج��ه�گ��ی��ری ۴.۶

١۴۵ ک��ت��اب�ن��ام��ه



ش��ک��ل�ه��ا ف��ه��رس��ت

٨٩ . . . . . . . . . . . ان��ت��خ��اب��ی. ρه��ای م��ق��ادی��ر ب��ا م��ت��ن��اظ��ر ل��گ-ل��ج��س��ت��ی��ك چ��گ��ال��ی�ه��ای ١.۴
�ت��ه �اف� �م�ی� �ی� �م� �ع� ت� ك��وش��ی و �اب��ی، �ت��خ� ان� αه��ای ب��رای (چ��پ) �ت��ه �اف� �م�ی� �ی� �م� �ع� ت� �ی��ك �ت� ل��ج��س� �ال��ی�ه��ای �گ� چ� ٢.۴

٩٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ان��ت��خ��اب��ی. ρه��ای ب��رای (راس��ت)

ب��رای گ��ام��ا ش��ك��ن��ن��دگ��ی چ��گ��ال��ی ب��ا م��ف��ص��ل و ش��ك��ن��ن��دگ��ی م��دل�ه��ای ح��اش��ی��ه�ای م��خ��اط��ره ت��واب��ع ١.۵
١١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت��ش��خ��ی��ص زم��ان

١٢٨ گ��ام��ا-ن��م��ای��ی. ش��ك��ن��ن��دگ��ی م��دل ب��ا ك��ل��ی��ه ع��ف��ون��ت داده م��ج��م��وع��ه ب��رای ش��ك��ن��ن��دگ��ی پ��ی��ش�ب��ی��ن��ی ١.۶
١٣١ . . . . . . . م��خ��ت��ل��ف پ��ای��ه م��خ��اط��ره ت��وزی��ع�ه��ای م��ق��ای��س��ه ب��رای BIC و AIC م��ق��ادی��ر ٢.۶

ت��اب��ع ن��م��ودار و �ی��م�ش��ده ت��س��ه� �ن��دگ��ی �ن� ش��ك� م��دل و اك��س ك�� م��دل ب��رای پ��ای��ه ب��ق��ای ت��اب��ع .ن��م��ودار ٣.۶
١۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . ت��س��ه��ی��م�ش��ده ش��ك��ن��ن��دگ��ی م��دل ب��رای پ��ای��ه م��خ��اط��ره

۴
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٨٨ . . . .ρ ان��ت��خ��اب��ی م��ق��ادی��ر ب��رای گ��ش��ت��اوره��ا و (م��ع��ك��وس) ت��ج��م��ع��ی ت��وزی��ع چ��گ��ال��ی، ت��واب��ع ١.۴
٨٨ . . . . . . . . . . . . . . ١.۴ ش��ك��ل در ρ م��ق��ادی��ر ازای ب��ه ری��ان��س وا و م��ی��ان��گ��ی��ن ٢.۴
٩۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پ��ی��ش��رف��ت��ه س��رط��ان داده�ه��ای ٣.۴

�ق��ای ب� �ای داده�ه� �ه ب� �ده ش� داده �رازش ب� �ای م��دل�ه� �رای ب� �دارد) �ان� �ت� اس� �ط��ای �ر(خ� �ت� �ارام� پ� �رآورد ب� ۴.۴
٩٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . س��رط��ان��ی ب��ی��م��اران

١١٨ . . . . . . . . . . . . . . م��ث��ب��ت پ��ای��ای ش��ک��ن��ن��دگ��ی م��دل و م��ف��ص��ل م��دل ب��رآورده��ای ١.۵

١٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١.٢.۶ م��ث��ال داده م��ج��م��وع��ه ١.۶
�دگ��ی �ن� �ن� �ك� ش� و �ای��ی �م� ن� �ه �ای� پ� �ره �اط� �خ� م� �ا ب� �ت��ری �ارام� پ� �دگ��ی �ن� �ن� �ك� ش� م��دل �رای ب� �ا �ره� �ت� �ارام� پ� �رآورد ب� ٢.۶

١٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١.٢.۶ درم��ث��ال گ��ام��ا
١٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��ث��ال۶.١.٣ داده م��ج��م��وع��ه ٣.۶
١٣۶ . . . . . . . . . . . . . . . . ١.٣.۶ م��ث��ال در اك��س ك�� م��دل ب��رای ض��رای��ب ب��رآورد ۴.۶
١٣٨ . . . . . . . . . . ١.٣.۶ م��ث��ال در ت��س��ه��ی��م�ش��ده ش��ك��ن��ن��دگ��ی م��دل ب��رای ض��رای��ب ب��رآورد ۵.۶
١۴٠ . . . . . . . . . . . ٢.٣.۶ م��ث��ال در ج��م��ع��ی ش��ك��ن��ن��دگ��ی م��دل ب��رای ض��رای��ب ب��رآورد ۶.۶
١۴١ . . . . . . . . . ١.٣.۶ م��ث��ال در ت��س��ه��ی��م�ش��ده ش��ك��ن��ن��دگ��ی م��دل ب��رای اط��م��ی��ن��ان ف��اص��ل��ه ٧.۶
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چ��ک��ی��ده

ط��ول ت��وزی��ع از وی��ژگ��ی�ه��ای��ی ت��ص��ادف��ی، ت��رت��ی��ب�ه��ای اع��ت��م��اد، ق��اب��ل��ی��ت ت��واب��ع از ری��ف��ی ت��ع��ا اب��ت��دا پ��ای��ان�ن��ام��ه ای��ن در

م��دل اک��س، ک�� م��ت��ن��اس��ب م��خ��اط��ره م��دل آن از پ��س اس��ت. گ��ردی��ده ارائ��ه م��ف��ص��ل ت��اب��ع و واب��س��ت��گ��ی م��ف��اه��ی��م ع��م��ر،

س��پ��س اس��ت. گ��ردی��ده ت��ب��ی��ی��ن ش��ک��ن��ن��دگ��ی م��دل�ه��ای ان��واع و م��ع��رف��ی ش��ک��ن��ن��دگ��ی م��دل و ش��ت��اب��ی��ده ش��ک��س��ت زم��ان

�رار ق� �ث �ح� ب� �ورد م� �ا �دل�ه� م� �ن ای� در �ی �ادف� �ص� ت� �ای �ه�ه� �س� �ای� �ق� م� و �ا �ی�ه� �گ� �ت� �س� واب� �ی، �ع� �م� ج� �ره �اط� �خ� م� �ه �ت� �خ� �ی� آم� �ای �دل�ه� م�

آن �اط �ب� ارت� و �ا �دل�ه� م� ای��ن �اه��ی �ن� �ت� �ام� ن� �ای �اوره� �ت� �ش� گ� �ا، �ام� �ب��ل-گ� وای� �دگ��ی �ن� �ن� �ک� ش� �ای �دل�ه� م� �ه ادام� در اس��ت. �ه �ت� �رف� گ�

�ر ب� �لاوه ع� اس��ت. �ده �ردی� گ� �ه ارائ� ری��ن � �دار�ف� �ق� م� و �وش��ی ک� �ی��ک، �ت� �س� �ج� ل� �ه، �ت� �اف� ی� �م �ی� �م� �ع� ت� �ی��ک �ت� �س� �ج� ل��گ-ل� �ای �ع�ه� �وزی� ت� �ا ب�

م��دل�ه��ای و �ف��ص��ل م� م��دل �ی��ن ب� �ف��اوت�ه��ای ت� و �ا �ب��اه��ت�ه� ش� �ن��دگ��ی، �ن� ش��ک� م��دل�ه��ای ت��وس��ط �ی��د�ش��ده �ول� ت� �ف��ص��ل م� ای��ن

�ده ش� �ی��ل �ل� �ح� ت� و �ه زی� � �ج� ت� R �ی��ط م��ح� در �دگ��ی �ن� �ن� �ک� ش� م��دل�ه��ای �ای��ان پ� در اس��ت. �ه �ت� �رف� گ� �رار ق� �ه ت��وج� �ورد م� �دگ��ی �ن� �ن� �ک� ش�

اس��ت.



پ��ي��ش�گ��ف��ت��ار

اس��ت. رای��ج ب��س��ی��ار خ��وش��ه�ای ش��ک��س��ت زم��ان داده�ه��ای م��ش��اه��ده�ی س��رط��ان��ی، م��ط��ال��ع��ات و پ��زش��ک��ی ت��ح��ق��ی��ق��ات در
ش��ک��س��ت زم��ان م��دل ی��ا و (PH) ١ م��ت��ن��اس��ب م��خ��اط��ره م��دل اس��ت م��م��ک��ن خ��وش��ه�ای، اث��رات از پ��وش��ی چ��ش��م ب��ا
ن��ظ��ر در ب��دون ام��ر ای��ن ام��ا ش��ود، ب��رده ک��ار ب��ه داده�ه��ا م��ج��م��وع��ه ای��ن �ی��ل �ل� ت��ح� ب��رای �ی��م��ا �ق� �ت� م��س� (AFT)٢ �ی��ده �اب� �ت� ش�
ش��ک��ن��ن��دگ��ی م��دل�ه��ای م��ی�ش��ود. ن��ت��ای��ج در اش��ت��ب��اه وج��ود ام��ک��ان ب��ه م��ن��ج��ر خ��وش��ه، ه��ر در م��م��ک��ن ه��م��ب��س��ت��گ��ی گ��رف��ت��ن
آن در �ه ک� �د �اش� �ی�ب� م� �ه�ای �وش� خ� �س��ت �ک� ش� �ان زم� �ای داده�ه� �ل �ی� �ل� �ح� ت� در �ده ش� �اده �ف� �ت� اس� �ای �دل�ه� م� �ن ری� � �ج�ت� رای� از �ی �ک� ی�
خ��واه��د ف��رض �ت��ق��ل م��س� خ��وش��ه�ه��ا ب��ی��ن و م��ی�ش��ود م��دل�ب��ن��دی ت��ص��ادف��ی اث��ر ی��ک ت��وس��ط خ��وش��ه ه��ر در ه��م��ب��س��ت��گ��ی

م��ی�رود. ک��ار ب��ه خ��وش��ه ه��ر در ه��م��ب��س��ت��گ��ی ارزی��اب��ی ب��رای م��دل ای��ن در «ش��ک��ن��ن��دگ��ی» اص��ط��لاح واق��ع در ش��د.
ک��ه ن��اه��م��گ��ن��ی �رخ��ی ب� م��ط��ال��ع��ه ب��رای ه��م��ک��اران، و ٣ واپ��ل ت��وس��ط ١٩٧٩ س��ال در اول��ی��ن�ب��ار ش��ک��ن��ن��دگ��ی م��دل�ه��ای
�ا �ق� ب� �ل �ی� �ل� �ح� ت� در �ا �دل�ه� م� �ن ای� �رد رب� �ا ک� �د. ش� �ی �رف� �ع� م� �د، �ن� �اش� �ی�ب� �م� ن� �ری �ی� �دازه�گ� ان� �ل �اب� ق� �ی �ک� �م� ک� �ای �ره� �ی� �غ� �ت� م� �ه �ل� �ی� وس� �ه ب�
�ت �ی� �م� ک� �ک ی� از �ر �أث� �ت� م� �راد اف� �ر �ط� خ� �رخ ن� �ه �ک� �ن� ای� �رض ف� �ا ب� �راد، اف� �ن �ی� ب� �ان) �ه� �ن� (پ� �ده �ش� �ده�ن� �اه� �ش� م� �ی �ن� �گ� �م� �اه� ن� �رای ب�

اس��ت. ب��وده م��ح��ق��ق��ان از ب��س��ی��اری ت��وج��ه م��ورد ب��اش��د، پ��ای��ه م��خ��اط��ره ی��ک و ش��ک��ن��ن��دگ��ی ن��ام ب��ه م��ش��خ��ص
(١٩٩٢) ۵ ک��ل��ی��ن ن��م��ود. ب��ررس��ی م��ث��ب��ت پ��ای��ای ت��وزی��ع ی��ک پ��ای��ه ب��ر را ش��ک��ن��ن��دگ��ی م��دل�ه��ای (١٩٨۶) ۴ ه��وگ��ارد
�ای �ه�ه� �س� �ای� �ق� م� (٢٠٠۶) ٧ �ان��ی �رم� ک� و �ا �ت� �وپ� گ� �د. �ی� �ش� �خ� ب� �ه �ع� �وس� ت� �ا �ام� گ� �ی �دگ� �ن� �ن� �ک� ش� م��دل �رای ب� را ۶ EM �ت��م �وری� �گ� ال�
�ای �ره� �ی� �غ� �ت� م� روی �ر ب� �ه �ای� پ� �ی �ادف� �ص� ت� �ر �ی� �غ� �ت� م� دو �ه �س� �ای� �ق� م� �ر �ی� �أث� ت� �ق ری� � ط� از را �ی �دگ� �ن� �ن� �ک� ش� �ای �دل�ه� م� در �ی �ادف� �ص� ت�

1Proportional hazard model
2Accelerated failure time
3Vaupel
4Hougaard
5Klein
6Expectation-Maximization Algoritm
7Gupta and Kirmani
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�ت��گ��ی واب��س� �ه�ه��ای �ب� �ن� ج� (٢٠٠٨) ١ ل��ی و ژو آوردن��د. ب��دس��ت �ی��دی �ف� م� �ای��ج �ت� ن� و ک��رده �ال��ع��ه م��ط� �ن��اظ��ر �ت� م� �ن��دگ��ی �ن� ش��ک�
�ای �دل�ه� م� (٢٠١٢) ٢ �ن��گ �ی� ل� و �ی ل� �د. �ودن� �م� ن� �ی �ررس� ب� را �ا �دل�ه� م� �ن ای� در �ی �دگ� �ن� �ن� �ک� ش� �ر �ی� �غ� �ت� م� و �ه �ای� پ� �ر �ی� �غ� �ت� م� �ن �ی� ب�
پ��ارام��ت��ری ش��ک��ن��ن��دگ��ی م��دل�ه��ای ت��ح��ل��ی��ل ب��ه (٢٠١٢) ه��م��ک��اران و ٣ م��ون��دا ن��م��ودن��د. م��ط��ال��ع��ه را ج��م��ع��ی ش��ک��ن��ن��دگ��ی

پ��رداخ��ت��ن��د. R م��ح��ی��ط در
اب��ت��دا پ��ای��ان�ن��ام��ه ای��ن در اس��ت، پ��ذی��رف��ت��ه ان��ج��ام ش��ک��ن��ن��دگ��ی م��دل�ه��ای زم��ی��ن��ه در ت��ا�ک��ن��ون ک��ه م��ط��ال��ع��ات��ی ب��ه ت��وج��ه ب��ا
�م��ر، ع� ط��ول وی��ژگ��ی�ه��ای �رخ��ی ب� ت��ص��ادف��ی، �ی��ب�ه��ای �رت� ت� �م��اد، �ت� اع� �ی��ت �ل� �اب� ق� ت��واب��ع از �ات��ی �ق��دم� م� و �ع��اری��ف ت� �ی��ان ب� �ه ب�
در �اری آم� �ای �دل�ه� م� �واع ان� دوم �ل �ص� ف� در آن از �س پ� �م. �ردازی� �ی�پ� م� �ی �گ� �ت� �س� واب� �م �ی� �اه� �ف� م� �ی �رخ� ب� و �ل �ص� �ف� م� �ع �اب� ت�
و �ی �ع� �م� ج� �ره�ی �اط� �خ� م� �ه �ت� �خ� �ی� آم� �ای �دل�ه� م� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �ی �رف� �ع� م� �ی �دگ� �ن� �ن� �ک� ش� �ای �دل�ه� م� �ه �ل� �م� ازج� را �اد �م� �ت� اع� �ت �ی� �ل� �اب� ق�

م��ی�گ��ی��رد. ق��رار ب��ررس��ی م��ورد س��وم ف��ص��ل در م��دل�ه��ا ای��ن در ت��ص��ادف��ی م��ق��ای��س��ه�ه��ای و واب��س��ت��گ��ی�ه��ا
�ا ب� آن �اط �ب� ارت� و �ا آن�ه� �ی �اه� �ن� �ت� �ام� ن� �ای �اوره� �ت� �ش� گ� �ا، �ام� �ل-گ� �ب� وای� �ی �دگ� �ن� �ن� �ک� ش� �ای �دل�ه� م� �ه ب� را �ارم �ه� چ� �ل �ص� ف�
�ه ادام� در �م. �ی� �ی�ده� م� �ت��ص��اص اخ� ری��ن � ف� �دار �ق� م� و �وش��ی، ک� �ی��ک، �ت� �س� �ج� ل� �ه، �ت� �اف� ی� �م �ی� �م� �ع� ت� �ی��ک �ت� �س� �ج� ل��گ-ل� �ای �ع�ه� �وزی� ت�
م��ع��ط��وف پ��ن��ج��م ف��ص��ل در خ��وش��ه�ای و ک��لاس��ی��ک ش��ک��ن��ن��دگ��ی م��دل�ه��ای ت��وس��ط ش��ده ت��ول��ی��د م��ف��ص��ل ب��ه را خ��ود ت��وج��ه
در ن��م��ود. خ��واه��ی��م ب��ی��ان را ش��ک��ن��ن��دگ��ی م��دل�ه��ای و م��ف��ص��ل م��دل�ه��ای م��ی��ان ت��ف��اوت�ه��ای و ش��ب��اه��ت�ه��ا و م��ی�ک��ن��ی��م

م��ی�پ��ردازی��م. ش��ده م��ع��رف��ی م��دل�ه��ای ت��ح��ل��ی��ل ب��ه رب��ردی ک��ا م��ث��ال چ��ن��د ب��ا R اف��زار ن��رم ری��ق ط�� از پ��ای��ان

ب��زرگ م��ع��ص��وم��ه
١٣٩١ م��اه ب��ه��م��ن

1Xu and Li
2Li and Ling
3Munda



١ ف��ص��ل

م��ق��دم��ات و م��ف��اه��ی��م

م��ق��دم��ه ١.١

ت��رت��ی��ب�ه��ای ری��ن م��ه��م��ت�� از ب��ع��ض��ی س��پ��س م��ی�ك��ن��ی��م. ی��ادآوری را اع��ت��م��اد ق��اب��ل��ی��ت اول��ی��ه م��ف��اه��ی��م ب��رخ��ی ف��ص��ل ای��ن در

ب��ی��ان ب��ه ادام��ه در ن��م��ود. خ��واه��ی��م ب��ی��ان را آن�ه��ا ب��ی��ن رواب��ط و م��ع��رف��ی را پ��ای��ان�ن��ام��ه ای��ن در ن��ی��از م��ورد ت��ص��ادف��ی

ی��ادآوری را واب��س��ت��گ��ی م��ف��اه��ی��م ب��رخ��ی س��پ��س م��ی�پ��ردازی��م. آن�ه��ا م��ی��ان رواب��ط و ع��م��ر ط��ول ت��وزی��ع از وی��ژگ��ی�ه��ای��ی

�ن��دال ك� ری��ب � ض� و ت��وزی��ع و م��ی�پ��ردازی��م �ف��ص��ل م� �اب��ع ت� ری��ف �ع�� ت� �ه ب� �ا، �ه� �ت� ان� در �ی��م. �ن� م��ی�ك� ذك��ر را آن�ه��ا �ی��ن ب� رواب��ط و

م��ی�ن��م��ای��ی��م. م��ح��اس��ب��ه ن��ی��ازم��ن��دی��م، آن ب��ه ۵ ف��ص��ل در ك��ه را ارش��م��ی��دس��ی م��ف��ص��ل

٩
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اع��ت��م��اد ق��اب��ل��ی��ت ت��واب��ع ب��ا آش��ن��ای��ی ٢.١

�د �ن� �ان� م� �ا ه� آن از �رخ��ی ب� �ا ب� �خ��ش ب� �ن ای� در �ه ک� �د �رن� �ی� �ی�گ� م� �رار ق� �اده �ف� �ت� اس� �ورد م� �اد �م� �ت� اع� �ی��ت �ل� �اب� ق� در �اوت��ی �ف� �ت� م� �ع �واب� ت�

م��ی�ش��وی��م. آش��ن��ا ۴ م��خ��اط��ره م��ت��وس��ط و ت��ج��م��ع��ی٣ م��خ��اط��ره م��خ��اط��ره٢، ب��ق��ا١، ت��اب��ع

�رار ق� �اده �ف� �ت� اس� �ورد م� �ه ادام� در �ه ک� را �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ا �ق� �ل� �ط� م� �ع �اب� ت� �ف ری� � �ع� ت� �دا �ت� اب� �وق، ف� �ع �واب� ت� �ی �رف� �ع� م� از �ش �ی� پ�

م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ی��ان م��ی�گ��ی��رد،

�رای ب� �اه �رگ� ه� �د �اش� �ی�ب� م� �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ا �ق� �ل� �ط� م� ،۰ ≤ a ≤ b ≤ +∞ �ه ک� [a, b] �ازه ب� در f(x) �اب��ع ت� .١.٢.١ �ری��ف �ع� ت�

،[xk, yk] �زای �ج� م� �ای �ه�ه� �ال� �ب� �ردن� زی� �رای ب� �ه �ک� �وری� ط� �ه ب� �د �اش� ب� �ه �ت� داش� �ود وج� ای δ > ۰ ، ϵ �ت �ب� �ث� م� �دار �ق� م� �ر ه�

ش��رط در ک��ه ،(k = ۱,۲, · · · , n)
n∑

k=۱

|yk − xk| < δ,

ب��اش��ی��م: داش��ت��ه م��ی�ک��ن��ن��د، ص��دق
n∑

k=۱

|f(yk)− f(xk)| < ϵ.

ب��ق��ا ت��اب��ع ١.٢.١

�ادف��ی �ص� ت� �ر �ی� �غ� �ت� م� اس��ت. �اد �م� �ت� اع� �ی��ت �ل� �اب� ق� �ع �اب� ت� �م، �وی� �ی�ش� م� �ه �واج� م� آن �ا ب� �اد �م� �ت� اع� �ی��ت �ل� �اب� ق� در �ه ک� �ی �ف� ری� � �ع� ت� �ن �ی� اول�

�ورت ص� �ن ای� در �د. ری� � �ی� �گ� ب� �ر �ظ� ن� در �د �اش� ب� f �ی �ال� �گ� چ� �ع �اب� ت� و F �ع �وزی� ت� �ع �اب� ت� دارای �ه ک� را X �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ی �ف� �ن� �ام� ن�

ن��وش��ت، م��ی�ت��وان

F (x) = P (X ≤ x) =


∫ x

۰
f(t)dt اگ��ر x ≥ ۰

۰ اگ��ر x < ۰ .
(١.١)

1Survival function
2Hazard rate
3Cumulative hazard rate function
4Hazard rate average function
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آن، در ک��ه را F̄ ن��ام��ن��ف��ی ت��اب��ع X پ��ی��وس��ت��ه ن��ام��ن��ف��ی ت��ص��ادف��ی م��ت��غ��ی��ر ب��رای .٢.٢.١ ت��ع��ری��ف

F̄ (x) = ۱ − F (x) =

∫ ∞

x

f(t)dt, (٢.١)

�ر �ی� �غ� �ت� م� �ی �ال� �گ� چ� �ع �اب� ت� �اه آن�گ� �د، �اش� ب� �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ا �ق� �ل� �ط� م� F (.) �ع �اب� ت� �ر اگ� �م. �ی� �وی� گ� �ا �ق� ب� �ع �اب� ت� �ا ی� �اد �م� �ت� اع� �ت �ی� �ل� �اب� ق� �ع �اب� ت�

.f(x) = −F̄ ′
(x) و دارد وج��ود X ت��ص��ادف��ی

م��خ��اط��ره ت��اب��ع ٢.٢.١

از �م، �ی� �ن� �ی�ک� م� �ان �ی� ب� را آن �ه ادام� در و �ت اس� �ه �ت� �ف� �ه� ن� آن �ف ری� � �ع� ت� در �ه ک� �ی �ال� �م� �ت� اح� �ر �ی� �ب� �ع� ت� �ل �ی� دل� �ه ب� �ره �اط� �خ� م� �ع �اب� ت�

از �م��ه �ی� ب� �م �ل� ع� در �ن��س��ون١(١٩٣٠) �ف� �ی� �ت� اس� �ث��ال، م� �ن��وان ع� ب��ه اس��ت. �رخ��وردار ب� �اد �م� �ت� اع� �ی��ت �ل� �اب� ق� در ب��الای��ی �ی��ت �م� اه�

اس��ت. ب��رده ن��ام م��ی��رای��ی ش��دت ع��ن��وان ت��ح��ت ت��اب��ع ای��ن

در �ه ای��ن�ک� ش��رط �ه ب� �ه �ل� �اص� ف� ای��ن در �ه �ع� �ط� ق� �راب��ی خ� �م��ال �ت� اح� �م. ری� � �ی� �ی�گ� م� �ر �ظ� ن� در را (x, x+∆x] �ان��ی زم� �ه �ل� �اص� ف�

از: اس��ت ع��ب��ارت ب��اش��د، ن��ی��ف��ت��اده ات��ف��اق خ��راب��ی (۰, x] ب��ازه

P [x < X < x+∆x|X > x] =
P [x < X < x+∆x]

P [X > x]

=
F (x+∆x)− F (x)

F̄ (x)
. (٣.١)

م��خ��اط��ره ت��اب��ع ،∆x → ۰ ک��ه �ت��ی وق� ∆x > ۰ ط��ول ب��ه زم��ان��ی �ل��ه ف��اص� در ∆x ب��ر (٣.١) راب��ط��ه �ی��م ت��ق��س� ب��ا

دی��گ��ر، ع��ب��ارت ب��ه م��ی�ده��ی��م. ن��م��ای��ش λ(x) ب��ا را آن و م��ی�ش��ود ح��اص��ل

λ(x) = lim
∆x→۰

۱
∆x

F (x+∆x)− F (x)

F̄ (x)

=
f(x)

F̄ (x)
= − d

dx
ln F̄ (x). (۴.١)

م��ی�ش��ود. ح��اص��ل زی��ر ص��ورت ب��ه ت��ج��م��ع��ی م��خ��اط��ره ت��اب��ع (۴.١) راب��ط��ه از گ��ی��ری ان��ت��گ��رال ب��ا

Λ(x) =

∫ x

۰
λ(t)dt = − ln F̄ (x). (۵.١)

1Steffensen
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م��ی�گ��ردد: ارائ��ه زی��ر ص��ورت ب��ه ن��ی��ز م��خ��اط��ره م��ت��وس��ط

H(x) =
۱
x

∫ x

۰
λ(t)dt.

ری��م، دا (۵.١) راب��ط��ه از ه��م��چ��ن��ی��ن

F̄ (x) = exp{−Λ(x)}. (۶.١)

ت��ص��ادف��ی ت��رت��ی��ب�ه��ای ٣.١

�ای��ی ش��اخ��ص�ه� �ه�ی �ای��س� �ق� م� م��ی�رف��ت، �ار �ك� ب� �ال��ی �گ� چ� �ا ی� ت��وزی��ع دو �ه�ی �ای��س� �ق� م� ب��رای �ه �ت� گ��ذش� از �ه ك� �ای��ی راه�ه� از ی��ك��ی

�ار ب� �ن �ی� �ت� �س� �خ� ن� ،(١٩۴٧) ١ �ی �ن� �ت� وی� و �ان م� �ا ام� �ود. ب� ... و �ی �دگ� �ی� �ش� ك� �ی، �گ� �ول� چ� �ی، �دگ� �ن� �راك� پ� �ن، �ی� �گ� �ان� �ی� م� �د �ن� �ان� م�

�ه ب� �ه ك� ك��ردن��د �رف��ی �ع� م� را X ≤ Y �ی��ب �رت� ت� خ��اص، ش��اخ��ص ی��ك ب��رای �ا آن�ه� �م��ودن��د. ن� م��ط��رح را دی��گ��ری �اه �دگ� دی�

�وان �ن� ع� �ا ب� �ده ای� �ن ای� از �روزه ام� �ت. اس� Y از �ر �ت� �م� ك� �اص خ� �ص �اخ� ش� آن در X �د �ن� �ی�ك� م� �ان �ی� ب� �ر �ق�ت� �ی� دق� �ورت ص�

م��ع��م��ول��ی، ت��ص��ادف��ی ت��رت��ی��ب م��ی�ت��وان ت��ص��ادف��ی، ت��رت��ی��ب�ه��ای ری��ن م��ع��روف�ت�� ج��م��ل��ه از م��ی�ك��ن��ی��م. ی��اد ت��ص��ادف��ی ت��رت��ی��ب

ب��ر ادام��ه در ك��ه ب��رد، ن��ام را درس��ت��ن��م��ای��ی ن��س��ب��ت ت��رت��ی��ب و م��ع��ك��وس م��خ��اط��ره ن��رخ ت��رت��ی��ب م��خ��اط��ره، ن��رخ ت��رت��ی��ب

م��ی�پ��ردازی��م. آن�ه��ا ری��ف ت��ع�� ب��ه (٢٠٠٧) ٢ ش��ان��ت��ی��ك��وم��ار و ش��ی��ك��د اس��اس

ت��واب��ع ،g و f �ال��ی چ��گ� ت��واب��ع �ا ب� �ی��ب �رت� ت� �ه ب� �ه �ت� �ی��وس� پ� ت��ص��ادف��ی �ر �ی� �غ� �ت� م� دو Y و X �ی��د �ن� ك� ف��رض .١.٣.١ �ع��ری��ف ت�

آن�گ��اه ب��اش��ن��د، Ḡ و F̄ ب��ق��ای ت��واب��ع و G و F ت��وزی��ع

x ≥ ۰ ب��ه ن��س��ب��ت f(x)
g(x)

ه��رگ��اه گ��وی��ن��د ( X ≤lr Y ) ك��وچ��ك�ت��ر Y از ٣ درس��ت��ن��م��ای��ی ن��س��ب��ت ت��رت��ی��ب در را X •

ب��اش��د. ن��زول��ی

�ه �ط� راب� ،x �ر ه� �رای ب� �ر اگ� �د، �ن� �وی� گ� (X ≤st Y ) �ر �ك�ت� �وچ� ك� Y از ۴ �ی �ول� �م� �ع� م� �ی �ادف� �ص� ت� �ب �ی� �رت� ت� در را X •

ب��اش��د. ب��رق��رار F̄ (x) ≤ Ḡ(x)

1Mann and Whitney
2Shaked and Shanthikumar
3Likelihood ratio order
4Usual stochastic order


