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وردگارا...

دیͽر شͺری تو ͬͺنی و احساس که این مͽر نمͬ�رسد، تو شͺرگزاری نهایت و پایان به کس هیچ

و فضل خاطر به باز کند، کوشش تو فرمانبرداری و طاعت در چقدر هر و نماید. واجب او بر را

است. ناتوان و عاجز تو بی�انتهای احسان

تو که باشد آزمایشͬ همان این شاید مͬ�گویم: خود با زندگیم سخت لحظات در همیشه خدایا،

به مرا خدا ای پس بسازی، برایم زندگͬ از زیبایی تصویر مͬ�خواهͬ ͷتاری پرده�ی این پشت در

بیاموز. صبوری و بیازما توانم اندازه�ی

بدانم و نیست بیش ندانستنͬ تو لایتناهͬ دانش مقابل در دانسته�هایم کنم، قبول تا کن ͷکم من به

تو، یاری به جز قطره ͷی اندازه�ی به حتͬ را همه آن و مͬ�دانم من که آنͬ از بیشتر تو دانایی که

نمͬ�توانم. دانستن

ඵزدارمو ৯دارم...ૡঙه وਠमی೯ච໔دا

ඵزدارم...৯دارم. ૡঙه وਠमی೯ච໔دا



ث

චاری... ণپاس໋�

تمام نکنم، فراموش و باشم شͺرگزار شادی لحظه�های در آموخت من به که را خداوندی سپاس

که باشم صبور اندوهم لحظه�های در که آموخت و اوست بی�منت لطف از دانسته�هایم و داشته�ها

باشد. الهͬ حͺمت و تقدیر مطیع که است کسͬ سربلند و است رفتنͬ غم�ها همه�ی

حمايتهای از مͬ�دانم واجب برخود است شده آماده حاضر، پایان�نامه�ی که الهͬ لطف پاس به اينک

سپاس�گزاری عابدی اسمعیل دكتر آقای جناب راهنمایم استاد مساعدت�های و توجه بذل بی�دريغ،

نمايم.

گرفتند، عهده به را پایان�نامه این مطالعه و مشاوره که دوست، حقیقت قربانعلͬ دكتر آقای جناب از

و فرموده زحمت قبول كه سپاسͽزارم نیز خاتمͬ چاوش رضا دكتر آقای از و دارم. را تشͺر کمال

گرفتند. برعهده را تحقيق اين داوری

کسب راه در صبوری�هایش و مهربانͬ سایه زیر توانستم که عزیزم مادر دستان بر مͬ�زنم بوسه و

راهنمایم حیاتش طول در که دلسوزم پدر روح وسعت بر مͬ�فرستم درود و بردارم قدم دانش و علم

این در کاش ای مͬ�کنم، آرزو همیشه مثل و باشد راهم بدرقه�ی دعایش امیدوارم نبودش، در و بود

باشد سپاس�گزارم، تو از که بͽویم و نکرده��ام عادت نبودنهایت به هنوز بͽویم تا بود کنارم لحظات

باشم. شما افتخار مایه روزی که

صفری محسن

١٣٩٠ مهرماه
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چͺیده

در ١ پیچشͬ دو حاصلضرب کشͬ-ریمان های زیرخمینه حاضر عصر دانان هندسه اخیراً

اندازه درباره نامساوی برخͬ و اند کرده مطرح را ٢ کاهلری همدیس موضعاً های خمینه

اند[۴]. آورده بدست را متوسط خمیدگͬ و دوم اساسͬ فرم

کشͬ-ریمان های زیرخمینه دوم اساسͬ فرم اندازه از دیͽری نامساوی نامه پایان این در

آن از پس آوریم. مͬ بدست را کاهلری همدیس موضعاً خمینه در پیچشͬ دو حاصلضرب

کنیم. مͬ بررسͬ را نامساوی این از تساوی حالت

مͬ قرار استفاده مورد بعدی های فصل در که مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف اول فصل در

است. شده آورده گیرند

آزاد تاب خطͬ التصاق ͷی و کرده معرفͬ را کاهلری همدیس موضعاً خمینه دوم فصل در

خمینه در کشͬ-ریمان های زیرخمینه همچنین کنیم. مͬ تعریف آن روی وایل) (التصاق

D پایای توزیع پذیری انتگرال شرایط و کنیم مͬ مطالعه را کاهلری همدیس موضعاً های

پذیر انتگرال D⊥ توزیع که دهیم مͬ نشان واقع در و کرده بررسͬ را D⊥ ناپایای توزیع و

است. برقرار اضافͬ شرط ͷی Dتحت پایای توزیع پذیری انتگرال و است

M کاهلری همدیس موضعاً خمینه ͷی در M کشͬ-ریمان های زیرخمینه سوم فصل در

پیچشͬ صورتحاصلضربدو به کشͬ-ریمان Mیͷزیرخمینه طوریͺه به شود مͬ مطالعه

⊥Nیͷزیرخمینه هولومرفیͷو ⊤Nیͷزیرخمینه آن در که باشد Mمͬ =f N
⊤×bN

⊥

باشند. Mمͬ کاهلری همدیس موضعاً خمینه در واقع حقیقͬ تماماً

کشͬ- زیرخمینه دوم اساسͬ فرم (نرم) اندازه از کلͬ نامساوی ͷی ابتدا چهارم فصل در

١Doubly warped product CR-submanifolds
٢Locally conformal Kahler manifold

ح



خ چͺیده

را کاهلری همدیس موضعاً خمینه Mدر =f N
⊤ ×b N

⊥ پیچشͬ دو حاصلضرب ریمان

برقرار آمده بدست نامساوی در تساوی حالت اگر دهیم مͬ نشان سپس و آوریم مͬ بدست

همدیس موضعاً خمینه در نافͬ تماماً های زیرخمینه دو هر N⊥ و N⊤ صورت این در شود

کنیم. مͬ بررسͬ آن در را نامساوی شرایط مثال ͷی ارائه با انتها در بود. خواهند کاهلری

زیرخمینه پیچشͬ، دو حاصلضرب کاهلری، همدیس موضعاً های خمینه کلیدی: های واژه

کشͬ-ریمان. های



پیشͽفتار

مثال عنوان به است. پیچشͬ فضاهای مفهوم ،ͬͺفیزی و هندسͬ نظر از مهم مفاهیم از ͬͺی

کره حاصلضربپیچشͬ استاز ریچͬصفر دارایخمیدگͬ که تختͬ غیر فضای یافتن برای

بسیاری اخیر های سال در شود. مͬ استفاده شیلد شوارتز فضای نام به اقلیدسͬ فضای در

کشͬ-ریمان های زیرخمینه زمینه در بخصوص و پیچشͬ فضاهای درباره دانان هندسه از

اند. کرده مطالعه پیچشͬ دو و پیچشͬ حاصلضرب

های زیرخمینه تعمیم که را کشͬ-ریمان های زیرخمینه مفهوم ٣ بجانکو ١٩٧٨ سال در

تعریف این از بعد کرد. معرفͬ بود هرمیتͬ تقریباً خمینه ͷی در حقیقͬ تماماً و ͷهولومرفی

آمد. وجود به زمینه این در زیادی مقالات
۴ CR-حاصلضرب را کاهلری همدیس موضعاً خمینه ͷی از کشͬ-ریمان زیرخمینه

زیرخمینه ͷی ریمانͬ حاصلضرب صورت به هرگاه گوئیم کشͬ-ریمان) (حاصلضرب

باشد. کاهلری همدیس موضعاً خمینه از حقیقͬ تماماً زیرخمینه ͷی و ͷهولومرفی

بسیاری شد. معرفͬ [۵] در ۵ چن توسط کاهلری های خمینه در CR-حاصلضرب مفهوم

ثابت دیͽری های مولف توسط نیز آن از پس ها CR-حاصلضرب روی جالب نتایج از

اند. شده

هایکاهلری خمینه در ۶ CR-حاصلضربپیچشͬ مفهوم [٨] و [٧] در سال٢٠٠١چن در

کرد. معرفͬ را

خمینه مانند دیͽری زمینه فضاهای به پیچشͬ CR-حاصلضرب و CR-حاصلضرب نظریه

٣A. Bejancu
۴ CR-product
۵ B. Y. Chen
۶ CR-warped product

د



ذ پیشͽفتار

( [١٨] ،[١٧] ) ٧ ساساکͬ های خمینه یا و
(
[۴] ،[٣]

)
کاهلری همدیس موضعاً های

. شد داده توسعه

های خمینه ساختن منظور به [١] در ٩ اونیل ٨و بیشاپ توسط ابتدا پیچشͬ حاصلضرب

مͬ را پیچشͬ حاصلضربدو خمینه حالتکلͬ در تعریفشد. منفͬ برشͬ انحنای با ریمانͬ

مقاله اندکͬ تعداد تنها طوریͺه به گرفت نظر در پیچشͬ حاصلضرب تعمیم صورت به توان

٢٠٠۴ماتسمتو سال در یافت. توان مͬ پیچشͬ دو حاصلضرب ریمانͬ های خمینه درباره

.[١۶] کرد معرفͬ را ریمانͬ یͷخمینه در پیچشͬ دو حاصلضرب های زیرخمینه مفهوم ١٠

همدیس هایموضعاً خمینه در هایکشͬ-ریمان زیرخمینه از جدیدی دسته نامه پایان این در

صورت به که کشͬ-ریمان های زیرخمینه از دسته آن یعنͬ کنیم مͬ مطالعه را کاهلری

باشند. مͬ حقیقͬ تماماً های زیرخمینه هولومرفیͷو های زیرخمینه پیچشͬ حاصلضربدو

استفاده مورد بعدی های فصل در که است شده آورده اولیه مفاهیم و تعاریف اول فصل در

گرفت. خواهند قرار

چنین در کشͬ-ریمان های زیرخمینه و کاهلری همدیس موضعاً های خمینه دوم فصل در

است. گرفته قرار مطالعه مورد هایی خمینه

M =f N
⊤ ×b N

⊥ پیچشͬ دو حاصلضرب کشͬ-ریمان های زیرخمینه سوم فصل در

است. شده مطالعه

پیچشͬ حاصلضربدو هایکشͬ-ریمان زیرخمینه برای کلͬ یͷنامساوی چهارم فصل در

است. شده بیان

٧ Sasakian manifolds
٨ Bishop
٩ O’Neill
١٠ K. Matsumoto



١ فصل

اولیه مفاهیم و تعاریف

ریمانͬ هندسه ١.١

تانسوری میدان (٠,٢)ͷی از است Mعبارت هموار خمینه روی ریمانͬ متر ͷی تعریف١.١.١.

باشد. (X ̸= ٠⇒ g(X,X) > ٠) معین مثبت و (g(X,Y ) = g(Y,X)) متقارن طوریͺه به g

فضای روی gp اسͺالر ضرب ͷیM از p نقطه هر به هموار طور به g ∈ Γ٠٢(M) دیͽر عبارت به

دهد. مͬ اختصاص Tp(M)مماس

گوئیم. ریمانͬ خمینه ͷی را g ریمانͬ متر به Mمجهز هموار خمینه .٢.١.١ تعریف

فرض و Mباشد هموار خمینه روی برداری کلاف ͷی π : E →M کنید فرض .٣.١.١ تعریف

نگاشت از عبارتست E در التصاق ͷی باشد. E هموار های برش فضای Γ(E) کنید

∇ : χ(M)× Γ(E) → Γ(E)

(X,Y ) → ∇XY

کند: مͬ صدق زیر شرایط در طوریͺه به

یعنͬ است خطͬ C∞(M) ، X به نسبت -١

∀f ∈ C∞(M) ∇fX١+X٢Y = f∇X١Y +∇X٢Y

یعنͬ است خطͬ R ، Y به نسبت -٢

∀α ∈ R ∇XαY١ + Y٢ = α∇XY١ +∇XY٢

١



٢ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

∀X,Y ∈ χ(M), ∀f ∈ C∞(M) ∇XfY = (Xf)Y + f∇XY -٣

روی التصاق ͷی از است عبارت M هموار خمینه روی ∇ آفین التصاق ͷی .۴.١.١ تعریف

یعنͬ ؛ T (M)مماس کلاف

∇ : χ(M)× χ(M) → χ(M)

(X,Y ) → ∇XY

کند. مͬ صدق التصاق (٣) و (٢) (١)و شرایط در طوریͺه به

را T (M)مماس کلاف روی ∇ التصاق باشد. هموار خمینه ͷیM کنید فرض .۵.١.١ تعریف

تاب تانسور هرگاه گوئیم آزاد تاب التصاق ͷی

T (X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ]

التصاق ͷی آزاد تاب التصاق بنابراین .[X,Y ] = ∇XY − ∇YX یعنͬ ؛ باشد صفر با متحد

است. نیز متقارن

مماس کلاف روی آزاد تاب التصاق ͷی ∇ و هموار خمینه ͷی M کنید فرض .۶.١.١ تعریف

گوئیم. آفین خمینه ͷی را ∇ آزاد تاب التصاق به Mمجهز هموار خمینه باشد. T (M)

∇ فرد به منحصر التصاق ͷی باشد. ⟨, ⟩ متر با ریمانͬ خمینه ͷیM فرضکنید تعریف٧.١.١.

طوریͺه به دارد Mوجود روی

(متقارن) [X,Y ] = ∇XY −∇YX

( متر با (سازگاری X⟨Y,Z⟩ = ⟨∇XY, Z⟩+ ⟨Y,∇XZ⟩ ∀X,Y, Z ∈ χ(M)

کوزول فرمول نام به فرمولͬ از و نامیم مͬ سیویتا لوی التصاق یا ریمانͬ التصاق را التصاق این

آید: مͬ بدست

٢⟨∇Y Z,X⟩ = Y ⟨Z,X⟩+ Z⟨X,Y ⟩ −X⟨Y,Z⟩

− ⟨Y, [Z,X]⟩+ ⟨Z, [X,Y ]⟩+ ⟨X, [Y, Z]⟩



٣ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

این در باشد. ∇ سیویتا لوی التصاق با همراه ریمانͬ خمینه ͷی M کنید فرض .٨.١.١ تعریف

شود: مͬ تعریف زیر صورت به R ریمانͬ انحنای تانسور صورت

R : χ(M)٣ → χ(M)

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y ∇XZ −∇[X,Y ]Z

خطͬ عملͽر باشد x, y ∈ TpM اگر و باشد Mمͬ روی تانسوری میدان (١,٣)ͷی R وضوح به

Rxy : TpM → TpM

z → Rxyz

کند: مͬ صدق زیر های تقارن در طوریͺه به نامیم مͬ خمیدگͬ عملͽر را

Rxy = −Ryx -١

( بیانچͬ اول (اتحاد Rxyz +Ryzx+Rzxy = ٠ -٢

مماس فضای از بعدی دو فضای زیر ͷی π و هموار خمینه ͷی M کنید فرض .٩.١.١ تعریف

انحنای صورت این در شود مͬ تولید X,Y برداری های میدان توسط π طوریͺه به باشد TpM

از: است عبارت p نقطه در π به Mنسبت برشͬ

K(X,Y ) =
g(R(X,Y )Y,X)

g(X,X)g(Y, Y )− g(X,Y )٢

است. {X,Y } های پایه انتخاب از مستقل برشͬ انحنای وضوح به

کنید فرض همچنین pباشد. ∈ M و n بعد با ریمانͬ خمینه ͷیM کنید فرض .١.١.١ تبصره

که باشد طوری صفر از ͬͽهمسای ͷیU و TpM مماس فضای از بعدی دو فضای زیر ͷی π

دهیم مͬ قرار باشد. expp(U) Uبه از دیفئومرفیسم ͷیexpp

Sπ := expp(U ∩ π)

مشخصشده برشمسطح آن به و بوده p نقطه Mشامل از ٢-بعدی زیرخمینه ͷی Sπ طوریͺه به

قرار π در آن مماس های بردار که است هایی ͷژئودزی تمام مجموعه Sπ شود. مͬ گفته π توسط

Sπنسبت رویه گاوسͬ (خمیدگͬ) انحنای همان π صفحه به نسبت برشͬ انحنای واقع در دارد.

باشد. Mمͬ از شده القا متر به



۴ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

صورت این در باشد. آن زیرخمینه ͷیM و ریمانͬ خمینه ͷیM کنید فرض .١٠.١.١ تعریف

: شود مͬ تعریف زیر صورت Mبه قائم التصاق

∇⊥ : χ(M)× χ(M)⊥ → χ(M)⊥

∇⊥
XZ = nor∇XZ X ∈ χ(M), Z ∈ χ(M)⊥

باشد. Mمͬ ریمانͬ التصاق ∇ طوریͺه به

قائم انحنای باشد. آن زیرخمینه ͷی M و ریمانͬ خمینه ͷی M کنید فرض .١١.١.١ تعریف

: از است Mعبارت خمینه Mدر خمینه زیر R⊥

R⊥ : χ(M)× χ(M)× χ(M)⊥ → χ(M)⊥

R⊥(X,Y )ξ = ∇⊥
X∇⊥

Y ξ −∇⊥
Y ∇⊥

Xξ −∇⊥
[X,Y ]ξ

زیرخمینه ͷیM و ∇باشد ریمانͬ التصاق با ریمانͬ Mیͷخمینه فرضکنید تعریف١٢.١.١.

: نگاشت صورت این در Mباشد.

h : χ(M)× χ(M) → χ(M)⊥

h(X,Y ) = nor∇XY ∀X,Y ∈ χ(M)

است. متقارن و خطͬ دو h طوریͺه به نامیم Mمͬ ( شͺل تانسور یا ) دوم اساسͬ فرم را

Aξزیرخمینه شͺل عملͽر ,M)باشد. g) خمینه از زیرخمینه ͷیM فرضکنید تعریف١٣.١.١.

مͬ M روی تانسوری میدان (١,١) ͷی M خمینه در ξ واحد قائم برداری میدان با متناظر M

: طوریͺه به باشد

g(AξX,Y ) = g(h(X,Y ), ξ)

است. متقارن و خطͬ عملͽر ͷی Aξ وضوح به

Mباشد. روی خم ͷیγ : I → M و باشد ریمانͬ خمینه ͷیM کنید فرض .١۴.١.١ تعریف

.∇γ′γ
′
= ٠ یعنͬ ؛ باشد موازی γ طول در γ′ برداری میدان هرگاه گوئیم ͷژئودزی ͷی را γ خم

.γ′′
= ٠ : باشند مͬ صفر شتاب با های خم ها ͷژئودزی ارز، طورهم به یا



۵ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

هر هرگاه Mگوئیم ͷژئودزی تماماً زیرخمینه ͷی Mرا خمینه Mدر زیرخمینه .١۵.١.١ تعریف

معادل طور به یا باشد. Mنیز ͷژئودزی ͷیM ͷژئودزی

تماماً M در M خمینه زیر باشد. M خمینه از زیرخمینه ͷی M کنید فرض .١.١.١ قضیه

باشد. صفر با متحد h دوم اساسͬ فرم اگر تنها و اگر است ͷژئودزی

میدان هر ازای به اگر تنها و اگر است ͷژئودزی Mتماماً خمینه در M زیرخمینه .١.١.١ نتیجه

. Aξ = ٠ باشیم داشته ξ قائم برداری

اگر گوئیم نافͬ pرا ∈M نقطه Mباشد. خمینه از ای Mزیرخمینه فرضکنید تعریف١.١.١۶.

طوریͺه به باشد موجود چنان z ∈ Tp(M)⊥ قائم بردار

h(v, w) = g(v, w)z ∀v, w ∈ TpM

نامیم. مͬ p نقطه در ،M قائم خمیدگͬ بردار zرا صورت این در

صورت این در باشد. Mنافͬ از نقطه هر هرگاه گوئیم نافͬ تماماً خمینه زیر ͷی Mرا زیرخمینه

که: است موجود چنان Z قائم برداری میدان

h(V,W ) = g(V,W )Z

.V,W مماس برداری های میدان تمام ازای به

معادل طور به یا نامیم. Mمͬ قائم خمیدگͬ برداری میدان Zرا برداری میدان صورت این در

در Mباشد. -بعدی (n+ p) خمینه از -بعدی n زیرخمینه ͷیM فرضکنید تعریف١٧.١.١.

a = ١, · · · , p برای هرگاه است نافͬ Mتماماً خمینه Mدر زیرخمینه صورت این

AaX = ρaX ∀X ∈ T (M)

باشد. مͬ ξa واحد قائم برداری میدان با متناظر شͺل عملͽر Aa طوریͺه به

ͷی ϕ : M → N کنید فرض و باشند هموار خمینه دو M,N کنید فرض .١٨.١.١ تعریف

تعریف زیر صورت به را ϕ∗T ∈ Γ٠s (M) آنگاه T ∈ Γ٠s (N) sو > ١ اگر باشد. هموار نگاشت

: کنیم مͬ



۶ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

p ∈M, ∀vi ∈ TpM (ϕ∗T )p(v١, · · · , vs) = Tϕp(dϕv١, . . . , dϕvs)

ͷی ϕ : M → N کنید فرض و باشند هموار خمینه دو M,N کنید فرض .١٩.١.١ تعریف

هرگاه هستند ϕ-وابسته ،N روی Y Mو Xروی هموار برداری های میدان باشد. هموار نگاشت

dϕ(Xp) = Yϕp ∀ p ∈M

gN متر با ریمانͬ خمینه ͷی N و gM متر با ریمانͬ خمینه ͷیM کنید فرض .٢٠.١.١ تعریف

دهیم مͬ قرار باشند N Mو Mبه ×N از طبیعͬ تصویر های نگاشت ترتیب به σ و π اگر باشد.

g = π∗(gM ) + σ∗(gN )

خمینه ͷیM ×N بنابراین کند. مͬ Mتعریف ×N روی متر ͷی وضوح به g صورت این در

گوئیم. ریمانͬ حاصلضرب خمینه را آن که باشد مͬ g متر با ریمانͬ

T(p,q)N و T(p,q)M زیرفضاهای مستقیم مجموع صورت به T(p,q)(M ×N) فضای .١.١.١ لم

به است x+ z صورت به فرد به منحصر نمایش دارای T(p,q)(M ×N) از عضو هر یعنͬ ؛ است

.z ∈ T(p,q)N و x ∈ T(p,q)M طوریͺه

ریمانͬ حاصلضرب Mخمینه ×N و باشند هموار خمینه M,Nدو فرضکنید تعریف٢١.١.١.

اگر باشند. N Mو Mبه ×N از طبیعͬ تصویر های نگاشت ترتیب به σ و π فرضکنید و باشد

منحصر بردار ͷی دهیم مͬ xنشان با که (p, q) به x ترفیع صورت این در q ∈ N و x ∈ Tp(M)

.dπ(x) = x طوریͺه به است T(p,q)(M) در فرد به

مقدار طوریͺه به باشد مͬ X برداری Mمیدان ×N به X ترفیع صورت این Xدر ∈ χ(M) اگر

.dπ(X(p,q)) = Xp عبارتͬ به است. (p, q) به Xp ترفیع (p, q) هر در آن

با طوریͺه به χ(Mاست ×N) از فرد به منحصر برداری میدان ͷیM ×N به X ترفیع بنابراین

باشد. مͬ σ-وابسته ،N روی صفر برداری میدان با و است وابسته -π ،X

توان مͬ ترتیب همین به دهیم. مͬ Γ(M)نشان با را X ١ افقͬ های ترفیع چنین تمام مجموعه

کرد. تعریف σ نگاشت از استفاده با را ٢ عمودی) (ترفیع N روی برداری های میدان ترفیع

١ Horizontal lifts
٢ Vertical lifts



٧ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

M روی پذیر دیفرانسیل k-فرم ͷی ω و هموار خمینه ͷی M کنید فرض .٢٢.١.١ تعریف

ͷی هرگاه گوئیم Mدقیق روی را ω نیز و باشد dω = ٠ هرگاه گوئیم Mبسته روی را ω باشد.

باشد. ω = dη طوریͺه به باشد داشته Mوجود روی η پذیر دیفرانسیل k)-فرم − ١)

است. بسته دقیق فرم هر که دهد مͬ نتیجه d ◦ d = ٠ بنابراین

به باشد موجود f ∈ C∞(M) تابع هرگاه گوئیم دقیق را M هموار خمینه روی ω ١-فرم

.ω = df طوریͺه

پوانکاره) (لم .٢.١.١ لم

صورت این در dω = ٠ طوریͺه به (k = ١) ،ω ∈ Ωk(M) و هموار خمینه ͷیM کنید فرض

است Uموجود روی α یͷ(١−k)-فرم Mو Uدر مانند ͬͽهمسای ͷی p ∈M نقطه هر ازای به

طوریͺه به

ω|U = dα

صورت این در .A ∈ Γr
s(M) و باشد هموار ریمانͬ خمینه ͷیM کنید فرض .٢٣.١.١ تعریف

شود مͬ تعریف زیر صورت به ٣ اندیس ͷی بر پایین عمل

↓ab : Γr
s(M) → Γr−١

s+١(M)

(↓ab A)(θ١, · · · , θr−١, X١, · · · , Xs+١) =

A(θ١, · · · , X∗
b , · · · , θr−١, X١, · · · , Xb−١, Xb+١, · · · , Xs+١)

بین در aام مͺان در و Xbاست برداری میدان با ارز هم ͷمتری طور به ١-فرم ،X∗
b طوریͺه به

گیرد. مͬ قرار ها ١-فرم

شود. مͬ تعریف نیز ۴ اندیس ͷی بر بالا عمل مشابه طریق به

f ∈ C∞(M) فرضکنید و باشد ⟨, ⟩ͷمتری با ریمانͬ Mیͷخمینه فرضکنید تعریف١.١.٢۴.

با ارز هم ͷمتری طور به برداری میدان صورت به f تابع گرادیان Mباشد. روی هموار تابع ͷی

: X مماس برداری میدان هر ازای به یعنͬ ؛ شود مͬ تعریف df ∈ χ∗(M)

⟨gradf,X⟩ = df(X) = Xf

٣ Lowering an index
۴ Raising an index



٨ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

باشند. M هموار خمینه روی هموار برداری های میدان W Vو کنید فرض .٢۵.١.١ تعریف

تعریف زیر صورت به که [V,W ]p : C∞(M) → R عملͽر از است عبارت W Vو لͬ براکت

شود: مͬ

[V,W ]pf = Vp(Wf)−Wp(V f).

برای یͺه متعامد پایه ͷی از است عبارت p نقطه در M خمینه روی کنج ͷی .٢۶.١.١ تعریف

متعامد دو به دو برداری میدان تا nصورت این در باشد n-بعدی ،M اگر .Tp(M)مماس فضای

مͬ اختصاص کنج ͷی خمینه از نقطه هر به که نامیم مͬ کنجͬ میدان ͷی را E١, · · · , En یͺه

دهد.

در Mباشد. +n)-بعدی p) خمینه از بعدی -n زیرخمینه ͷیM کنید فرض .٢٧.١.١ تعریف

شود: مͬ تعریف زیر صورت Mبه خمینه زیر ، H متوسط خمیدگͬ برداری میدان صورت این

H = ١
n

∑n
i=١ h(ei, ei)

باشد. مͬ p نقطه Mدر روی کنج ͷی e١, · · · , en طوریͺه به

Mگوئیم. زیرخمینه متوسط خمیدگͬ Hرا متوسط خمیدگͬ برداری میدان ، |H|اندازه

Aa و M به یͺه متعامد قائم برداری های میدان ξa ،a = ١, · · · , p برای اگر معادل طور به

زیر صورت به H متوسط خمیدگͬ برداری میدان صورت این در باشد ξa با متناظر شͺل عملͽر

شود: مͬ

H = ١
n

∑p
a=١(traceAa)ξa

متوسط خمیدگͬ برداری میدان هرگاه Mگوئیم مینیمال نقطه را x ∈ M نقطه .٢٨.١.١ تعریف

M صورت این در باشد صفر با Mمتحد روی H اگر باشد. صفر با متحد x ∈ M نقطه در H

نامیم. مͬ مینیمال زیرخمینه ͷی را

ریمانͬ متر دو g و g کنید فرض نیز و باشد هموار خمینه ͷی M کنید فرض .٢٩.١.١ تعریف

باشد داشته وجود µ :M → Rمثبت تابع هرگاه گوئیم همدیس را g و g متر دو Mباشند. روی

باشیم: داشته Y و X مماس برداری میدان دو هر ازای به طوریͺه به



٩ اولیه مفاهیم و تعاریف .١ فصل

g(X,Y ) = µg(X,Y )

داریم: صورت این در باشند. g gو های متر با متناظر ریمانͬ های التصاق ∇ و ∇ کنید فرض

∇XY = ∇XY + S(X,Y )

طوریͺه به

S(X,Y ) =
١
٢µ

{
(Xµ)Y + (Y µ)X − g(X,Y )gradµ

}
.

gNباشند. gMو مترهای تانسور ترتیببا به ریمانͬ های Nخمینه Mو فرضکنید تعریف٣٠.١.١.

؛ است متر حافظ طوریͺه به باشد مͬ ϕ :M → N دیفئومرفیسم ͷی N Mبه از ایزومتری ͷی

یعنͬ

ϕ∗(gN ) = gM .

بندی برگ و انتگرالͬ های خمینه ٢.١

روی هموار برداری میدان ͷی V کنید فرض و هموار خمینه ͷیM کنید فرض .١.٢.١ تعریف

بازه روی شده تعریف γ : I →M هموار خم ͷی از است عبارت V انتگرالͬ خم ͷی Mباشد.

طوریͺه Iبه ⊂ R باز

t ∈ I هر ازای به γ
′
(t) = Vγ(t)

است. نقطه آن Vدر مقدار با مساوی نقطه هر در γ به مماس بردار دیͽر عبارت به

روی D k-بعدی توزیع صورت این در باشد. هموار خمینه ͷی M کنید فرض .٢.٢.١ تعریف

Dpاز k-بعدی فضای زیر ͷی p ∈ M نقطه هر به که D نگاشت ͷی از است Mعبارت خمینه

دهد. مͬ نسبت را (p نقطه Mدر بر مماس (فضای Tp(M)

برداریمستقلخطͬ میدان k Uبا ͬͽهمسایͷی p ∈M ازایهر به چنانچه گوئیم پذیر مشتق Dرا

ͷی{X١q, · · · , Xkq} q ∈ U هر ازای به طوریͺه به باشد داشته وجود ، U روی X١, · · · , Xk

باشد. Dq برای پایه

انتگرال خمینه ͷی را M صورت این در باشد M خمینه از زیرخمینه ͷی M کنید فرض حال

p ∈M هر ازای به هرگاه گوئیم ( انتگرالͬ خمینه ) D توزیع


