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١ فصل

باناخ های جبر

اساسͬ�ترین و اولین ساختارها شناختاین لذا گردیده�است، استوار باناخ جبرهای بر پایان�نامه این شالوده آنجایی�که از

پایان�نامه این سرتاسر در مͬ�پردازیم. باناخ جبرهای معرفͬ به فصل این در بنابراین مͬ�باشد. کار شروع برای نیاز

از برگرفته فصل این مطالب اکثر همچنین مͬ�باشد. حقیقͬ اعداد میدان R و مختلط، اعداد میدان نشان�دهنده C

مراجع از غیر مراجع تنها و نموده�ایم خودداری آنها ذکر از متن، در تکرار از اجتناب برای لذا مͬ�باشد. [١٣ ،١٠]

منابع به دسترسͬ در سهولت برای دانسته�ایم، لازم که موارد برخͬ در و گردیده ذکر فصل این متن در فوق�الذکر

شده. داده ارجاع زیرنویس از استفاده با خواننده

باناخ های جبر معرفͬ ١.١

دوتایی یͷعمل با همراه Fاست، میدان روی (A, +) مانند Fفضایی�برداری میدان روی یͷجبر تعریف١.١.١.

برای همچنین باشد، جمع به نسبت توزیع�پذیری قوانین دارای و بوده نیم�گروه (A, .) به�طوری�که ضرب� نام به (.)

داشته�باشیم: a, b ∈ A،α ∈ F هر

α(a.b) = (αa)b = a(αb)

١



باشد. آبلͬ (A, .) اگر است جابجایی A جبر

داشته�باشیم: x ∈ A هر برای به�طوری�که باشد ١ مانند عنصری شامل اگر مͬ�شود نامیده (یͺدار) یͺانͬ A جبر

١.x = x.١ = x

موجود x−١ ∈ A هرگاه گویند وارون�پذیر را x ∈ A عنصر آنگاه باشد. یͺانͬ جبر ͷی A اگر .٢.١.١ تعریف

به�طوری�که: باشد

x.x−١ = x−١.x = ١

مͬ�شود. وارون�ناپذیرنامیده نباشد، وارون�پذیر که عنصری

باشد. وارون�پذیر آن ناصفر عنصر هر و بوده یͺانͬ اگر مͬ�نامند بخشͬ جبر ͷرای A جبر

پس این از مͬ�شود. نامیده مختلط جبر ͷی یا حقیقͬ جبر ͷی Aبه�ترتیب جبر F = C یا F = R اگر .١.١ تذکر

فرضشود. خلافش اینکه مͽر مͬ�شود گرفته نظر در یͺانͬ مختلط جبر ͷی همواره A جبر

نتیجه ab = o رابطه تساوی از a, b ∈ A برای و A ̸= o اگر مͬ�نامند، دامنه ͷی را A جبر .٣.١.١ تعریف

مͬ�شود. نامیده دامنه�صحیح ͷی باشد هم دامنه جابجایی جبر ͷی اگر .b = o یا a = o بͽیریم

همچنین مͬ�کنیم. برخورد آنها به پایان�نامه این از مواردی در که چرا شد، خواهیم آشنا زیرجبرها با مرحله این در

داد. قرار استفاده مورد را آنها خود مطالعات در و کرده تولید جدیدی جبرهای مͬ�توان زیرجبر شناخت با

A روی جبری اعمال به نسبت B اگر نامند مͬ آن از جبر زیر ͷی را A جبر از B مجموعه زیر .۴.١.١ تعریف

باشد. بسته

آنگاه: باشد. F میدان روی خطͬ فضای ͷی E اگر .۵.١.١ تعریف

کنیم. مͬ استفاده E• از E\{o}نمایش برای آ)

مͬ�کنیم: تعریف آنگاه باشد E از غیرتهͬ زیرمجموعه ͷی S ب)اگر

FS = {αx : α ∈ F, x ∈ S}

٢



مͬ�نماییم. استفاده Fx از F{x}نمایش برای همچنین

از: عبارت�است S توسط خطͬ تولیدشده مجموعه آنگاه باشد. E از زیرمجموعه�ای S )اگر پ

linS = linFS = {
n∑

i=١

αixi : α١, α٢, ..., αn ∈ F, x١, ..., xn ∈ S, n ∈ N}

تعریف چنین را S -تایی n دکارتͬ حاصل�ضرب آنگاه باشد S ⊆ A و جبر ͷی A کنید فرض .۶.١.١ تعریف

مͬ�کنیم:

S[n] = {a١...an: ai ∈ S, i = ١, ..., n}

داریم: همچنین

Sn = linS [n]

باشد. S[٢] ⊆ S هرگاه مͬ�نامند ضربی را S مجموعه

است. ضربی مجموعه ͷی R آنگاه S = R و A = C کنیم فرض اگر .١.١.١ مثال

تولید زیرجبر که است، A از زیرجبر ͷی S شامل زیرجبرهای تمام اشتراک آنگاه باشد. S ⊆ A اگر .٢.١ تذکر

آ. مͬ�شودآ داده نمایش algS نماد با به�اختصار یا algAS نماد با �و مͬ�شود نامیده S توسط شده

نیز B در A جبر همانͬ عنصر هرگاه مͬ�نامند. یͺانͬ زیرجبر ͷی را A یͺانͬ جبر از B زیرجبر .٧.١.١ تعریف

باشد. قرارداشته

گوییم، وارون-بسته را A از B یͺانͬ جبر زیر ͷی دهیم نمایش GA با را A وارون�پذیر عناصر تمام اگرمجموعه

باشد: برقرار زیر رابطه اگر

B ∩ GA = GB

زیر: مجموعه آنگاه باشد. A یͺانͬ جابجایی جبر ͷی از یͺانͬ زیرجبر ͷی B کنید فرض .٨.١.١ تعریف

B = {bc−١ : b ∈ B, c ∈ B ∩ GA}

را زیرجبر این مͬ�شود. نامیده B شامل A وارون-بسته زیرجبر کوچͺترین که است A از یͺانͬ زیرجبر ͷی

نامند. مͬ A در B بستار-وارون

٣



مورد جبر از زیرمجموعه�هایی خاصیت این وجود عدم درصورت جبرهاست، در خواصمهم از ͬͺی جابجایی

بر علاوه که مفید زیرمجموعه�ایست جبر هر مرکز خواهندگرفت. قرار مدنظر هستند خاصیت این دارای نظرکه

نمایید. ملاحظه زیر در را جبر مرکز تعریف هست. نیز دیͽری مهم خواص دارای جابجایی خاصیت

یعنͬ: مͬ�شوند جابجا آن عناصر تمام با که است A جبر از اعضایی مجموعه Z(A) یا A مرکز .٩.١.١ تعریف

Z(A) = {x ∈ A|y ∈ Axy = yx}

است. یͺه عضو شامل و A از جابجایی بسته زیرجبر ͷی Z(A) همچنین و

یعنͬ: بͽیریم نظر در F میدان از درآیه�هایی با n × n ماتریس�های تمام جبر را A اگر .٢.١.١ مثال

A = Mn(F)

داشت: خواهیم آنگاه

Z(A) = FEn

است. Mn(F) همانͬ ماتریس En که

داشته�باشیم n ∈ Nͷبرایی اگر مͬ�نامند پوچ�توان را a ∈ A آنگاه باشد. Aیͷجبر فرضکنید تعریف١٠.١.١.

باشد. پوچ�توان s ∈ S هر اگر پوچ�گویند مجموعه ͷی را S ⊆ A همچنین .an = o

پوچ�توان عناصر مجموعه .S[n] = {o} داشته�باشیم n ∈ N ͷی برای هرگاه گوییم پوچ�توان را S ⊆ A مجموعه

و an = o به�طوری�که است n ∈ N کوچͺترین a ∈ A پوچ�توان عنصر اندیس مͬ�دهیم. نمایش N(A) با را A

باشد. S[n] = {o} آن به�ازای که است n ∈ N کوچͺترین نیز S پوچ�توان مجموعه اندیس

داشته اینکه مͽر a + b, ab ∈ N(A) که گفت نمͬ�توان کلͬ حالت در باشند. a, b ∈ N(A) اگر .٣.١ توجه

باشیم:

ab = ba

مجموعه باشد. a٢ = a هرگاه گویند خودتوان را a ∈ A آنگاه باشد. جبر ͷی A کنید فرض .١١.١.١ تعریف

نامیده مرکزی خودتوان ͷی Z(A) در خودتوان ͷی همچنین مͬ�دهیم. نمایش J(A) با را A خودتوان عناصر

مͬ�شود.

۴



است. A از pAp زیرجبر همانͬ عضو p آنگاه p ∈ J(A) و جبر ͷی A کنید فرض .۴.١ تذکر

کنیم. معرفͬ را آنان از مفیدی خواص و نموده حرکت باناخ جبرهای تعریف سمت به که آماده�ایم اکنون

داشته�باشیم: x, y ∈ A هر برای و بوده نرم�دار یͷفضای�برداری هرگاه نامند مͬ نرم�دار Aرا جبر تعریف١٢.١.١.

∥ xy ∥6∥ x ∥∥ y ∥

چنان�که: داشته�باشد eA مانند همانͬ ͷاگری است یͺانͬ A نرم�دار جبر

∥eA∥ = ١

است. پیوسته تابعͬ نرم�دار جبر ͷی در ضرب که مͬ�دهد نشان فوق تعریف .۵.١ تذکر

دراین�صورت باشد. yn −→ yo و xn −→ xo به�طوری�که Aباشند در دنباله�هایی (yn) و (xn) فرضاینکه با زیرا

زیر: رابطه از

∥xnyn − xoyo∥ 6 ∥yo∥∥xn − xo∥ + ∥xn∥∥yn − yo∥

شد: خواهد نتیجه

xnyn −→ xoyo

است. پیوسته ضرب عمل بنابراین

یعنͬ باشد، کامل خود نرم تحت و بوده نرم�دار جبر ͷی هرگاه مͬ�نامند باناخ جبر ͷی Aرا جبر .١٣.١.١ تعریف

باشد. A از عضوی به همͽرا مذکور نرم تحت آن در کوشͬ دنباله هر

را آن مͬ�توانیم باشد. غیریͺانͬ باناخ جبر ͷی A اگر بنابراین است، اساسͬ ما بحث در همانͬ وجود .۶.١ توجه

بنشانیم. یͺانͬ باناخ جبر ͷی در

مͬ�کنیم: تعریف چنین را A♭ آنگاه باشد. F میدان روی جبر ͷی A کنید فرض .١۴.١.١ تعریف

A♭ = F ×A = {(α, a) : α ∈ F, a ∈ A}

۵



زیر: ضرب با همراه که

(α, a)(β, b) = (α, αb + βa + ab) (α, β ∈ F), (a, b ∈ A)

یͺانͬ غیر A اگر است A♯ = A♭ و یͺانͬ، A اگر A♯ = A مͬ�کنیم تعریف همچنین است. خطͬ فضای ͷی

باشد.

نظر در A♭ از زیرجبر ͷی همانند را A ما است. (١, o) آن همانͬ وعنصر است F روی یͺانͬ جبر ͷی A♭

با A♯ جبر است. متفاوت A از eA همانͬ با (١, o) عنصر آنگاه باشد یͺانͬ A اگر داشته�باشید توجه مͬ�گیریم.

گرفته�است. شͺل A به همانͬ ͷی الحاق

مͬ�کنیم. بیان ، ساختار این با خواننده مقدماتͬ آشنایی برای را باناخ جبرهای از مثال چند حال

ͷی عنوان به R خود روی قدرمطلق نرم با و معمولͬ ضرب و جمع با R حقیقͬ اعداد مجموعه .٣.١.١ مثال

باناخ جبر ͷی R میدان روی اقلیدسͬ نرم با C مختلط اعداد مجموعه همچنین است. باناخ جبر ͷی ؛ میدان

است.

یعنͬ: عملͽری نرم با را B(X) یعنͬ X نرم�دار فضای روی کراندار عملͽرهای�خطͬ فضای .۴.١.١ مثال

∥T∥ = sup{∥Tx∥ : ∥x∥ 6 ١}

همانͬ با مختلط جبر ͷی B(X) نشان�داد مͬ�توان باشد. عملͽرها ترکیب آن روی ضرب چنانچه بͽیرید. نظر در

آنگاه: باشند. T, S ∈ B(X) اگر طرفͬ .از است همانͬ) (عملͽر I

∥TS∥ 6 ∥T∥∥S∥

یعنͬ اینصورت غیر در زیرا .dimX = ١ که حالتͬ در مͽر است غیرجابجایی باناخ جبر ͷی B(X) بنابراین

داد نمایش n × n ماتریس ͷی توسط مͬ�توان را T ∈ B(X) هر آنگاه باشد، n > ٢ و dimX = n هنگامͬ�که

نیست. جابجایی خاصیت دارای ماتریس�ها ضرب دانیم مͬ بوضوح که

ومدول�ها ایده�آل�ها ٢.١

ͷی و A.I ⊂ I اگر است چپ آل ایده ͷی A از I خطͬ زیرفضای ͷباشد.ی جبر ͷی A اگر .١.٢.١ تعریف

باشد، چپ ایده�آل هم و راست ایده�آل هم اگر مͬ�نامیم آل ایده ͷی را I باشد. I.A ⊂ I اگر است راست آل ایده

۶



داشته�باشیم: یعنͬ

A.I + I.A ⊂ I.

است. A♭ از ایده�آل ͷی A مثال عنوان به

مͬ�گیریم. نظر در دوطرفه را ایده�آل�ها همواره پس این از .٧.١ توجه

نامیده سره ایده�آل ͷی A از I ایده�آل همچنین مͬ�شوند. نامیده A بدیهͬ ایده�آل�های {o} و A .٢.٢.١ تعریف

باشد. I ̸= A اگر مͬ�شود

نباشد. دیͽری سره ایده�آل هیچ در مشمول اگر مͬ�شود نامیده ماکسیمال A جبر از I سره ایده�آل .٣.٢.١ تعریف

باشد، J ⊆ I که J مانند غیربدیهͬ ایده�آل هر برای هرگاه گویند مینیمال را A جبر از I ایده�آل .۴.٢.١ تعریف

خانواده عضو کوچͺترین ،A جبر از مینیمال ایده�آل ͷی دیͽر به�عبارت باشد. J = I یا J = o داشته�باشیم

است. جبر آن غیرصفر ایده�آل�های

مهم خواص بعضͬ و تعریف دارند چͽالͬ قضایای بخش در که کاربردی و مدول�ها اهمیت به توجه با اکنون

مͬ�نماییم. تعریف را دوخطͬ نگاشت ابتدا در اما مͬ�کنیم. ارائه را آن

B : نگاشت آنگاه باشند. F مانند یͺسان میدان ͷی روی برداری فضاهای X و V,W اگر .۵.٢.١ تعریف

نگاشت w ∈ W هر برای اگر مͬ�شود نامیده دوخطͬ نگاشت ͷی (v, w) 7→ B(v, w) که V × W −→ X

باشد. خطͬ w 7→ B(v, w) نگاشت نیز v ∈ V هر برای مشابه به�طور و باشد خطͬ v 7→ B(v, w)

چنان�که: مͬ�شوند تعریف E به A× E از ما بحث در موجود دوخطͬ نگاشتهای

(a, x) 7→ ax (a ∈ A, x ∈ E)

هر برای به�طوری�که داشته�باشد وجود k ثابت اگر است. -مدول A ͷی E و جبر ͷی A حالت این در همچنین

داشته�باشیم: a ∈ A هر و x ∈ E

∥ax∥ 6 k∥a∥∥x∥

مͬ�توان موجود نرم با معادل E روی مناسب نرم انتخاب با همچنین است. پیوسته مذکور دوخطͬ نگاشت گوییم

داد. قرار ١ برابر را K
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نامیده چپ -مدول A باناخ ͷی E آنگاه باشد، باناخ فضای ͷی E و باناخ جبر ͷی A اگر .۶.٢.١ تعریف

به�طوری�که: داشته�باشد وجود E به A× E از (a, x) 7→ ax مانند پیوسته خطͬ دو نگاشت ͷی اگر مͬ�شود

a١(a٢x) = (a١a٢)x (a١, a٢ ∈ A), (x ∈ E)

کرد. تعریف هم را راست -مدول A باناخ مͬ�توان مشابه طریق به

مͬ�نماییم. استفاده -مدول A لفظ از به�اختصار -مدول A باناخ به�جای راحتͬ برای پس این از .٨.١ تذکر

راست -مدول A هم و چپ -مدول A هم هرگاه شود مͬ نامیده -دومدول A ͷی E فضای .٧.٢.١ تعریف

داشته�باشیم: همچنین و باشد

a(xb) = (ax)b (a, b ∈ A, x ∈ E)

باشد. A.F ⊂ F اگر است E از مدولͬ زیر E -مدول A از F خطͬ زیرفضای ͷی .٨.٢.١ تعریف

است. E از مدول زیر ͷی A.x = Ax ، x ∈ E هر برای آنگاه باشد. -مدول Aͷی E اگر .١.٢.١ مثال

A.E ̸= اگر گویند، غیربدیهͬ را E باشد.آنگاه چپ یAͷ-مدول E و جبر ͷیA فرضکنید تعریف٩.٢.١.

باشند. E و {o} آن زیرمدول�های تنها اگر مͬ�نامند، ساده را E غیربدیهͬ چپ -مدول A همچنین باشد. {o}

باشد موجود u ∈ A اگر مͬ�نامیم A از هنگͬ چپ ایده�آل ͷی را A جبر از I چپ سره ایده�آل .١٠.٢.١ تعریف

چنان�که:

A(eA − u) ⊆ I

مͬ�نامند. I برای هنگͬ راست همانͬ ͷی را u این�صورت در و

به�طوری�که: باشد موجود u ∈ A اگر مͬ�شود نامیده هنگͬ A جبر از I سره ایده�آل همچنین

A(eA − u) + (eA − u)A ⊆ I

A٢ ⊂ M یا است هنگͬ M یا آنگاه باشد. A جابجایی جبر در ماکسیمال ایده�آل ͷی M اگر .١.٢.١ گزاره

است.
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F به E از خطͬ نگاشت�های مجموعه آنگاه باشند. F میدان روی برداری فضاهای F و E اگر .١١.٢.١ تعریف

برد. خواهیم به�کار L(E, E) برای را L(E) نماد مͬ�دهیم. نمایش L(E, F ) با را

dimT (E) اگر است متناهͬ�رتبه و بوده، dimT (E) = ١ اگر است. ١ رتبه دارای T ∈ L(E,F ) خطͬ عملͽر

باشد. متناهͬ

متناهͬ�رتبه عملͽرهای مجموعه است. رتبه١ با عملͽرهای از متناهͬ تعداد حاصل�جمع متناهͬ�رتبه عملͽر هر

FL(E) با را L(E) رتبه متناهͬ عملͽرهای مجموعه همچنین و داده نمایش FL(E, F ) با را L(E, F )

مͬ�دهیم. نمایش

L(E)× از (T, x) −→ Txنگاشت Eبرای آنگاه باشد. غیرصفر فضای�خطͬ ͷیE فرضکنید .٢.٢.١ مثال

مͬ�باشد. ساده چپ -مدول L(E) است؛ اولیه جبر ͷی L(E) که E به E

اولیه ایده�آل {o} است،پس L(E) از غیرصفر سره ایده�آل ͷی FL(E) است بعد نامتناهͬ E که حالتͬ در

نیست. ماکسیمال

راست و چپ پوچ�سازهای آنگاه باشد. چپ(راست) EیAͷ-مدول و Aیͷجبر فرضکنید تعریف١٢.٢.١.

مͬ�نماییم: تعریف چنین را S ⊆ E

S⊥ = {a ∈ A : a.S = o} S⊤ = {a ∈ A : S.a = o}

خواهیم�برد. به�کار {x}⊥ نمایش برای را x⊥ نماد اغلب همچنین

داریم: آنگاه xo ∈ E• و باشد ساده چپ -مدول Aͷی E و جبر ͷی A کنید فرض ١ .٢.٢.١ گزاره

A.xo = E -١

است. A در ماکسیمال هنگͬ چپ ایده�آل ͷی xo
⊥ -٢

فرض A.xحال = E A.xیا = o بنابراین و Eاست از زیرمدول ͷیA.x آنگاه x ∈ E ١-فرضکنید اثبات.

بنابراین و A.E ̸= o زیرا F ̸= E که است E از زیرمدول ͷی F آنگاه F = {x ∈ E : A.x = o} کنیم

.F = o

A.xo = E بنابراین xo /∈ F که مͬ�دانیم

[١٣]١.۴.٢٩ ١صفحه۶١گزاره
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u ∈ A عنصر بنابر(١) اما است. ماکسیمال چپ ایده�آل ͷی xo
⊥ بنابراین است. ساده مدول ͷی E ٢-چون

ͷی u به�وضوح A(eA−u)پس ⊂ xo
⊥ درنتیجه A(eA−u)xoو = o لذا u.xo = xo چنان�که است موجود

است. برقرار حͺم یعنͬ است. xo
⊥ برای راست هنگͬ همانͬ

است. L(E) از مینیمال ایده�آل ͷی ٢ FL(E) آنگاه باشد. غیرصفر خطͬ فضای ͷی E اگر .٣.٢.١ مثال

Mu اینکه Muیا = o یا آنگاه باشد. u ∈ A و Aبوده در مینیمال چپ ایده�آل ͷیM فرضکنید ٣ .٣.٢.١ لم

است. A از چپ مینیمال ایده�آل ͷی

باشد. یͺانͬ جبر ͷی A
I
اگروتنهااگر است هنگͬ A جبر از I سره ایده�آل ͷی .٩.١ تذکر

زیرا نیست. شبه-وارون�پذیر u آنگاه باشد. I هنگͬ چپ ایده�آل برای هنگͬ راست همانͬ ͷی u اگر .١٠.١ توجه

پس a + u − au = o بنابراین a ⋄ u = o چنان�که است موجود a ∈ A پس نباشد چنین کنیم فرض اگر

خواهیم�داشت:

u = −(a − au) ∈ I

است. I بودن سره با متناقض که A ⊆ I نتیجه در

به�طوری�که باشد، A جبر از خطͬ زیرفضای ͷی I اگر .١٣.٢.١ تعریف

AI = IA = o

مͬ�شود. نامیده A پوچساز ایده�آل که است A از ایده�آل ͷی I آنگاه

lin(
∪

Iν) و
∩

Iν آنگاه باشد. A جبر ͷی در چپ ایده�آل�های از خانواده ͷی {Iν} کنید فرض .۴.٢.١ مثال

هستند. Aچپ ایده�آل�های

در خودتوان هر و p٢ = p اگر نامند مͬ خودتوان را p ∈ A آنگاه باشد، یAͷجبر فرضکنید تعریف٢.١.١۴.

داریم: و مͬ�دهند نمایش J(A) با را A خودتوان�های مجموعه مͬ�شود. نامیده مرکزی خودتوان ͷی Z(A)

E(A) = linJ(A)

[١٣] قسمت۵ مثال١.٣.٧ ٢صفحه٣٠

[١٠] لم٧ ٣صفحه١۵۵
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آنگاه: n ∈ N و باشند A در ایده�آل�هایی J و I اگر .۴.٢.١ گزاره

هستند. A در ایده�آل�هایی In و IJ و I + J -١

.pIp = I ∩ pAp به�وضوح آنگاه p ∈ J(A) ٢-اگر

را (٢) اثبات کافیست بنابراین مͬ�دهیم. ارجاع [٣٠] از ٢.۶ قضیه به را خواننده (١) اثبات یافتن جهت اثبات.

است. برقرار pIp ⊆ I ∩ pAp به�وضوح p٢ = p خواهیم�داشت بنابراین p ∈ J(A) کنید فرض کنیم. ارائه

خواهیم ولذا x = pap چنان�که است، موجود a ∈ A بنابراین x ∈ pAp پس x ∈ I ∩ pAp کنیم فرض حال

داشت:

x = pap

= p٢ap٢

= p(pap)p

که است معنͬ بدان این و p(pap)p ∈ pIp بنابراین pap ∈ I لذا pap = x ∈ I ∩ pAp فرض طبق اما

است. برقرار حͺم و I ∩ pAp ⊆ pIp نتیجه در x ∈ pIp

آنگاه: باشد A از سره ایده�آل ͷی I ⊂ A و باشد جابجایی و یͺانͬ باناخ جبر ͷی A کنید فرض .۵.٢.١ گزاره

نیست. وارون�پذیری عنصر هیچ شامل I-١

است. A از سره ایده�آل ͷی Ī-٢

دارد. قرار ماکسیمال آل ایده ͷی در I-٣

است. بسته I آنگاه باشد ماکسیمال آل ایده ͷی I ۴-اگر

از دل�خواهͬ عنصر a اگر است. موجود b ∈ I مانند وارون�پذیری عنصر پس نباشد چنین کنیم ١-فرض اثبات.

داشت: خواهیم باشد A

a = a(b−١b)

= (ab−١)b ∈ I
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وحͺم باطل فرضخلف لذا مͬ�باشد I بودن سره با متناقض امر این که I = A بنابراین است. ab−١ ∈ A چون

است. برقرار

این از غیر اگر زیرا I ∩ GA = ∅ داریم A از I سره ایده�آل هر برای پس است، یͺانͬ باناخ جبر ͷی A ٢-چون

که I = A لذا b = ba−١a ∈ I داریم b ∈ A هر برای پس است. موجود a ∈ I ∩ GA مانند عنصری باشد،

ایده�آل ͷی بازهم Ī بنابراین است. باز A در GA داریم [١] از ٢.١.۵ لم طبق اما است. تناقض در I بودن سره با

بود. خواهد A از سره

لم از استفاده با لذا Aاست، از سره ایده�آل ͷی Aبازهم در سره ایده�آل�های از افزایشͬ زنجیر هر اجتماع ٣-چون

است. برقرار به�وضوح حͺم زرن

بود. خواهد برقرار حͺم (٢) رابطه به توجه با باشد، A در ماکسیمال ایده�آل ͷی I ۴-اگر

تعریفمͬ�کنیم: چنین را I خارج�قسمت آنگاه Aباشد. یͷجبر از چپ ایده�آل ͷی I فرضکنید تعریف٢.١.١۵.

I : A = {a ∈ A : aA ⊂ I}

مͬ�نامیم. اولیه ایده�آل ͷی را ماکسیمال هنگͬ چپ ایده�آل ͷی خارج�قسمت

Eداشته�باشیم براییAͷ-مدولچپتحویل�ناپذیر اگر چپاست. Aاولیه از I طرفه دو ایده�آل تعریف٢.١.١۶.

باشد. آن اولیه ایده�آل ͷی {o} اگر گوییم اولیه را A جبر .I = {a ∈ A : a.E = {o}}

ایده�آل ͷی خارج�قسمت است. A در ایده�آل ͷی I چپ ایده�آل ͷی از I : A خارج�قسمت هر ۴ .۶.٢.١ گزاره

است. ماکسیمال دارند؛ قرار I در که A ایده�آل�های مجموعه در هنگͬ چپ

نیست. اولیه ایده�آل ͷی خود A جبر .١١.١ تذکر

معادلند. هم با زیر شرایط باشد.آنگاه A جابجایی جبر ͷی در ایده�آل ͷی I کنید فرض ۵ .٧.٢.١ گزاره

است. اولیه آل ایده ͷی I-١

است. ماکسیمال هنگͬ آل ایده ͷی I-٢

است. میدان ͷی A
I
-٣

تعریف٣٣.۴.١[١٣] ۴صفحه۶٢ذیل

گزاره٣۶.۴.١[١٣] ۵صفحه۶٣
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هم با زیر شرایط آنگاه باشد A در سره ایده�آل ͷی I اگر که مͬ�شود نتیجه قبل گزاره ١ قسمت از .٨.٢.١ نتیجه

: معادلند

است. اولیه ایده�آل ͷی I -١

است. اولیه جبر ͷی A
I
-٢

.I = E⊥ بطوریͺه دارد وجود E ساده چپ -مدول A-٣

خودریختͬ�ها و مشتق�ها ٣.١

جبرهای روی مشتق�ها معرفͬ بر علاوه تا دهیم توسعه آنها مشتقاتروی به را جبرها نظریه خواهیم بخشمͬ این در

های�باناخ جبر روی تعمیم�یافته مشتق و تعمیم�یافته درونͬ،مشتق�درونͬ مشتق مانند آنان از خاصͬ انواع به�ویژه باناخ،

این�رو از نماید، کسب را مطلب به ورود برای اولیه ابزار تا قراردهیم خواننده اختیار در را آنها از مفیدی خواصͬ

پردازیم. مͬ تعاریف ارائه به ابتدا در

: آنگاه باشند C روی جبرهایی B و A کنید فرض .١.٣.١ تعریف

که: باشد مختلط خطͬ نگاشت ͷی اگر است همریختͬ φ : A −→ B-١

φ(a١a٢) = φ(a١)φ(a٢) (a١, a٢ ∈ A)

باشیم: داشته هرگاه گویند پادهمریختͬ ͷی را φ : A −→ B-٢

φ(a١a٢) = φ(a٢)φ(a١) (a١, a٢ ∈ A)

مشتق ͷی δ : A −→ E خطͬ نگاشت باشد. یAͷ-دومدول E و بوده جبرباناخ ͷیA اگر .٢.٣.١ تعریف

رابطه: a, b ∈ A برای اگر است

δ(ab) = aδ(b) + δ(a)b

مͬ داده نمایش Z(A, E) با است، L(A, E) خطͬ زیرفضای ͷی که مشتق�ها این تمام مجموعه برقرارباشد.

شود.

کنیم. مͬ تعریف خودش روی به A جبرباناخ ͷی از را مشتق�ها ما پس ازاین .١٢.١ توجه
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مͬ�باشد. خودش به�توی A از یͺریختͬ ͷی A جبر ͷی روی خودریختͬ ͷی .٣.٣.١ تعریف

خودش به�توی A از نگاشت ͷی αc قراردهیم اگر باشد. c ∈ GA و یͺانͬ جبر ͷی A کنید فرض .١.٣.١ مثال

که: ضابطه این با باشد

αc(a) = c−١ac (a ∈ A)

است. A روی خودریختͬ ͷی به�وضوح αc آنگاه

است. αc به�فرم خودریختͬ ͷی c ∈ GA برای A روی داخلͬ خودریختͬ ͷی

جبر ͷیA اگر به�ویژه بود. خواهد αc = I آنگاه داشته�باشد. Aقرار مرکز در c اگر که است روشن .١٣.١ تذکر

چنان�که باشد یͺانͬ جبر ͷی A اگر برعکس، خواهدبود. آن روی داخلͬ خودریختͬ تنها I آنگاه باشد، جابجایی

است. جابجایی جبر ͷی A آنگاه باشد. I آن داخلͬ خودریختͬ تنها

قبل مثال طبق آنگاه باشد، آن از وارون�پذیر عنصر ͷی c و بوده A داخلͬ خودریختͬ تنها I همانͬ نگاشت اگر

هر پس است، c ∈ Z(A) بنابراین خواهدبود αc = I فرض طبق همچنین است. A از داخلͬ خوریختͬ ͷی αc

جبر ͷی از عنصر هر مͬ�دانیم باناخ جبرهای اساسͬ قضیه طبق ازطرفͬ دارد. قرار آن مرکز Aدر وارون�پذیر عنصر

است. جابجایی A جبر لذا نوشت. وارون�پذیرش عناصر از خطͬ ترکیب صورت به مͬ�توان را باناخ

پیوسته خودریختͬ ͷی exp d آنگاه باشد. A باناخ جبر ͷی روی پیوسته مشتق ͷی d کنید فرض .١.٣.١ گزاره

است. A روی

شده: تعریف چنین exp d که نمایید توجه .١۴.١ توجه

exp d(a) =
∞∑

n=o

١
n!

dna

دهیم: قرارمͬ a ∈ A هر برای x ∈ E و باشد -دومدول Aͷی E و جبرباناخ ͷی A اگر .٢.٣.١ مثال

δx(a) = ax − xa
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خواهیم�داشت: a, b ∈ A هر برای پس

δx(ab) = (ab)x − x(ab)

= (ab)x − a(xb) + a(xb) − x(ab)

= a(bx − xb) + (ax − xa)b

= aδx(b) + δx(a)b

است. مشتق ͷی δx بنابراین

مͬ�شوند. نامیده x توسط شده مهیا مشتق�درونͬ(داخلͬ) شوند، تعریفمͬ فوق فرم به که مشتق�هایی .١۵.١ تذکر

برای باشد. A جبر از معینͬ عنصر a ∈ A اگر نمود. تعریف چنین توان مͬ را مشتق�درونͬ قبل تذکر به توجه با

مͬ�دهیم: قرار b ∈ A هر

δa(b) = ab − ba

مͬ�شود. نامیده A روی مشتق�درونͬ ͷی که

زیرفضای ͷی که دهیم، مͬ نمایش N ١(A, E) با را E به A از مشتقات�درونͬ تمام مجموعه .۴.٣.١ تعریف

است. Z١(A, E) از خطͬ

است. A از جبر زیر ͷی E به A از مشتق هر هسته .٢.٣.١ گزاره

مͬ�شوند. نامیده برونͬ(خارجͬ) نباشند درونͬ که مشتق�هایی .١۶.١ توجه

روی مشتق هر که، مͬ�کند بیان اول حدس شدند، بیان Kaplanski توسط زیر حدس�های ١٩٨۵ سال در

پیوسته نیم�ساده جبرباناخ ͷی روی مشتق هر که، است نیزچنین دوم حدس مضمون و است پیوسته -جبر C∗ ͷی

[٢] شد. اثبات Sinclair و Johnson توسط نیز دوم حدس نمود. اثبات را اول حدس Sakai است.

باشد. آن روی مشتق ͷی d و نیم�ساده باناخ جبر ͷی A کنید فرض [۴] (Johnson-Sinclair) .٣.٣.١ قضیه

است. پیوسته d آنگاه

است. کراندار x توسط شده مهیا مشتق�درونͬ همان یا بخش این در شده تعریف δx مشتق .٣.٣.١ مثال

١۵



است. جابجاگر ͷی A جبر روی δa = [., a] مشتق�درونͬ هر .١٧.١ توجه

داشت: خواهیم b ∈ A هر برای آنگاه باشد جابجایی A جبر اگر

δa(b) = [b, a] = ab − ba = o

ندارد. وجود غیرصفری مشتق�درونͬ هیچ جابجایی باناخ جبر ͷی در بنابراین

جایی�که ao= I که قرارداد این با آنگاه Aباشد. باناخ جبر ͷی روی مشتق ͷی d کنید فرض [۴] .۴.٣.١ گزاره

بود: خواهد برقرار زیر شرایط است، (١) همانͬ عضو I

.dn(ab) =
∑n

r=o

(
n
r

)
[dn−r(a)dr(b)] آنگاه باشند. a, b ∈ A و n ∈ N لایب�نیتز)برای ١-(قانون

.ad(a) = d(a)a اگر اگروفقط d(an) = nan−١ آنگاه n − ١ ∈ N ٢-اگر

.dn(an) = n!(d(a))n ،آنگاه d٢(a) = o و n ∈ N ٣-اگر

مͬ�نماییم. ارائه را (٣) اثبات اکنون پس بیابید. [٨] در توانید مͬ را (١)و(٢) به مربوط اثبات�های اثبات.

که داشته�باشید توجه ابتدا در اما مͬ�دهیم، انجام استقراء از استفاده با را اثبات آنگاه d٢(a) = o کنید فرض

d(d(a))k = d[d(a)d(a)...d(a)]

=
k−١∑
i=o

(d(a))id٢(a)(d(a))k−١−i

= o

داریم: k هر برای یعنͬ

d(d(a))k = o (١.١)

١۶



داریم: n = ٢ برای بنابراین ندارد. وجود اثبات برای چیزی فرضشود n = ١ اگر

d٢(a٢) = d(d(a٢))

= d(ad(a) + d(a)a)

= d(ad(a)) + d(d(a)a)

= ad٢(a) + (d(a))٢ + (d(a))٢ + d٢(a)a

= ٢d(a)٢

= ٢!d(a)٢

یعنͬ: باشد درست n = k − ١ برای رابطه که کنید فرض است. برقرار حͺم n = ٢ برای که

dk−١(ak−١) = (k − ١)!(d(a))k−١

که: نمایید توجه آنگاه

dk(ak−١) = d(dk−١(ak−١))

= d[(k − ١)!(d(a))k−١]

= o

که: دهد مͬ نشان واین

dk(ak−١) = o

گرفت. خواهد قرار استفاده مورد اثبات ادامه در رابطه این که

داشت: خواهیم n = k فرض با صورت هر به

dk(ak) = dk(ak−١a)

=
k∑

r=o

(
k

r

)
(dk−r(ak−١)) (∗)

١٧



(∗) = dk(ak−١)a + k(dk−١(ak−١))(da) +

(
k

٢

)
(dk−٢(ak−١))(d٢(a)) + ... + ak−١(dk(a))

= kdk−١(ak−١)(d(a))

= k(k − ١)!(d(a))k−١d(a)

= k!(d(a))k

است. درست n ∈ N هر برای بحث مورد فرمول این بنابر

. مͬ�نماییم ارائه مشتق این�گونه از مثال�هایی (ناپیوسته) غیرکراندار مشتق�های با آشنایی هدف با حال

آن از جبری غیر عنصر ͷی a ∈ A و بوده ١ همانͬ با یͺانͬ باناخ جبر ͷی A کنید فرض ۶ [٨] .۴.٣.١ مثال

فرض همچنین باشد. خطͬ مستقل a حسابی های توان از ١, a, a٢, ... دنباله که است معنͬ آن به این و باشد،

چنین را d : B → B مشتق مͬ�شود. تولید a و ١ توسط که باشد A از جبر زیر ͷی B و باشد ∥a∥ = ١ کنید

مͬ�کنیم: تعریف

d(αo + α١a + ... + αnan) = α١ + ٢α٢a + ... + nαna
n−١

(غیر ناپیوسته مشتق ͷی شده تعریف فوق صورت به که مشتق این .αi ∈ C داریم ١ ≤ i ≤ n هر برای که

است. B روی کراندار)

در باشد برقرار ei ∈ B رابطه i ∈ N هر برای به�طوری�که باشد باناخ جبر ͷی B کنید فرض ٧ [٨] .۵.٣.١ مثال

برای و r٢ = o چنان�که باشد. موجود r ∈ B کنید فرض هستند. متعامد دوبه�دو خودتوان�های ها ei که حالͬ

حاصل�جمع�های تمام کامل�شده که سازیم مͬ چنین را A باناخ جبر .ejr = rej = o باشیم داشته j ∈ N هر

ساختار این برای هستند. دلخواه های اسͺالر λ, λ١, ..., λn چنانکه باشد، λr +
∑n

j=١ λjej صورت به متناهͬ

آنگاه a = λr +
∑n

j=١ λjej ∈ A و α ∈ C اگر که کنیم مͬ تعریف این�گونه را اسͺالر ضرب

αa = αλr +
n∑

j=١

(λjα)ej

مثال٢.١.٢ ۶صفحه٢١

مثال٢.١.٣ ٧صفحه٢٢

١٨



باشد). λi = o آنگاه i > n اگر کرده�ایم فرض سادگͬ برای تعریف این در (البته .αλj ∈ C و αλ ∈ C که

اعضای b = µr +
∑n

j=١ µjej و a = λr +
∑n

j=١ λjej اگر که کنیم مͬ عمل چنین تعریفجمع برای اکنون

آنگاه: m ≥ n و باشند A

a + b = (λ + µ)r +
m∑

j=١

(λj + µj)ej

دارد. قرار A در نیز حاصل�جمع این وضوح به که

داریم: تعریف در موجود b و a برای که نماییم مͬ تعریف چنین نیز را ضرب

ab =
n∑

j=١

λjµjej = or +
n∑

j=١

λjµjej

مͬ�نماییم: تعریف زیر صورت به را A روی نرم نهایت ودر ab ∈ A بوضوح که

∥a∥ = ∥λr +
n∑

j=١

λjej∥

= max{(
n∑

j=١

|λj|٢)
١
٢ , |λ −

n∑
j=١

λj|}

است. باناخ جبر ͷی A که دید توان مͬ شده تعریف اعمال به توجه با

چنان�که: دارد I بسته غیر آل ایده ͷی همچنین و دارد Cr صورت به رادیͺال ͷی A که شده داده نشان همچنین

A = Cr ⊕ I

: کنیم مͬ تعریف چنین A باناخ جبر روی را d مشتق اکنون

d(a + λr) = λr

است. A جبر روی غیرکراندار مشتق ͷی مشتقͬ چنین صورت این در .و λ ∈ C و a ∈ I جایی�که

آنگاه Aباشد. در خودتوان عنصر ͷی e و Aباشد جبر ͷی روی کراندار مشتق ͷی d فرضکنید ٨ .۵.٣.١ گزاره

برقرارند: زیر احͺام

ed(e)e = o ١-داریم

d(e) = o آنگاه ed(e) = (de)e ٢-اگر

d(١) = o آنگاه باشد. داشته ١ همانͬ عنصر ͷی A ٣-اگر

١٨صفحه٨٧[١٠] بخش ٨فصل٢

١٩


