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چ΋یده
شایسته م�ͳشوند، مدل�بندی جبری ـ دیفرانسیل معادلات با Έفیزی مسائل از بسیاری �آن�که به توجه با
برای عددی روش�های اخیر سال�های در یافت. بالا دقت با ͳجواب�های مسائل این برای بتوان که است
و هستند مناسب پایین اندیس با مسائل برای روش�ها این اما است. شده گرفته به�کار معادلات این حل
با ͳجواب�های مسائل این برای است لازم پس کرد، استفاده آن�ها از نم�ͳتوان بالا اندیس با مسائل برای
ͳنیمه�تحلیل روش�های با را جبری ـ دیفرانسیل معادلات داریم ͳسع پایان�نامه این در کرد. پیدا بالا دقت
نموده، استفاده جبری ـ دیفرانسیل معادلات برای اندیس کاهش روش از ابتدا منظور این به کنیم. حل
روش م�ͳکنیم. حل ͳهموتوپ اختلال� و آدومیان ،ͳوردش ͳنیمه�تحلیل روش�های با را حاصل سپسدستΎاه
روش و آدومیان روش است. همΎرا مسئله دقیق ΁پاس به که م�ͳسازد فراهم را تواب΄ از دنباله�ای ͳوردش
حاصل عددی نتای; است. همΎرا مسئله دقیق ΁پاس به که م�ͳکنند تولید ͳنامتناه سری ͳهموتوپ اختلال
نشان را روش�ها این بودن مناسب و ͳتوانای بالا اندیس جبری دیفرانسیل�ـ معادلات مختلف مثال�های از

م�ͳدهند.



଒ی਩ساইه�یૡঙଘم৤قدৎ
ਗیऒواঘند঴சداষند



೯دایا...١
نخورم حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای ب�ͳثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا ͳزیستن من به

تو که آنچنان اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بΎذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا ͳمˇردن و

م�ͳداری. دوست

تو پای به بردن رن; و تو بخاطر کشیدن ͳزندان تو، بخاطر دیدن ش΋نجه که م�ͳدانند همه و ͳدان�ͳم تو

امید برق که توست ͳرهای امید از م�ͳخندم، دل در من که توست شادی از است، من ͳزندگ بزرگ لذت تنها

م�ͳکنم. احساس ریه�هایم در را سعادت پاک هوای که توست ͳخوشبخت از و م�ͳدرخشد خسته�ام چشمان در

پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و ساده کلمات زیر در که را ͳفتΎش نیروی بزنم. حرف خوب نم�ͳتوانم

دریاب. دریاب، کرده�ام

از من، نΎاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از ͳزندگ که م�ͳدانند همه و ͳدان�ͳم تو

است. عاجز من، دل در ͳشعف موج برانΎیختن

آموخت. خواهم خود را مردن چΎونه بیاموز، من به را زیستن چΎونه تو،

فداکاری ب�ͳپاداش، کار ب�ͳسلاح، جهاد ب�ͳهمراه، رفتن نومیدی، در صبر ش΋ست، در تلاش توفیق من به

ͳگستاخ ب�ͳنمود، ͳخوب ب�ͳریا، ایمان ب�ͳنان، خدمت ب�ͳنام، عظمت ب�ͳعوام، مذهب ب�ͳدنیا، دین س΋وت، در

بداند، دوست ب�ͳآن΋ه داشتن دوست و جمعیت، انبوه در ͳتنهای ب�ͳهوس، عشق ب�ͳغرور، قناعت ،ͳخام�ͳب

کن. روزی

اඛ঺ඟ໋ھا�ଌୃنඛ঺ھاॴوم،باز೯دا঒ࡣت
৯داಶඍن�॥୓ت... اوجا಻ඎিنૡঙه

.ͳشریعت ͳعل دکتر از ͳ١مناجات



චاری... ণپاس໋�
آراست. عقل زیور را ͳآدم خود، ب�ͳکران لطف با که را ح΋یم خداوندگار سپاس

قوتمند، مهدی دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد ب�ͳدری΅ زحمات از م�ͳدانم خود وظیفه� آغاز در

نم�ͳرسید. انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمای�ͳهای بدون قطعاً که کنم ͳقدردان و تش΋ر صمیمانه

آماده در و فرمودند تقبل را رساله این مشاوره� و مطالعه زحمت که مس�فروش ͳعل دکتر آقای جناب از

دارم. را امتنان کمال دادند، قرار ͳراهنمای مورد را اینجانب احسن نحو به رساله، این سازی

این که ،ͳخلیق وفا آقای جناب مخصوصاً زی�پرشین، بسته آورندگان پدید از م�ͳدانم لازم همچنین

باشم. داشته را ͳقدردان کمال است، شده آماده بسته، این از استفاده با پایان�نامه

ستایش خدا، از بعد و عزیزم مادر و پدر ،ͳمهربان و مهر خداوندگاران دستان بر م�ͳزنم بوسه پایان، در

سردترین این در که وجودش، امیدبخش گرمای پاس به همسرم از م�ͳکنم تش΋ر و را مقدس�شان وجود م�ͳکنم

بود. من پشتیبان بهترین روزگاران،

ൌॣ۱۳۹۲یدهعਚی�آبادیان
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٣٨ (١.۴.٣) مثال برای n = ٢٠ و v = ٢٠ با x٢ دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف ۴.٣

۴٨ (١.۴.۴) مثال برای n = ١٠ و v = ١٠ با x١ دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف ١.۴

۴٨ (١.۴.۴) مثال برای n = ٢٠ و v = ٢٠ با x١ دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف ٢.۴

۴٩ (١.۴.۴) مثال برای n = ١٠ و v = ١٠ با x٢ دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف ٣.۴

۴٩ (١.۴.۴) مثال برای n = ٢٠ و v = ٢٠ با x٢ دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف ۴.۴

۵٢ (٢.۴.۴) مثال برای n = ١٠ و v = ١٠ با x١ دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف ۵.۴

۵٢ (٢.۴.۴) مثال برای n = ٢٠ و v = ٢٠ با x١ دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف ۶.۴

۵٣ (٢.۴.۴) مثال برای n = ١٠ و v = ١٠ با x٢ دقیق جواب و ͳتقریب جواب بین اختلاف ٧.۴
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فصل١

کاهشاندیس و مقدمه

مقدمه ١.١

مدل ͳمعین مسئله بیان برای که م�ͳکند پیدا ضرورت · · · و اقتصاد ،ͳ΋پزش ،ͳمهندس علوم، رشته�های در ͳگاه

به نسبت تاب΄ مشتقات و مجهول تاب΄ Έی شامل ͳمعادلات ͳریاض مدل�های این اغلب شود. ساخته ͳریاض

دیفرانسیل معادله Έی ͳکل ش΋ل م�ͳنامند. دیفرانسیل معادلات را ͳمعادلات چنین هستند. مستقل متغییرهای

م�ͳباشد زیر به�صورت ͳمعمول

F (x, y, y
′
, · · · , y(n)) = ٠,

اول مشتق n و y(x) تاب΄ و x مستقل متغییر بین رابطه�ای که م�ͳشود نامیده n مرتبه دیفرانسیل معادله Έی که

شده مقید مختلف ͳطرق به� یا باشند ͳشرایط دارای معادلات همین اگر حال است. (y′
, y

′′
, · · · , y(n)) آن

قید�ها این توصیف برای جبری معادلات شامل دیفرانسیل، معادلات بر علاوه آنها ͳریاض مدل آنΎاه باشند،

زیر به�صورت معادلات این ͳکل حالت م�ͳگویند. جبری ـ دیفرانسیل معادلات معادلات، دسته به�این است.

}است.
F (x, y, y

′
, · · · , y(n)) = ٠

g(x, y, · · · , y(n), z) = ٠.
(١.١)

تاریخچه ٢.١

حل در را ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل عددی روش�های ͳکارای ،٢ پتزولد و ١ گ�ͳیر ١٩٨۴ سال در

اندیس با جبری دیفرانسیل�ـ معادلات ͳتمام که کردند ثابت و نموده ͳبررس جبری، دیفرانسیل�ـ معادلات
١Gear
٢Petzold

٢



٣ اندیس کاهش .٣.١

حل� ͳمعمول دیفرانسیل معادلات حل روش�های با دلخواه، اندیس و ثابت ضرایب با ͳمعادلات و ١ از نابیشتر

پذیرند.

دیفرانسیل�ـ معادله Έی روش این در کرد. ارائه مسئله اندیس کاهش برای را ͳروش گ�ͳیر ١٩٨٨ سال در

با جبری دیفرانسیل�ـ معادله Έی به قید، معادلات از مشتق�گیری ت΋رار با م�ͳتواند بالا، اندیس با جبری

شود. تبدیل ͳمعمول دیفرانسیل معادله Έی به یا ١ اندیس

اندیس با ͳخط جبری دیفرانسیل�ـ معدلات برای را دنباله�ای منظم�سازی روش ۴ لین و ٣ آشر ١٩٩۶ سال در

کردند. ارائه ٢

کردند ͳمعرف جبری دیفرانسیل�ـ معادلات اندیس کاهش برای را ͳروش ۶ ͳحسین و ۵ بابلیان ٢٠٠٣ سال در

داد. گسترش را روش این ٧ قوتمند ٢٠١٠ سال در و

کاهشاندیس ٣.١

جبری ـ دیفرانسیل معادلات حل در ͳمهم نقش اندیس�ها دارد. اندیس Έی جبری ـ دیفرانسیل معادله هر

دارند.

معادلات اندیس t و y حسب بر y′ به�فرد منحصر تعیین به�منظور لازم مشتقات تعداد به .١.٣.١ تعریف

م�ͳگویند. جبری دیفرانسیل�ـ

جبری ـ دیفرانسیل معادلات مثال برای

y
′
٢(t) = y١(t) + r١(t),

٠ = −y٢(t) + r٢(t),

داریم: اول مشتق�گیری با زیرا دارد. دو اندیس

y
′′
٢ (t) = y

′
١(t) + r

′
١(t),

٠ = −y
′
٢(t) + r

′
٢(t),

پس

y
′
٢(t) = r

′
٢(t), ⇒ r

′
٢(t) = y١(t) + r١(t),

٣Asher
۴Lin
۵Babolian
۶Hosseini
٧Ghovatmand
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داریم: دوم مشتق�گیری با و

y
′′
٢ (t) = r

′′
٢ (t), y

′
١(t) = r

′′
٢ (t)− r

′
١(t),

دارد. دو اندیس مسئله پس

مسائل این کردن حل و م�ͳباشند ͳبالای اندیس دارای اغلب هستیم رو�به�رو آنها با که ͳمسائل از بسیاری

داد. کاهش را معادلات این اندیس ͳروش�های با است لازم بنابراین نیست. پذیر ام΋ان ͳبه�سادگ

بΎیرید نظر در را زیر شده ͳخط یا ͳخط مسئله روش این ΀توضی برای

X(m) =

m∑
j=١

AjX
(j−١) +By + q, (٢.١)

٠ = CX + r,

،j = ١ . . .m برای Aj(t) ∈ Rn×n و هستند t٠ ⩽ t ⩽ tf روی t از هموار تواب΄ C و B ،Aj که

و q(t) ∈ Rn است. نامنفرد t هر برای C(t)B(t) و هستند n ≥ ٢ برای C(t) ∈ R١×n و B(t) ∈ Rn×١

م�ͳدانیم هستند. ناهمΎن عبارات r(t) ∈ R

CB(t) =

n∑
i=١

(cibi)(t) ̸= ٠, ∀t ∈ [٠, tf ],

م�ͳنویسیم زیر به�صورت را (٢.١) معادله و کرده استفاده CB بودن نامنفرد از بنابراین

(CB)−١X(m) − (CB)−١
m∑
j=١

AjX
(j−١) − (CB)−١By − (CB)−١q = ٠.

داریم: C کردن ضرب با

(CB)−١CX(m) − (CB)−١C
m∑
j=١

AjX
(j−١) − (CB)−١CBy − (CB)−١Cq = ٠.

: بنویسیم م�ͳتوانیم بنابراین

(B)−١X(m) − (B)−١
m∑
j=١

AjX
(j−١) − y − (B)−١q = ٠.

م�ͳکنیم جایΎذاری (٢.١) معادله در را y حال

X(m) =

m∑
j=١

AjX
(j−١) +B(CB)−١C[X(m) −

m∑
j=١

AjX
(j−١) − q] + q,

CX + r = ٠.

پس

X(m) −
m∑
j=١

AjX
(j−١) −B(CB)−١C[X(m) −

m∑
j=١

AjX
(j−١) − q]− q = ٠,
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بنویسیم: م�ͳتوانیم پس

[X(m) −
m∑
j=١

AjX
(j−١) − q][I −B(CB)−١C] = ٠,

بنابراین

[I −B(CB)−١C][X(m) −
m∑
j=١

AjX
(j−١) − q] = ٠, (٣.١)

CX + r = ٠.

ش΋ل تغییر ١ اندیس با مجهول n و معادله n با ͳاهΎدست به (٣.١) دستΎاه زیر قضیه از استفاده با حال

داد. خواهد

معادلات هم�ارز n = ٢ و m + ١ اندیس با (٢.١) جبری ـ دیفرانسیل معادلات دستΎاه .٢.٣.١ قضیه

است زیر m اندیس جبری ـ دیفرانسیل

EmXm + Em−١X
m−١ + · · ·+ E١X

′
+ E٠X = q̂, (۴.١)

به�طوری�که

E٠ =

[
b١a

(١)
٢١ − b٢a

(١)
١١ b١a

(١)
٢٢ − b٢a

(١)
١٢

c١ c٢

]
, E١ =

[
b٢a

(٢)
١١ − b١a

(٢)
٢١ b١a

(٢)
٢٢ − b٢a

(٢)
١٢

٠ ٠

]
, · · ·

Em−١ =

[
b٢a

(m)
١١ − b١a

(m)
٢١ b١a

(m)
٢٢ − b٢a

(m)
١٢

٠ ٠

]
, Em =

[
b٢ −b١
٠ ٠

]
,

q̂ =

[
b٢q١ − b١q٢

−r

]
, y = B(CB)−١C[X(m) −

m∑
j=١

AjX
(j−١) − q],

و

Aj =

[
a
(j)
١١ a

(j)
١٢

a
(j)
٢١ a

(j)
٢٢

]
, j = ١, ٢, . . . ,m.

است. آمده [۵] مرج΄ در قضیه این اثبات برهان.

Έی به m اندیس با رتبه�کامل دستΎاه به (٣.١) فرا�معین دستΎاه ش΋ل تغییر برای ،n > ٢ مورد در

م�ͳکنیم تعریف زیر به�صورت Mn×n ماتریس داریم. نیاز (٢.١) مسئله در دیΎر شرط

M =

n∑
i=٠

cibi(I −B(CB)−١C), (۵.١)

s ≤ n آن در که م�ͳشود مشخص M [l, s] و M [l] به�صورت M ماتریس از عنصر ,l)امین s) و سطر lامین و

. ١ ≤ l و
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اگر بΎیرید، نظر در را n > ٢ برای (٢.١) مسئله .٣.٣.١ قضیه

∃k; ١ ≤ k ≤ n, ck(t) ̸= ٠, ∀t ∈ [٠, tf ], (۶.١)

است. وابسته سطرها به�دیΎر I −B(CB)−١C ماتریس سطر kامین آنΎاه

است. آمده [٢] مرج΄ در قضیه این اثبات برهان.

م�ͳتواند (٣.١) فرامعین دستΎاه �صورت �این در آید بدست M سطر kامین کردن حذف با M اگر حال

شود زیرتبدیل مجهول n و معادله n با جبری ـ دیفرانسیل معادلات دستΎاه به

M [X(m) −
m∑
j=١

AjX
(j−١) − q] = ٠, (٧.١)

CX + r = ٠.

دارد. Έی اندیس و است رتبه�کامل دستΎاه دهیم نشان باید

آنΎاه باشد، آمده بدست (۶.١) از k و F =

[
M
c

]
اگر .۴.٣.١ قضیه

|detF (t)| = |ck(t)||
n∑

i=١
(cibi)(t)|(n−١), ∀t ∈ [٠, tf ].

است. آمده [٢] مرج΄ در قضیه این اثبات برهان.

جبری، ـ دیفرانسیل معادلات دستΎاه به م�ͳتوانند (٣.١) دستΎاه و (٣.٣.١) و (٢.٣.١) قضیه حال

دهند ش΋ل تغییر زیر مجهول n و معادله n با

M [X(m) −
m∑
j=١

AjX
(j−١) − q] = ٠,

CX + r = ٠,

]که
M
٠

]
X(m) +

[
−MAm

٠

]
X(m−١) + · · ·+

[
−MA١

c

]
X =

[
Mq
−r

]
,

یا

EmX(m) + Em−١X
(m−١) + · · ·+ E١X

′
+ E٠X = q̂. (٨.١)

م�ͳکند. تبدیل Έی اندیس به را m اندیس زیر قضیه
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است زیر ١ اندیس مسئله هم�ارز m اندیس با (٨.١) دستΎاه .۵.٣.١ قضیه

FmX(m) + Fm−١X
(m−١) + · · ·+ F١X

′
+ F٠X = q̂(m−١).

که

Fm =

[
M
٠

]
, Fi =

 −MAi+١(
m− ١

m− ١− i

)
c(m−١−i)(t)

 , i = m− ١, · · · , ١, ٠.

جمله�ای دو ضرابب
(
n
k

)
= n!

k!(n−k)! k = ٠, ١, · · · , n و هستند kام مرتبه مشتق�های q̂k(t) و ck(t) که

هستند. نیوتن

است. آمده [۵] مرج΄ در قضیه این اثبات برهان.

دستΎاه هم�ارز n = ٢ با (٢.١) اندیس (m + ١) جبری ـ دیفرانسیل معادلات دستΎاه .۶.٣.١ نتیجه

است زیر ١ اندیس جبری ـ دیفرانسیل ]معادلات
b٢ −b١
٠ ٠

]
X(m) +

b٢a(m)
١١ − b١a

(m)
٢١ b١a

(m)
٢٢ − b٢a

(m)
١٢(

m− ١
٠

)
c١(t)

(
m− ١

٠

)
c٢(t)

X(m−١) + · · ·

+

 b٢a
(١)
١١ − b١a

(١)
٢١ b١a

(١)
٢٢ − b٢a

(١)
١٢(

m− ١
m− ١

)
c
(m−١)
١ (t)

(
m− ١
m− ١

)
c
(m−١)
٢ (t)

X = q̂(t)(m−١).

م�ͳکنیم. بیان زیر به�صورت k = ١ و n = ٢ با ٢ اندیس مسئله برای را (٢.٣.١) قضیه ͳسادگ برای

کنید. ملاحظه n = ٢ با را (٢.١) مسئله ٢ اندیس جبری ـ دیفرانسیل معادلات دستΎاه .٧.٣.١ قضیه

زیر ١ اندیس جبری ـ دیفرانسیل معادلات دستΎاه هم�ارز ،٢ اندیس جبری ـ دیفرانسیل معادلات دستΎاه

است

E١X
′
+ E٠X = q̂, (٩.١)

که

E٠ =

[
b١a٢١ − b٢a١١ b١a٢٢ − b٢a٢١

c١ c٢

]
, E١ =

[
b٢ −b١
٠ ٠

]
, q̂ =

[
b٢q١ − b١q٢

−r

]
,

Y = (CB)−١C[X
′ −AX − q]. (١٠.١)

است. آمده [٢] مرج΄ در قضیه این اثبات برهان.

م�ͳگیریم. نظر در زیر به�صورت را (۵.٣.١) قضیه هم�چنین و
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دستΎاه هم�ارز مسئله این بΎیرید. نظر در را k = ٢ و n = ٣ ،٢ اندیس با (٢.١) دستΎاه .٨.٣.١ قضیه

است زیر به�صورت ١ اندیس جبری ـ دیفرانسیل ]معادلات
M
٠

]
X

′
+

[
−MA
C

]
X =

[
Mq
−r

]
, (١١.١)

که

M =
[
b٢١b٣٢ − b٢٢b٣١ b١٢b٣١ − b١١b٣٢ b١١b٢٢ − b١٢b٢١

]
٣×١ ,

و

Y = (CB)−١C[X
′ −AX − q].

است. آمده [٢] مرج΄ در قضیه این اثبات برهان.

مثال�ها ۴.١

بΎیرید. نظر در را زیر دستΎاه .١.۴.١ مثال
x

′′
١ = −vx

′
١ + (v − ١

٢−t)x١ + (٢− t)vy + q١(t), ٠ ≤ t ≤ ١,
x

′′
٢ = x

′
٢ +

v
٢−tx

′
١ +

v−١
٢−t x١ − x٢ + (v − ١)y + q٢(t),

٠ = (t+ ٢)x١ + (t٢ − ۴)x٢ + r(t),

و

q(t) =

[
( t−٣+vt−٢v

t−٢ )et

( t−٢+v
t−٢ )et

]
, r(t) = −(t٢ + t− ٢)et,

v = ١٠٠ و y = −et

t−٢ و x٢ = et ،x١ = et ͳواقع جواب�های و x(٠)١ = x(٠)٢ = ١ اولیه مقادیر که

م�ͳباشند.

پس م�ͳکنیم. تبدیل اندیس١ با ͳاهΎدست به را آن (۶.٣.١) نتیجه از استفاده با حال دارد. اندیس٣ مسئله

داریم:

E٢X
′′
+ E١X

′
+ E٠X = q̂

′
,

که

E٢ =

[
b٢ −b١
٠ ٠

]
, E١ =

b٢a(٢)١١ − b١a
(٢)
٢١ b١a

(٢)
٢٢ − b٢a

(٢)
١٢(

١
٠

)
c١(t)

(
١
٠

)
c٢(t)

 ,

و

E٠ =

b٢a(١)١١ − b١a
(١)
٢١ b١a

(١)
٢٢ − b٢a

(١)
١٢(

١
١

)
c
′
١(t)

(
١
١

)
c
′
٢(t)

 , q̂ =

[
b٢q١ − b١q٢

−r

]
,

که م�ͳیابیم در مسئله صورت به توجه با

A١ =

[
v − ١

٢−t ٠
v−١
٢−t −١

]
, A٢ =

[
−v ٠
v

٢−t ١

]
, B =

[
(٢− t)v
v − ١

]
,
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و

CT =

[
t+ ٢
t٢ − ۴

]
.

داریم: بالا روابط در جایΎذاری با ]حال
v − ١ v(t− ٢)
٠ ٠

] [
x

′′
١

x
′′
٢

]
+

[
v − ٢v٢ (٢− t)v
t+ ٢ t٢ − ۴

] [
x

′
١

x
′
٢

]
+

[١−v
٢−t (t− ٢)v
١ ٢t

] [
x١
x٢

]
=

[
(٢− t) t−٢+v

t−٢ − (v − ١) t−٣+vt−٢v
t−٢

٢t+ ١

]
.

بΎیرید. نظر در را زیر دستΎاه .٢.۴.١ مثال
x

′′
١ = x١ − x٢ − cos(t), ٠ ≤ t ≤ ١,

x
′′
٢ = x٢ + y − sin(t),

٠ = x١ + x٢ − et − et sin(t),

y = et cos(t) و x٢ = sin(t) ،x١ = cos(t) ͳواقع جواب�های و x(٠)٢ = ٠ ،x(٠)١ = ١ اولیه مقادیر که

م�ͳباشند.

پس م�ͳکنیم. تبدیل اندیس١ با ͳاهΎدست به را آن (٧.٣.١) قضیه از استفاده با حال دارد. اندیس٢ مسئله

داریم:

E١X
′
+ E٠X = q̂,

که

E١ =

[
b٢ −b١
٠ ٠

]
, E٠ =

[
b١a٢١ − b٢a١١ b١a٢٢ − b٢a٢١

c١ c٢

]
,

و

q̂ =

[
b٢q١ − b١q٢

−r

]
,

که م�ͳیابیم در مسئله صورت به توجه با

A =

[
١ −١
٠ ١

]
, B =

[
٠
١

]
, CT =

[
١
١

]
,

و

q(t) =

[
− cos(t)
− sin(t)

]
, r(t) = −(et + et sin(t)),

داریم: بالا روابط در جایΎذاری با ]حال
١ ٠
٠ ٠

] [
x

′
١

x
′
٢

]
+

[
−١ ١
١ ١

] [
x١
x٢

]
=

[
− cos(t)

et + et sin(t)

]
.



فصل٢

ͳوردش روشت΋رار

مقدمه ١.٢

ͳنیمه�تحلیل روش Έی که ͳوردش ت΋رار روش به�نام ت΋راری روش Έی ΀توضی و ͳمعرف به فصل این در

است. همΎرا مسئله دقیق جواب سری به که م�ͳکند ایجاد تواب΄ از دنباله Έی روش این م�ͳپردازیم. است،

ابتدا بنابراین م�ͳکنیم. استفاده جبری ـ دیفرانسیل معادلات ͳتحلیل جواب یافتن برای روش این از ادامه در

ͳوردش ت΋رار روش با را آمده بدست دستΎاه و کرده استفاده قبل فصل در شده ارائه اندیس کاهش روش از

م�ͳکنیم. حل

ͳوردش روشت΋رار ͳمبان ٢.٢

ͳخط غیر و ͳخط مسئله�های از ͳوسیع دسته حل برای بالا دقت با و ͳبه�آسان م�ͳتواند ͳوردش ت΋رار روش

Έی روش این شود. تعیین دقیق جواب به بالا، ͳرایΎهم سرعت با و ͳتقریب به�طور آنها جواب� و رود به�کار

ͳعموم ͳخط غیر دستΎاه روش این در م�ͳباشد. ١ ͳات΋این توسط شده پشنهاد لاگرانژ روشضریب از اصلاح

L[u(t)] +N [u(t)] = g(t), (١.٢)

اصلاح�گر تاب΄ است. پیوسته تاب΄ Έی g(t) و ͳخط غیر عملΎر N و ͳخط عملΎر L که م�ͳگیریم نظر در را

un+١(t) = un(t) +

∫ t

٠
λ {Lun(s) +Nũn(s)− g(s)}ds, (٢.٢)

دیΎر به�عبارت است، محدود متغییر ũn و جواب تقریب nامین ،un لاگرانژ، ضریب λ که م�ͳشود ͳمعرف

اصلاح�گر تاب΄ که شود انتخاب طوری باید λ لاگرانژ ضریب ابتدا جواب یافتن برای روش این در .δũn = ٠

١Inokuti

١٠



١١ ͳوردش ت΋رار روش ͳمبان .٢.٢

لاگرانژ ضریب و u٠ شده انتخاب اولیه تاب΄ هر از استفاده با پس .δun+١(un(t), t) = ٠ ͳیعن باشد. پایا

آمده بدست دنباله این از حدگیری با حال م�ͳآید. بدست n ≥ ٠ برای un ͳمتوال تقریب�های ،λ شده محاسبه

ت΋رار گام Έی با تنها م�ͳتواند دقیق جواب ،ͳخط مسئله برای م�ͳآید. بدست u جواب ،limn→∞ un ͳیعن

بΎیرید نظر در را زیر معادله مثال برای م�ͳشود. مشخص دقیق به�طور لاگرانژ ضریب چون شود، حاصل

u
′′
+ ω٢u(t) = F (u, u

′
, u

′′
),

م�ͳشود نوشته زیر به�صورت آن اصلاح�گر تاب΄

un+١(t) = un(t) +

∫ t

٠
λ
{
u

′′
n(s) + ω٢un(s)− F̃ (u, u

′
, u

′′
)
}
ds.

پس δun(٠) = ٠ که کنید توجه

δun+١(t) = δun(t) + δ

∫ t

٠
λ(s)

{
u

′′
n(s) + ω٢un(s)− F̃ (s)

}
ds

= δun(t) + λ(s)δu
′
n(s)|s=t −

∂λ

∂s
δun(s)|s=t +

∫ t

٠

{
∂٢λ

∂s٢
+ ω٢λ(s)

}
δun(s)ds

= (١− ∂λ

∂s
)δun(s)|s=t + λ(s)δu

′
n(s)|s=t +

∫ t

٠

{
∂٢λ

∂s٢
+ ω٢λ(s)

}
δun(s)ds = ٠.

داریم: پایداری شرط از استفاده با
∂٢λ
∂s٢

+ ω٢λ(t, s) = ٠,
١− ∂λ(t,s)

∂s |s=t = ٠,
λ(t, s)|s=t = ٠,

م�ͳآوریم بدست را زیر ت΋راری فرمول نتیجه در است. λ = ١
ω sinω(s− t) لاگرانژ ضریب

un+١(t) = un(t) +

∫ t

٠

١
ω
sinω(s− t)

{
u

′′
n(s) + ω٢un(s)− F̃ (u, u

′
, u

′′
)
}
ds.

است زیر به�صورت اولیه تقریب c٢ و c١ مناسب ثابت�های با u٠(t) = c١ cosωt+ c٢ sinωt فرض با

u١(t) = c١ cosωt+ c٢ sinωt−
١
ω

∫
f(s) sinω(s− t)ds,

م�ͳباشد. مسئله ͳعموم حل که

جواب به ͳتقریب جواب ͳرایΎهم شود، انتخاب بالاتری دقت با لاگرانژ ضریب هرچه که داریم توجه

آن اصلاح�گر تاب΄ بΎیرید، نظر در را u
′′
(t) + ωu(t) ͳخط سیستم مثال برای م��ͳدهد. رخ سری΄�تر ͳواقع

است زیر به�صورت

un+١(t) = un(t) +

∫ t

٠
λ
{
u

′′
n(s) + ωũn(s)

}
ds.

بدست λ = s − t و برده به�کار بالا اصلاح�گر تاب΄ برای را پایداری شرط است. محدود متغییر ũn اینجا

م�ͳآید بدست زیر ت΋راری فرمول بنابراین م�ͳآوریم،

un+١(t) = un(t) +

∫ t

٠
(s− t)

{
u

′′
n(s) + ωũn(s)

}
ds.


