


ریاضی علوم دانشکده
آمار گروه

پایان�نامه

رشته در ارشد کارشناسی درجه دریافت برای
اجتماعی و اقتصادی آمار

عنوان

مدل�هایخطیچندمتغیره در HEنمودارهای

راهنما استاد

سرمد مجید دکتر
مشاور استاد

حبیبی�راد آرزو دکتر
७ھاਠঃیزশبدینگارنده سارا



تعالی بسمه
دانشجویان تحصیلی پایان�نامه مشخصات

مشهد فردوسی دانشگاه

چندمتغیره خطی مدل�های در HE نمودارهای عنوان:

زیبدی شهامتی سارا نویسنده: نام
سرمد مجید دکتر راهنما: استاد

حبیبی�راد آرزو دکتر مشاور: استاد

اجتماعی و اقتصادی آمار تحصیلی: رشته آمار گروه: ریاضی علوم دانشکده:

١٣٩٢/١١/٩ دفاع: تاریخ ١٣٩١/٢/١٩ تصویب: تاریخ

٩۶ صفحات: تعداد ارشد کارشناسی تحصیلی: مقطع

کوواریانس تحلیل و واریانس تحلیل رگرسیون، انواع شامل که خطی مدل�های : پایان�نامه چکیده
مدل�های تمام شامل پایه مدل این بسط می�گیرند. قرار استفاده مورد کاربردی تحقیقات در می�باشد،
خطی لگاریتم و لجستیک رگرسیون پوآسون، رگرسیون چندمتغیره، رگرسیون مانند تعمیم�یافته
روش�ها این دارند. خطی مدل�های بررسی در مهمی نقش گرافیکی و تشخیصی روش�های است.
روش�های این�حال با می�کنند. متغیرها ویژگی و روابط درک برای پژوهشگر به شایانی کمک
کامل به�طور حداقل یا و نیافته چندانی توسعه�ی چندمتغیره، وابسته�ی متغیرهای برای گرافیکی
به مربوط هستیم آن معرفی صدد در که HE نمودارهای نمی�شود. استفاده یا و نشده شناخته
به نسبت ،(H) چندمتغیره صفر فرضیه�های در تغییرات دادن نشان برای داده بیضی�های کاربرد

(E)می�باشد. خطا تغییرات

HEنمودار بیضی�داده، چندمتغیره، رگرسیون چندمتغیره، خطی مدل�های کلیدی: واژگان

تاریخ: راهنما: استاد امضای



اظهارنامه
چندمتغیره خطی مدل�های در HE نمودارهای : پایان�نامه عنوان

فردوسی دانشگاه ریاضی علوم دانشکده ارشد کارشناسی دوره دانشجوی زیبدی شهامتی سارا اینجانب
می�شوم: متعهد سرمد مجید دکتر راهنمایی تحت پایان�نامه نویسنده مشهد

است. برخوردار اصالت و صحت از و شده انجام اینجانب توسط رساله این در تحقیقات آ.

است. شده استناد استفاده مورد مرجع به دیگر محققان پژوهش�های نتایج از استفاده در ب.

مدرک نوع هیچ دریافت برای دیگری فرد یا خود توسط تاکنون پایان�نامه این در مندرج مطالب ج.
است. نشده ارائه جایی به امتیازی یا

”دانشگاه نام با مستخرج مقالات و است مشهد فردوسی دانشگاه به متعلق اثر این حقوق کلیه د.
رسید. خواهد چاپ به ”Ferdowsi University of Mashhad” یا و ” مشهد فردوسی

مقالات در بوده�اند تاثیرگذار رساله اصلی نتایج آمدن دست به در که افرادی تمام معنوی حقوق ه�.
است. شده رعایت آن از مستخرج

شده، استفاده آن�ها) بافت�های زنده(یا موجود از که مواردی در رساله، این انجام مراحل کلیه در و.
است. شده رعایت اخلاقی اصول و ضوابط

یافته دسترسی افراد شخصی اطلاعات حوزه به که مواردی در رساله، این انجام مراحل کلیه در ز.
است. شده رعایت انسانی اخلاقی اصول و ضوابط رازداری، اصل شده، استفاده یا

تاریخ
دانشجو امضای

نشر حق و نتایج مالکیت

تجهیزات و نرم�افزارها رایانه�ای، برنامه�های مستخرج، آن(مقالات محصولات و اثر این حقوق کلیه •
تولیدات در مقتضی نحو به بایستی مطلب این است. مشهد فردوسی دانشگاه به متعلق شده) ساخته

شود. ذکر مربوطه علمی
نیست. مجاز مرجع ذکر بدون رساله این نتایج و اطلاعات از استفاده •



ଘم৤قدৎ
৮دروماସభ୍م

ධ්ච໔଒روথذ८تازآ৩ھا৯஑دیدم
وঙࢡඥرمঙ଒ࢤواره௵نૼنরودها॥ت.
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ش��ک��ل�ه��ا ف��ه��رس��ت

�ر ه� �ای �ن�ه� �ی� �گ� �ان� �ی� م� ،(s۱, s۲)ر� �ی� �غ� �ت� م� �ر ه� �ار �ی� �ع� م� �راف �ح� ان� �ای��ش �م� ن� �دارد: �ان� �ت� اس� داده �ض��ی �ی� ب� ١.٢
٢۵ . (r) م��ت��غ��ی��ره��ا ب��ی��ن ه��م��ب��س��ت��گ��ی و Y۱ ب��ر Y۲ رگ��رس��ی��ون��ی خ��ط س��ی��اه)، ت��وپ��ر (ن��ق��ط��ه م��ت��غ��ی��ر

داده ب��ی��ض��ی�ه��ای از ن��م��ای��ش��ی : ان��درس��ن ک��لاس��ی��ک داده�ه��ای در پ��راک��ن��ش ن��م��ودار ری��س م��ات�� ٢.٢
ب��رای �ل��ث �ث� م� ع��لام��ت �ا، �ه� �ل� گ� از �ه �ون� گ� �ر ه� ب��رای �ی��ون رگ��رس� خ��ط��وط و ۶٨% �ن��دگ��ی �ان� پ��وش� �ا ب�
ب��رای رب��ع م�� ع��لام��ت و (versicolor) دوم گ��ون��ه ب��رای + ع��لام��ت ،(setosa) اول گ��ون��ه

٢٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(virginica) س��وم گ��ون��ه
(ب��رداره��ا)، م��ت��غ��ی��ره��ا و (ن��ق��اط) م��ش��اه��دات ن��ش��ان�ده��ن��ده�ی ان��درس��ن، داده�ه��ای دون��م��وداره ٣.٢
:versicolor ؛ �ی(١) آب� :setosa ) �ا �ه����ه� �ون� گ� �رای ب� ۶٨% داده �ای �ی�ه� �ض� �ی� ب� �راه �م� ه� �ه ب�

٢٨ . . . . اک��س��ت��ری). خ�� (ب��ی��ض��ی گ��ون��ه�ه��ا ه��م��ه�ی ب��رای و ق��رم��ز(٣)) :virginica س��ب��ز(٢)؛
�ه �ی� �رض� ف� �ای �س�ه� ری� � �ات� م� �ش �ای� �م� ن� �ا ب� �ره �ی� �غ� �ت� �دم� �ن� چ� �ای �ون�ه� آزم� �رای ب� لازم �ای �ده�ه� ای� �ش �ای� �م� ن� ۴.٢

٣۴ . . . . واب��س��ت��ه م��ت��غ��ی��ر دو ب��ا ط��رف��ه ی��ک ری��ان��س وا ت��ح��ل��ی��ل ط��رح ب��رای (E) خ��ط��ا و (H)
گ��ل �ای داده�ه� در �ب��رگ �ل� گ� �ول ط� و �ب��رگ �اس� ک� �ول ط� �ی��ن ب� �ه�ی �ط� راب� :HE �وداره��ای �م� ن� �واع ان� ۵.٢

٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . زن��ب��ق
٣٧ . . . . . . . . . . . . . . . ان��درس��ن ک��لاس��ی��ک داده�ه��ای ،HE ن��م��ودار ری��س م��ات�� ۶.٢
٣٨ . . . . . . . . . . . . آل��وم��ی��ن��ی��وم. و آه��ن ن��م��ای��ش س��ف��ال، داده�ه��ای HEب��رای ن��م��ودار ٧.٢

�وس��ط ت� �ا �وره�ه� ک� �رای ب� �روه گ� �ای �ن�ه� �ی� �گ� �ان� �ی� م� �ال. �ف� س� �ای داده�ه� �رای ب� HE �ودار �م� ن� ری��س � �ات� م� ٨.٢
٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ش��ده�اس��ت. م��ش��خ��ص آن�ه��ا لات��ی��ن ن��ام
۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . دوط��رف��ه ط��رح ب��رای HE ن��م��ودار و داده ب��ی��ض��ی�ه��ای ٩.٢

۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ض��رای��ب ن��م��ودار ١.٣
۵١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . س��ه�ب��ع��دی ح��ال��ت در ب��ی��ض��ی�گ��ون م��ح��وره��ای رس��م ٢.٣

۴



۵ ش��ک��ل�ه��ا ف��ه��رس��ت

۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Rohwer داده�ه��ای ب��رای HE ن��م��ودار ٣.٣
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��دل ک��ل آزم��ون و HE ن��م��ودار ۴.٣
۶١ . . . . . . . . . . . . . Plastic داده�ه��ای ب��رای ی��ک�ب��ع��دی ح��ال��ت در HE ن��م��ودار ۵.٣
۶٣ . . . . . . . . . . . . . Plastic داده�ه��ای ب��رای س��ه�ب��ع��دی ح��ال��ت در HE ن��م��ودار ۶.٣
۶۵ . . . . . . . . . VocabGrowth داده�ه��ای در H0 ف��رض��ی��ه ب��ه رب��وط م�� م��ک��ان رس��م ٧.٣
۶٧ . . . . . . . . . . . . . . . . Rohwer داده�ه��ای ب��رای HE ن��م��وداری ری��س م��ات�� ٨.٣

٧٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . SocGrades داده�ه��ای ب��رای HE ن��م��ودار ١.۴
٧۵ . . . . . . . . . . . . SocGrades داده�ه��ای ب��ه رب��وط م�� HE ن��م��وداری ری��س م��ات�� ٢.۴

ف��رض��ی��ه ب��رای ن��ی��ل��ی ب��ی��ض��ی خ��ط��ا، ب��رای ص��ورت��ی ب��ی��ض��ی ب��ع��دی. س��ه ح��ال��ت در HE ن��م��ودار ٣.۴
٧٧ boards ب��رای س��ی��اه پ��اره�خ��ط ، gpa ب��رای آب��ی ب��ی��ض��ی ، pretest ب��رای س��ب��ز ب��ی��ض��ی ک��ل،
٨٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��ب��اش��ر داده�ه��ای ب��رای HE ن��م��ودار ۴.۴
٨٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��ب��اش��ر داده�ه��ای ب��رای HE ن��م��ودار ری��س م��ات�� ۵.۴



١ ف��ص��ل

م��ق��دم��ات و ت��ع��اری��ف

م��ق��دم��ه ١.١

از اس��ت. ش��ده داده اخ��ت��ص��اص آم��اری و ج��ب��ری م��ب��اح��ث در م��ق��دم��ات و ت��ع��اری��ف �رخ��ی ب� ی��ادآوری ب��ه ف��ص��ل ای��ن
�ون �ی� �رس� رگ� �ا ب� �ی �ای� �ن� آش� �رای ب� �اری آم� �ف �اری� �ع� ت� از و �ک ی� �ل �ص� ف� �ان �ای� پ� در �ا �ای� �ض� ق� �ات �ب� اث� �رای ب� �ری �ب� ج� �ف �اری� �ع� ت�

ش��د. خ��واه��د اس��ت��ف��اده چ��ه��ار، ف��ص��ل در گ��م��ش��ده داده�ه��ای ب��ا �رخ��ورد ب� ن��ح��وه و چ��ن��دم��ت��غ��ی��ره و چ��ن��دگ��ان��ه

ج��ب��ری ت��ع��اری��ف ٢.١

�ر �ت� �ش� �ی� ب� �ه �ع� �ال� �ط� م� �رای ب� �ت. اس� �ده ش� آورده �ی �ط� �رخ� �ب� ج� در �از �ی� ن� �ورد م� �ف �اری� �ع� ت� از �ی �رخ� ب� �ش �خ� ب� �ن ای� در
ش��ود. م��راج��ع��ه [۶] [٣]و ،[٢] ،[١] ب��ه

م��ی�ش��ود: ری��ف ت��ع�� ص��ورت ای��ن Ap×pب��ه رب��ع م�� ری��س م��ات�� دت��رم��ی��ن��ان م��ی�دان��ی��م، ک��ه ه��م��ان�ط��ور

|A| = (−۱)۱+۱a۱۱|Â۱۱|+(−۱)۱+۲a۱۲|Â۱۲|+...+(−۱)۱+pa۱p|Â۱p| =
p∑

j=۱

(−۱)۱+ja۱j|Â۱j|

م��ی�ب��اش��د. jام س��ت��ون و iام س��ط��ر ح��ذف از ح��اص��ل ری��س م��ات�� Âij آن در ک��ه

۶



٧ م��ق��دم��ات و ت��ع��اری��ف

ک��رون��ک��ر١ ح��اص��ل�ض��رب ای��ن�ص��ورت در �ن��د. ب��اش� ری��س � �ات� م� دو Bp×q و Am×n �ی��د �ن� ک� ف��رض .١.٢.١ �ع��ری��ف ت�
ری��ف ت��ع�� اس��ت، mp×nq ری��س م��ات�� ی��ک ک��ه A⊗B = (aijB) ص��ورت ب��ه B و A م��س��ت��ق��ی��م) (ح��اص��ل������������ض��رب

اس��ت. j = ۱,۲, . . . , n iو = ۱,۲, . . . ,m ،A = (aij) آن در و م��ی�ش��ود.

ب��اش��د. �ب��ه م��رت� ه��م��ان از ه��م��ان��ی ری��س م��ات�� �ی��ز ن� I و p× p رب��ع م�� ری��س م��ات�� ی��ک A �ی��د �ن� ک� ف��رض .٢.٢.١ ت��ع��ری��ف
وی��ژه٢ م��ق��ادی��ر را م��ی�ک��ن��ن��د ص��دق |A− λI| = ۰ چ��ن��دج��م��ل��ه�ای م��ع��ادل��ه�ی در ک��ه λ۱, λ۲, . . . , λp اس��ک��ال��ره��ای

م��ی�ن��ام��ن��د. A ری��س م��ات��

اس��ت، x ̸= ۰ وی��ژه٣ ب��ردار �ا ب� ه��م��راه λ وی��ژه�ی م��ق��دار ی��ک دارای A رب��ع م�� ری��س �ات�� م� �ی��م گ��وی� .٣.٢.١ ت��ع��ری��ف
ه��رگ��اه

Ax = λx

ب��اش��ن��د. ب��راب��ر ه��م ب��ا وی��ژه م��ق��دار چ��ن��د ی��ا دو ای��ن�ک��ه م��گ��ر ه��س��ت��ن��د ی��ک��ت��ا وی��ژه ب��رداره��ای ک��ه اس��ت ذک��ر ش��ای��ان
�ود وج� �ر زی� �ورت ص� �ه ب� �ژه وی� �ردار �ژه-ب� وی� �دار �ق� م� زوج p �داد �ع� ت� ،p× p �ارن �ق� �ت� م� �ع رب� � م� �س ری� � �ات� م� �ر ه� �رای ب�

دارد.

(λ۱, x۱), (λ۲, x۲), . . . , (λp, xp)

ب��راب��ر ن��ی��ز آن�ه��ا ط��ول و ب��اش��ن��د ع��م��ود ه��م ب��ر ک��ه ک��رد ان��ت��خ��اب ط��وری م��ی�ت��وان را وی��ژه ب��رداره��ای .۴.٢.١ ت��ع��ری��ف
ای��ن در م��ی�گ��وی��ن��د. م��ت��ع��ام��د ی��ک��ه ب��رداره��ای را ح��اص��ل ب��رداره��ای و اس��ت��ان��داردس��ازی ک��ار ای��ن ب��ه ب��اش��د. ی��ک ب��ا
ک��رد. خ��واه��ن��د ص��دق زی��ر ش��رای��ط در م��ی�ده��ی��م ن��م��ای��ش ei ب��ا را آن�ه��ا م��ا ک��ه ش��ده اس��ت��ان��دارد ب��رداره��ای ص��ورت

e′

iei = ۱ i = ۱,۲, . . . , p

e′

iej = ۰ i ̸= j

�د �ام� �ع� �ت� م� آن �ژه�ی وی� �ای �رداره� ب� و �ی �ق� �ی� �ق� ح� آن �ژه�ی وی� �ر �ادی� �ق� م� �د �اش� ب� �ارن �ق� �ت� م� A ری��س � �ات� م� �ر اگ� .۵.٢.١ �ه �ت� �ک� ن�
ب��ود. خ��واه��ن��د

و م��ی�ن��ام��ن��د A ری��س م��ات�� اث��ر را A م��ان��ن��د رب��ع��ی م�� ری��س م��ات�� ی��ک اص��ل��ی ق��ط��ر اع��ض��ای م��ج��م��وع .۶.٢.١ ت��ع��ری��ف
م��ی�ده��ن��د. ن��م��ای��ش tr(A) ن��م��اد ب��ا

١Kronocker product ٢Eigen values ٣Eigen vector
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�ر زی� �ادلات �ع� م� �اه �گ� آن� �د. �اش� ب� p× ۱ �ردار ب� �ک ی� x و p× p ری��س � �ات� م� �ک ی� A �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .٧.٢.١ �ف �ری� �ع� ت�
م��ی�ب��اش��د. ب��رق��رار

.١

x′Ax = tr(x′Ax) = tr(Axx′
)

.٢

tr(A) =

p∑
i=۱

λi

م��ق��ادی��ر از م��ج��م��وع��ه�ای ه��رگ��اه ه��س��ت��ن��د؛ واب��س��ت��ه خ��ط��ی ص��ورت ب��ه x۱, x۲, . . . , xp ب��رداره��ای .٨.٢.١ ت��ع��ری��ف
ک��ه ب��ه�ط��وری ب��اش��ن��د داش��ت��ه وج��ود ن��ی��س��ت��ن��د ص��ف��ر ه��م��ه ک��ه t۱, t۲, . . . , tp ث��اب��ت

p∑
j=۱

tjxj = ۰

ب��ود. خ��واه��ن��د خ��ط��ی م��س��ت��ق��ل آن��گ��اه ن��ب��اش��ن��د، خ��ط��ی واب��س��ت��ه x۱, x۲, . . . , xp ب��رداره��ای اگ��ر .٩.٢.١ ن��ک��ت��ه

�ا ب� �ر �راب� ب� A �ه�ی �ب� رت� �د. ری� � �ی� �گ� ب� �ر �ظ� ن� در A۱, A۲, . . . , Ap �ای �ون�ه� �ت� س� �ا ب� را A ری��س � �ات� م� .١٠.٢.١ �ف �ری� �ع� ت�
اس��ت. A۱, A۲, . . . , Ap م��ج��م��وع��ه�ی در خ��ط��ی م��س��ت��ق��ل ب��رداره��ای ت��ع��داد ب��ی��ش��ی��ن��ه

(س��ط��ره��ا) س��ت��ون�ه��ا ت��ع��داد ب��راب��ر آن رت��ب��ه�ی ه��رگ��اه م��ی�ش��ود ن��ام��ی��ده ن��ات��ک��ی��ن A رب��ع م�� ری��س م��ات�� .١١.٢.١ ت��ع��ری��ف
خ��ط��ی �ق��ل �ت� م��س� ری��س �ات�� م� (س��ط��ره��ای) �ت��ون�ه��ای س� ک��ه اس��ت �ن��ی �ع� م� ای��ن ب��ه ب��ودن �ی��ن �ات��ک� ن� ش��رط واق��ع در ب��اش��د.

ب��اش��ن��د.

م��ی�ب��اش��د. زی��ر ص��ورت ب��ه A م��ان��ن��د p× p م��ت��ق��ارن ری��س م��ات�� ی��ک ط��ی��ف��ی زی��ه ت��ج�� .١٢.٢.١ ت��ع��ری��ف

A =

p∑
i=۱

λieie
′

i

ه��س��ت��ن��د. ش��ده اس��ت��ان��دارد وی��ژه�ی ب��رداره��ای eiه��ا و وی��ژه م��ق��ادی��ر λiه��ا آن در ک��ه
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x′
= [x۱, x۲, . . . , xp] ̸= ۰ ه��ر ب��رای ک��ه اس��ت ط��وری ،Ap×p م��ت��ق��ارن ری��س م��ات�� وق��ت��ی .١٣.٢.١ ت��ع��ری��ف

x′Ax ≥ ۰ (١.١)

�رار �رق� ب� �اوی �س� ت� x′
= [۰, ۰, . . . , ۰] �ردار ب� �رای ب� �ط �ق� ف� ،١.١ �ارت �ب� ع� در �ر اگ� �م. �ی� �وی� �ی�گ� م� �ی �ف� �ن� �ام� ن� �ن �ی� �ع� م� را A

x ̸= ۰ ب��ردار ه��ر ب��رای ه��رگ��اه اس��ت م��ث��ب��ت م��ع��ی��ن A ب��ن��اب��رای��ن م��ی�گ��وی��ی��م. م��ث��ب��ت م��ع��ی��ن را A آن�گ��اه ش��ود،

x′Ax > ۰

درج��ه ف��رم آن�را ، اس��ت (xixk) ح��اص��ل�ض��رب ج��م��لات و (x۲
i ) دوم ت��وان ج��م��لات ش��ام��ل ف��ق��ط ،x′Ax چ��ون

م��ی�ن��ام��ن��د. دوم

�ارن �ق� �ت� م� �س ری� � �ات� م� �ک ی� �ه ک� �ود �ی�ش� م� داده �ان �ش� ن� �ان، آس� �اً �ت� �ب� �س� ن� �ی �ف� �ی� ط� �ه زی� � �ج� ت� �ردن ب� �ار �ک� ب� �ا ب� .١۴.٢.١ �ه �ت� �ک� ن�
ای��ن و �د �اش� ب� �ت �ب� �ث� م� A ری��س � �ات� م� �ژه�ی وی� �دار �ق� م� �ر ه� �ر اگ� �ط �ق� ف� و �ر اگ� �ت اس� �ت �ب� �ث� م� �ن �ی� �ع� م� ری��س � �ات� م� Ap×pی��ک

ب��اش��د. ص��ف��ر م��س��اوی ی��ا ب��زرگ��ت��ر وی��ژه�اش م��ق��ادی��ر ت��م��ام اگ��ر ف��ق��ط و اگ��ر اس��ت ن��ام��ن��ف��ی م��ع��ی��ن ری��س م��ات��

ب��رای ص��ورت ای��ن در ش��ده، داده b > ۰ �ال��ر �ک� اس� و Bp×p �ق��ارن �ت� م� �ب��ت �ث� م� �ی��ن �ع� م� ری��س � �ات� م� .١۵.٢.١ �ع��ری��ف ت�
ری��م: دا م��ث��ب��ت م��ع��ی��ن (Σ)p×p ه��ر

۱
|
∑

|b
e

−tr((
∑

)−۱B)
۲ ≤ ۱

|B|b (۲b)
pbe−bp

ک��ه: اس��ت ب��رق��رار وق��ت��ی ف��ق��ط ت��س��اوی و

∑
=

۱
۲b

B.

آم��اری ت��ع��اری��ف ٣.١

�ه ب� �دل م� دو �ن ای� �اوت �ف� ت� �ی �ررس� وب� �ره �ی� �غ� �ت� �دم� �ن� چ� و �ه �ان� �دگ� �ن� چ� �ون �ی� �رس� رگ� �ا ب� �ر �ت� �ش� �ی� ب� �ی �ای� �ن� آش� �رای ب� �ش �خ� ب� �ن ای� در
اس��ت. ش��ده ب��رداش��ت [١٣] و [٨] ،[۵] ،[٢] از ب��خ��ش ای��ن م��ط��ال��ب م��ی�ش��ود. پ��رداخ��ت��ه آن�ه��ا م��ع��رف��ی
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(ک��لاس��ی��ک) چ��ن��دگ��ان��ه خ��ط��ی رگ��رس��ی��ون ال��گ��وی ١.٣.١

ب��ا م��ث��ال ب��رای ب��اش��د. y واب��س��ت��ه م��ت��غ��ی��ر ی��ک ب��ا ارت��ب��اط در م��س��ت��ق��ل، م��ت��غ��ی��ر p ،x۱, x۲, . . . , xp ک��ن��ی��د ف��رض

y = ب��ازار در م��ن��زل ف��ص��ل��ی ق��ی��م��ت

x۱ = رب��ع م�� م��ت��ر ب��ه زن��دگ��ی م��ح��ل م��س��اح��ت

x۲ = ش��ه��ری) م��ن��ط��ق��ه (ن��ش��ان�ده��ن��ده�ی م��ح��ل

x۳ = گ��ذش��ت��ه س��ال ش��ده ارزی��اب��ی ق��ی��م��ت

x۴ = رب��ع) م�� م��ت��ر ب��ه (ق��ی��م��ت س��اخ��ت��م��ان ک��ی��ف��ی��ت

و �ا xiه� �ه ب� �ی �ط� خ� �ورت ص� �ه ب� �ه ک� �ن �ی� �گ� �ان� �ی� م� �ک ی� از y �ه ک� �د �ن� �ی�ک� م� �ان �ی� ب� �ک، �ی� �لاس� ک� �ی �ط� خ� �ون �ی� �رس� رگ� �وی �گ� ال�
ن��ش��ده�ان��د، �ن��ظ��ور م� �و �گ� ال� در ک��ه �ای��ی �ی��ره� �غ� �ت� م� �ر �ای� س� اث��رات و �ی��ری ان��دازه�گ� خ��ط��ای �اط��ر خ� ب��ه �ه ک� ε �ادف��ی ت��ص� خ��ط��ای
ث��اب��ت م��ی�آی��د، ب��ه�دس��ت آزم��ای��ش از م��ح��ق��ق ت��وس��ط ک��ه م��س��ت��ق��ل م��ت��غ��ی��ره��ای م��ق��ادی��ر م��ی�ش��ود. س��اخ��ت��ه اس��ت واب��س��ت��ه
ک��ه م��ی�ش��ود گ��رف��ت��ه ن��ظ��ر در ت��ص��ادف��ی م��ت��غ��ی��ر ی��ک ص��ورت ب��ه واب��س��ت��ه) م��ت��غ��ی��ر ن��ت��ی��ج��ه در (و خ��ط��ا م��ی�ش��ون��د. ت��ل��ق��ی

م��ی�ش��ود. م��ش��خ��ص خ��اص ت��وزی��ع ف��رض�ه��ای از م��ج��م��وع��ه�ای وس��ی��ل��ه ب��ه آن رف��ت��ار
اس��ت: ص��ورت ای��ن ب��ه واب��س��ت��ه م��ت��غ��ی��ر ی��ک ب��ا خ��ط��ی رگ��رس��ی��ون ال��گ��وی ی��ک وی��ژه ب��ه

Y = β۰ + β۱x۱ + . . .+ βpxp + ε

�ه ک� �ردد �ی�گ� �رم� ب� �ت �ق� �ی� �ق� ح� �ن ای� �ه ب� �ی �ط� خ� �لاح �ط� اص� �ود. �ی�ش� م� �ی �رف� �ع� م� �ه �ان� �دگ� �ن� چ� �ون �ی� �رس� رگ� �وان �ن� ع� �ه ب� �و �گ� ال� �ن ای�
اس��ت. β۰, β۱, . . . , βp ن��ام��ع��ل��وم پ��ارام��ت��ره��ای از خ��ط��ی ت��اب��ع��ی ،Y م��ی��ان��گ��ی��ن

م��ی�آی��د: در زی��ر ص��ورت ب��ه ک��ام��ل ال��گ��وی ،xi رب��وط م�� م��ق��ادی��ر و y روی م��س��ت��ق��ل م��ش��اه��ده n داش��ت��ن ب��ا

Y۱ = β۰ + β۱x۱۱ + β۲x۱۲ + . . .+ βpx۱p + ε۱

Y۲ = β۰ + β۱x۲۱ + β۲x۲۲ + . . .+ βpx۲p + ε۲

...

Yn = β۰ + β۱xn۱ + β۲xn۲ + . . .+ βpxnp + εn (٢.١)

ب��اش��ن��د: زی��ر خ��واص دارای ب��ای��د خ��ط��ا ج��م��لات آن در ک��ه
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.١

E(εj) = ۰

.٢

V ar(εj) = σ۲(ث��اب��ت)

.٣

Cov(εj, εk) = ۰ j ̸= k j, k = ۱, . . . , n (٣.١)

ه��س��ت��ن��د.) ن��ام��ع��ل��وم σ۲ و β (پ��ارام��ت��ره��ای
م��ی�ش��ود: ن��وش��ت��ه زی��ر ص��ورت ب��ه ری��س��ی م��ات�� ن��م��اد ب��ا و

Y۱

Y۲

...
Yn

 =


۱ x۱۱ x۱۲ . . . x۱p

۱ x۲۱ x۲۲ . . . x۲p

... ... ... ...
۱ xn۱ xn۲ . . . xnp




β۰

β۱

...
βp

+


ε۱

ε۲
...
εn


ی��ا

Y(n×۱) = Xn×(p+۱)β(p+۱)×۱ + ε(n×۱)

در�م��ی�آی��د: زی��ر ص��ورت ب��ه ش��د. ب��ی��ان ٣.١ در ک��ه خ��واص��ی و

.١

E(ε) = ۰(n×۱)

.٢

Cov(ε) = E(εε
′
) = σ۲In×n
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ه��س��ت��ن��د. ن��ام��ع��ل��وم σ۲ و β پ��ارام��ت��ره��ای و
�ت. اس� β۰ �ت �اب� ث� �ه �ل� �م� ج� �رای ب� X �رح ط� �س ری� � �ات� م� اول �ون �ت� س� در �ک ی� �ود وج� �ه ک� �د �ی� �اش� ب� �ه �ت� داش� �ه �وج� ت�

ل��ذا ک��ن��ی��م. م��ع��رف��ی را xj۰ = ۱ ت��ص��ن��ع��ی م��ت��غ��ی��ر ک��اف��ی�ا�س��ت

β۰ + β۱xj۱ + β۲xj۲ + . . .+ βpxjp = β۰xj۰ + β۱xj۱ + . . .+ βpxjp

�ه ک� �ی �ال� ح� در اس��ت. �ه �وط� رب� � م� �ل �ق� �ت� �س� م� �ر �ی� �غ� �ت� م� �دار �ق� م� �ه ب� �وط رب� � م� �ده �اه� �ش� م� n �ام��ل ش� X ری��س � �ات� م� در �ون �ت� س� �ر ه�
م��ی�ش��ود. ش��ام��ل را jام آزم��ای��ش در م��س��ت��ق��ل م��ت��غ��ی��ره��ای ت��م��ام ب��ه رب��وط م�� م��ق��ادی��ر X jام س��ط��ر

�ون آزم� و �ان �ن� �ی� �م� اط� �ل �واص� ف� �ث �اح� �ب� م� در �ی ول� �ت اس� لازم �ار �ی� �س� ب� ٣.١ در �ا �ط� خ� �ه �ل� �م� ج� �ای �رض�ه� ف� �ه �رچ� اگ�
م��ی�ش��ود. اف��زوده ف��رض��ی��ات ب��ه ه��م ت��وأم ب��ودن ن��رم��ال ف��رض ف��رض��ی��ه�ه��ا

چ��ن��دم��ت��غ��ی��ره چ��ن��دگ��ان��ه رگ��رس��ی��ون ٢.٣.١

�رای ب� �ی �ف� ری� � �ع� ت� ١.٣.١ �ش �خ� ب� در �د. ش� �د �واه� خ� �ان �ی� ب� �ره �ی� �غ� �ت� �دم� �ن� چ� �ون �ی� �رس� رگ� �وم �ه� �ف� م� و �و �گ� ال� �ت �م� �س� ق� �ن ای� در
آم��ار ب��ا ک��م��ی آش��ن��ای��ی ک��ه آم��ار رب��ران ک��ا از �رخ��ی ب� ک��ه اس��ت چ��ی��زی ه��م��ان ای��ن و ش��د. م��ع��رف��ی چ��ن��دگ��ان��ه رگ��رس��ی��ون
�ی �ص� �ص� �خ� ت� �ای �ث�ه� �ح� ب� در �ی ول� �د. �ن� �اس� �ن� �ی�ش� م� �ره �ی� �غ� �ت� �دم� �ن� چ� �ون �ی� �رس� رگ� �وی �گ� ال� �وان �ن� ع� �ه ب� �اه �ب� �ت� اش� �ه ب� را آن �د دارن�
�ه �ت� داش� �ود وج� �ه �ت� �س� واب� �ر �ی� �غ� �ت� م� ی��ک از �ی��ش ب� �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ت �ب� �ح� ص� �ره �ی� �غ� �ت� �دم� �ن� چ� �ون �ی� �رس� رگ� از �ی �ان� زم� �ون، �ی� �رس� رگ�
اس��ت. م��دن��ظ��ر واب��س��ت��ه م��ت��غ��ی��ر چ��ن��د ب��ا م��س��ت��ق��ل م��ت��غ��ی��ر چ��ن��د ی��ا ی��ک ب��ی��ن راب��ط��ه��ی ب��ررس��ی دی��گ��ر ع��ب��ارت ب��ه ب��اش��د.
�وی �گ� ال� �ط �ق� ف� �ا �ج� �ن� ای� در �د. �اش� ب� �ده �ی� �چ� �ی� پ� �ار �ی� �س� ب� �ت اس� �ن �ک� �م� م� �ی �ل� ک� �ت �ال� ح� در �ره �ی� �غ� �ت� �دم� �ن� چ� �ون �ی� �رس� رگ� �وی �گ� ال�
�ای �ره� �ی� �غ� �ت� م� �ا ب� �ل �ق� �ت� �س� م� �ای) �ر(ه� �ی� �غ� �ت� م� �ن �ی� ب� �ه�ی �ط� راب� �ن��ی �ع� ی� �د. ش� �د �واه� خ� �رف��ی �ع� م� �ی �ط� خ� �ره �ی� �غ� �ت� �دم� �ن� چ� �ون��ی �ی� �رس� رگ�
از �ی �اص� خ� �ت �ال� ح� �ه �ان� �دگ� �ن� چ� �ی �ط� خ� �ون �ی� �رس� رگ� �ه ک� �ت اس� �ح واض� �ن �رای� �اب� �ن� ب� �ود. �ی�ش� م� �رض ف� �ی �ط� خ� �ه، �ت� �س� واب�
اس��ت. ش��ده اس��ت��ف��اده [١۴] و [٨] ، [٢] م��ط��ال��ب از ع��م��دت��اً ق��س��م��ت ای��ن در اس��ت. چ��ن��دم��ت��غ��ی��ره خ��ط��ی رگ��رس��ی��ون

چ��ن��دم��ت��غ��ی��ره خ��ط��ی رگ��رس��ی��ون

ای��ن در اس��ت. واب��س��ت��ه م��ت��غ��ی��ر m > ۱ ش��ام��ل ک��ه م��ی�ک��ن��د پ��ی��دا گ��س��ت��رش م��دل��ی ب��ه راح��ت��ی ب��ه چ��ن��دگ��ان��ه رگ��رس��ی��ون
از واب��س��ت��ه م��ت��غ��ی��ر m از ک��دام ه��ر ک��ه را م��س��ت��ق��ل م��ت��غ��ی��ر p و واب��س��ت��ه م��ت��غ��ی��ر m ب��ی��ن راب��ط��ه�ی م��دل�ب��ن��دی ق��س��م��ت،

م��ی�ک��ن��ی��م. ب��ررس��ی م��ی�ک��ن��د، پ��ی��روی خ��ودش خ��اص راب��ط��ه�ی
م��ی�ش��ون��د. ق��ل��م��داد چ��ن��دم��ت��غ��ی��ره رگ��رس��ی��ون از م��ث��ال�ه��ای��ی ع��ن��وان ب��ه زی��ر م��وارد

�ر �ی� �غ� �ت� م� ۵ �ا �ج� �ن� ای� در �ل��ف، �ت� �خ� م� روز n = ۴۲ در �وا ه� �ده �ن� آلای� m = ۵ �رای ب� �ری �ی� �دازه�گ� ان� �ای �اس�ه� �ی� �ق� م� .١
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�ر �ی� �غ� �ت� م� �وان �ن� ع� �ه ب� را �د �ی� �ورش� خ� �ور ن� �دت ش� و �اد ب� �درت ق� �ر �ت� �ارام� پ� p = ۲ �ده �ن� آلای� �ر ه� �رای ب� و �ه �ت� �س� واب�
ری��م. دا م��س��ت��ق��ل

�ای �ره� �ی� �غ� �ت� م� �وان �ن� ع� �ه ب� �ف �ل� �ت� �خ� م� درس m = ۳ در �رات �م� ن� درس؛ ک��لاس ی��ک �رای ب� �ی �ان� �ح� �ت� ام� �رات �م� ن� .٢
�ت��ق��ل، م��س� �ی��ره��ای �غ� �ت� م� �ن��وان ع� ب��ه دان��ش�آم��وز ه��ر ب��رای درآم��د و �ن��س ج� س��ن، �ت��ر پ��ارام� p = ۳ و �ت��ه، واب��س�

ن��ف��ره. n = ۳۰ ک��لاس ی��ک در

�ه ک� �وری ط� �ه ب� �د �اش� ب� �ه �ت� داش� �ل �ق� �ت� �س� م� �ای �ره� �ی� �غ� �ت� م� �ه �م� ه� �ا ب� �ی �ط� خ� �ه �ط� راب� ی��ک �ه �ت� �س� واب� �ر �ی� �غ� �ت� م� �ر ه� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �رض ف�
�ه �ل� �ی� وس� �ه ب� x۱, x۲, . . . , xp �ل �ق� �ت� �س� م� �ای �ره� �ی� �غ� �ت� م� �ا ب� Y۱, Y۲, . . . , Ym �ه �ت� �س� واب� �ای �ره� �ی� �غ� �ت� م� �وأم ت� �ه�ی �ط� راب�

ش��ود: ت��وج��ی��ه زی��ر راب��ط��ه�ه��ای

Y۱ = β۰۱ + β۱۱x۱ + . . .+ βp۱xp + ε۱

Y۲ = β۰۲ + β۱۲x۱ + . . .+ βp۲xp + ε۲

. . .

Ym = β۰m + β۱mx۱ + . . .+ βpmxp + εm

ه��م��ب��س��ت��گ��ی ی��ک �ت��ن��د. ن��ی��س� م��س��ت��ق��ل ه��م از م��ع��م��ولا خ��ودش��ان Y۱, Y۲, . . . , Ym واب��س��ت��ه م��ت��غ��ی��ره��ای ک��ه آن�ج��ا از
دارای ε = [ε۱, ε۲, . . . , εm]

′ �ای �ط� خ� �رداری ب� �ه�ی �ل� �م� ج� �ت. اس� �رار �رق� ب� �ا آن�ه� �ن �ی� ب� �س �ان� ری� �ووا ک� �ار �ت� �اخ� س� �ا ی�
�ا ب� �ب��ط �رت� م� خ��ط��ای �م��لات ج� رو ای��ن از اس��ت. V ar(ε) = Σ و E(ε) = ۰ �ی��ب �رت� ت� �ه ب� �ان��س ری� وا و �ی��ن �گ� �ان� �ی� م�
�ون �ی� �رس� رگ� در ε �ردار ب� �ا ب� �ردار ب� �ن ای� �ه ک� �ت اس� �ی �ه� �دی� ب� �د. �ن� �اش� ب� �ه �ت� �س� �ب� �م� ه� �ت اس� �ن �ک� �م� م� �ف، �ل� �ت� �خ� م� �ای �ه�ه� �ت� �س� واب�
م��ط��اب��ق��ت ک��لاس��ی��ک خ��ط��ی رگ��رس��ی��ون ال��گ��وی ب��ا ک��ه ن��م��اده��ای��ی پ��ای��ه�گ��ذاری ب��رای دارد. س��اخ��ت��اری ت��ف��اوت چ��ن��دگ��ان��ه
ب��رای م��س��ت��ق��ل م��ت��غ��ی��ره��ای م��ق��ادی��ر [xj۰, xj۱, . . . , xjp] ک��ن��ی��د ف��رض n ح��ج��م ب��ه ت��ص��ادف��ی ن��م��ون��ه ی��ک ب��رای ک��ن��د،
واب��س��ت��ه م��ت��غ��ی��ره��ای م��ق��ادی��ر �Yj = [Yj۱, Yj۲, . . . , Yjm] م��ی�ک��ن��ی��م ف��رض ده��د. ن��ش��ان را jام ف��رد ی��ا آزم��ای��ش
ک��ه ط��رح ری��س م��ات�� .(j = ۱,۲, . . . , n) ب��اش��ن��د، jام ف��رد ب��رای خ��ط��اه��ا ب��ردار εj = [εj۱, εj۲, . . . , εjm] و

م��ی�ب��اش��د: زی��ر ص��ورت ب��ه اس��ت م��خ��ت��ل��ف اف��راد ب��رای م��س��ت��ق��ل م��ت��غ��ی��ر م��ق��ادی��ر ش��ام��ل

Xn×(p+۱) =


x۱۰ x۱۱ . . . x۱p

x۲۰ x۲۱ . . . x۲p

... ... . . . ...
xn۰ xn۱ . . . xnp


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�ره �ی� �غ� �ت� م� �ک ی� �ون �ی� �رس� رگ� �وی �گ� ال� �ه ب� �وط رب� � م� �رح ط� �س ری� � �ات� م� �د �ن� �ان� م� �س ری� � �ات� م� �ن ای� �ی، �س� ری� � �ات� م� �اد �م� ن� �ه ب� �ه �وج� ت� �ا ب�
و �ا �ره� �ت� �ارام� پ� �ه، �ت� واب��س� �ره��ای �ی� �غ� �ت� م� �ه ب� رب��وط � م� ری��س�ه��ای � �ات� م� اس��ت. xj۰ = ۱ �ه ک� �م ری� دا �ه ت��وج� اس��ت. �ه �ان� �دگ� �ن� چ�

م��ی�ش��ون��د: ری��ف ت��ع�� ص��ورت ای��ن ب��ه ن��ی��ز خ��ط��ا ج��م��لات
واب��س��ت��ه: م��ت��غ��ی��ره��ای داده�ه��ای ری��س م��ات��

Yn×m =


Y۱۱ Y۱۲ . . . Y۱m

Y۲۱ Y۲۲ . . . Y۲m

... ... . . . ...
Yn۱ Yn۲ . . . Ynm

 =
[
Y(۱)|Y(۲)| . . . |Y(m)

]

م��ت��غ��ی��ر jام��ی��ن ب��ه رب��وط م�� س��ت��ون jام��ی��ن و م��ت��غ��ی��ره، چ��ن��د م��ش��اه��ده iام��ی��ن ب��ه رب��وط م�� س��ط��ر iام��ی��ن ری��س م��ات�� ای��ن در
اس��ت. س��ت��ون ام��ی��ن j م��ع��رف Y(j) و اس��ت. ش��ده گ��رف��ت��ه ان��دازه

رگ��رس��ی��ون: ض��رای��ب ری��س م��ات��

β(p+۱)×m =


β۰۱ β۰۲ . . . β۰m

β۱۱ β۱۲ . . . β۱m

... ... . . . ...
βp۱ βp۲ . . . βpm

 =
[
β(۱)|β(۲)| . . . |β(m)

]

رگ��رس��ی��ون��ی: خ��ط��اه��ای ری��س م��ات��

εn×m =


ε۱۱ ε۱۲ . . . ε۱m

ε۲۱ ε۲۲ . . . ε۲m
... ... . . . ...

εn۱ εn۲ . . . εnm

 =
[
ε(۱)|ε(۲)| . . . |ε(m)

]
=


ε
′

۱

ε
′

۲

...
ε
′

n


�ل��ف �ت� �خ� م� �ای �ض� اع� �ه ب� �وط رب� � م� �ای �ط� خ� �لات �م� ج� ε

′

n, . . . , ε
′

۲, ε
′

۱ �ی �ن� �ع� ی� ε ری��س � �ات� م� �ای �ره� �ط� س� �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ه �وج� ت�
ε(m), . . . , ε(۲), ε(۱) �ن��ی �ع� ی� ε ری��س � �ات� م� �ای �ون�ه� �ت� س� �ی ول� �د �ن� �ت� �س� ه� �ل �ق� �ت� �س� م� �م ه� از و �د �ی�ده� م� �ان �ش� ن� را �ه �ون� �م� ن�
ح��ال��ت در م��ی�ب��اش��ن��د. �ت��ه ه��م��ب��س� ل��ذا �ت��ن��د، ه��س� آم��اری واح��د ی��ک ی��ا ف��رد ی��ک از �ت��ل��ف م��خ� ان��دازه�گ��ی��ری m �ت��ن��اظ��ر م�
چ��ن��دگ��ان��ه خ��ط��ی رگ��رس��ی��ون ال��گ��وی در (ε۱, ε۲, . . . , εn)′ ب��ردار ه��م��ان ε ری��س م��ات�� ب��اش��د، ،m = ۱ اگ��ر خ��اص

ب��ود. خ��واه��د
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�اد �م� ن� �ا ب� را �ل �ق� �ت� �س� م� �ر �ی� �غ� �ت� م� p و �ه �ت� �س� واب� �ر �ی� �غ� �ت� م� m �ا ب� �ره �ی� �غ� �ت� �دم� �ن� چ� �ی �ط� خ� �ون �ی� �رس� رگ� �وی �گ� ال� �ه �ج� �ی� �ت� ن� در
ن��وش��ت: زی��ر ص��ورت ب��ه م��ی�ت��وان ری��س��ی م��ات��

Yn×m = Xn×(p+۱)β(p+۱)×m + εn×m (۴.١)

آن در ک��ه

E(ε(i)) = ۰, Cov(ε(i), ε(k)) = σikI; i, k = ۱,۲, . . . ,m (۵.١)

از �دات �اه� �ش� م� �ی ول� �ت اس� Σ = {σik} �س �ان� ری� �ووا ک� �س ری� � �ات� م� دارای jام �ش �ای� آزم� روی �ده�، �اه� �ش� م� m

�ی��م �ن� م��ی�ک� ف��رض �ی��ن �ن� ه��م�چ� و �ل��وم�ان��د ن��ام��ع� �ت��ره��ای پ��ارام� σik و β ای��ن�ج��ا در �ت��ه�ان��د. �ب��س� ن��اه��م� �ل��ف �ت� م��خ� آزم��ای��ش�ه��ای
ه��س��ت��ن��د. ص��ف��ر م��ی��ان��گ��ی��ن ب��ا ن��رم��ال ت��وأم��اً م��ت��غ��ی��ره��ای (ε) م��دل خ��ط��ا�ه��ای

ای��ن از س��ت��ون ی��ک ری��ان��س ری��ان��س-ک��ووا وا ری��س م��ات�� ه��س��ت��ن��د ن��اه��م��ب��س��ت��ه ε ری��س م��ات�� س��ط��ره��ای ک��ه آن�ج��ا از
م��ی�ب��اش��د. jام واب��س��ت��ه م��ت��غ��ی��ر ری��ان��س وا ،σjj ک��ه م��ی�ب��اش��د زی��ر ص��ورت ب��ه ق��ط��ری ری��س م��ات�� ی��ک ری��س، م��ات��

Cov(ε(j), ε(j)) = σjjI =


σjj ۰ . . . ۰

۰ σjj . . . ۰
... ... . . . ...
۰ ۰ . . . σjj

 ,∀i, j = ۱,۲, . . . ,m

م��ط��ل��ب ای��ن ب��ی��ان�ک��ن��ن��ده�ی ری��س م��ات�� ای��ن خ��ط��اه��ا، ت��وزی��ع ب��ودن ن��رم��ال ب��ه ت��وج��ه ب��ا م��ی�ک��ن��ی��م م��ش��اه��ده ک��ه ه��م��ان�ط��ور
σjj �اب��ت ث� �س� �ان� ری� وا دارای و �وده ب� �ل �ق� �ت� �س� م� �ر �گ� �دی� �ک� ی� از jام �ه �ت� �س� واب� �ر �ی� �غ� �ت� م� �ه ب� �وط رب� � م� �ای �اه� �ط� خ� �ه ک� �ت اس�

اس��ت. ن��م��ون��ه م��خ��ت��ل��ف اع��ض��ای ب��ه رب��وط م�� jام واب��س��ت��ه م��ت��غ��ی��ر ب��ه رب��وط م�� خ��ط��اه��ای ک��ه چ��را م��ی�ب��اش��ن��د.
�ه ب� �ادر م� �ن س� و �ه �ت� �س� واب� �ای �ره� �ی� �غ� �ت� م� �وان �ن� ع� �ه ب� �وزاد ن� �د ق� و وزن �ی��ن ب� �اط �ب� ارت� �ی �ررس� ب� در �ال، �ث� م� �وان �ن� ع� �ه ب�
�ردار ب� ε(۲) و وزن �ه �ت� �س� واب� �ر �ی� �غ� �ت� م� �ه ب� �وط رب� � م� �ای �ط� خ� �ردار ب� ε(۱) لا� �ث� م� �د �ی� �ن� ک� �رض ف� �ل، �ق� �ت� �س� م� �ر �ی� �غ� �ت� م� �وان �ن� ع�
�ر �ظ� ن� در را ۵.١ �ان��س ری� ک��ووا �ان��س ری� وا ری��س � �ات� م� ص��ورت ای��ن در �اش��د. ب� �د ق� �ه �ت� واب��س� �ی��ر �غ� �ت� م� �ه ب� رب��وط � م� �ط��ای خ�
خ��ط��اه��ای ک��ه اس��ت م��ط��ل��ب ای��ن ک��ن��ن��ده ب��ی��ان ری��ان��س ک��ووا ری��ان��س وا ری��س م��ات�� آن��گ��اه i = k = ۱ اگ��ر ری��م، م��ی�گ��ی��
م��ش��اه��دات ی��ع��ن��ی م��ی�ب��اش��ن��د، σ۱۱ ری��ان��س وا دارای و ب��وده م��س��ت��ق��ل ی��ک��دی��گ��ر از وزن واب��س��ت��ه م��ت��غ��ی��ر ب��ه رب��وط م��


