


کامپیوتر علوم و آمار ریاضͬ، دانشͺده

(جبر) ریاضͬ ارشد کارشناسͬ دریافت برای پایان�نامه

سه�تایی نیم�میدان�های

توسط:
حیدری سمیˁه

راهنما: استاد
سنگسری بهمنͬ رحمان دكتر

مشاور: استاد
اشرفͬ ناهید دکتر

۱۳۹۲ اسفند



پ

ৎقد৤مૡঙଘهآ৩ھاਪیਗ଒ی�ऒواঘند঴சداষند.
وৎقد৤م৮ଘدروماସభ୍م



ت

نتایج مالͺیت و نشر و طبع حق فرم

یا پایان�نامه کل صورت به برداری کپی .هرگونه مͬ�باشد آن نویسنده به متعلق پایان�نامه این تکثیر و چاپ ١-حق

مͬ�باشد. مجاز سمنان دانشͽاه پایه علوم دانشͺده کتابخانه یا نویسنده موافقت با تنها آن از بخشͬ

قابل ثالث شخص به دانشͽاه کتبی اجازه بدون و مͬ�باشد سمنان دانشͽاه به متعلق اثر این معنوی حقوق ٢-کلیه

نیست. واگذاری

نمͬ�باشد. مجاز مرجع ذکر بدون پایان�نامه در موجود نتایج و اطلاعات از استفاده همچنین



ث

١· · · ೯دایا
مˀردنͬ و نخورم حسرت است، گذشته زیستن برای که لحظه�ای بی�ثمری بر مرگ، لحظه در که کن عطا زیستͬ من به

مͬ�داری. دوست تو که آن�چنان اما کنم، انتخاب خود را، آن تا بͽذار نباشم. سوگوار بیهودگیش، بر که کن عطا

بزرگ لذت تنها تو پای به بردن رنج و تو بخاطر کشیدن زندانͬ تو، بخاطر دیدن شͺنجه که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

خسته�ام چشمان در امید برق که توست رهایی امید از مͬ�خندم، دل در من که توست شادی از است، من زندگͬ

بزنم. حرف خوب نمͬ�توانم مͬ�کنم. احساس ریه�هایم در را سعادت پاک هوای که توست خوشبختͬ از و مͬ�درخشد

دریاب. دریاب، کرده�ام پنهان افتاده، و ضعیف جمله�های و ساده کلمات زیر در که را شͽفتͬ نیروی

برانگیختن از من، نگاه در امیدی برق آوردن از من، لبان بر لبخندی تحمیل از زندگͬ که مͬ�دانند همه و مͬ�دانͬ تو

است. عاجز من، دل در شعفͬ موج

آموخت. خواهم خود را مردن چͽونه بیاموز، من به را زیستن چͽونه تو،

سͺوت، در فداکاری بی�پاداش، کار بی�سلاح، جهاد بی�همراه، رفتن نومیدی، در صبر شͺست، در تلاش توفیق من به

قناعت بی�خامͬ، گستاخͬ بی�نمود، خوبی بی�ریا، ایمان بی�نان، خدمت بی�نام، عظمت بی�عوام، مذهب بی�دنیا، دین

کن. روزی بداند، دوست بی�آنکه داشتن دوست و جمعیت انبوه در تنهایی بی�هوس، عشق بی�غرور،

شریعتͬ. علͬ دکتر از ١مناجاتͬ



ج

قدردانͬ و تشͺر

ادب و علم زیور به نمود، تعلیم وی به را اسماء و آفرید را انسان که سزاست را خدای بی�منتها ستایش و سپاس

را قلم و نمود آغاز اقراء را خاتم رسول به نازل آیات این او نهاد، او تارک بر کرمنا لقد تاج آن واسطه به و بیاراست

قرار. خویش سوگند دستمایه

و شمرده مغتنم را فرصت مͬ�رسانم، پایان به را تحصیل دوران از دیͽر مرحله�ای مهربان، خدای لطف با که اکنون

برده�ام بهره ومعرفتشان بذل سرچشمه از پایان�نامه این رسانیدن فرجام در که عزیزانͬ تمامͬ از مͬ�دانم لازم خود بر

بوده�اند، من مشوق و راهنما زندگͬ مراحل تمام در که مهربانم مادر و پدر از و مͬ�نمایم را قدردانͬ و تشͺر کمال

کنم. سپاس�گزاری

ژرف و دقت با نامه پایان مراحل تمام در که بهمنͬ دکتر آقای جناب ارجمندم و گرامͬ راهنمای استاد از همچنین

راهنمایی�های بدون ͷبی�ش مͬ�نمایم. قدردانͬ و تشͺر خالصانه فرمودند راهنماییم شͺیبایی و صبر متانت، نگری،

موفقیت و سعادت سلامت، توانا، خداوند از نبود. امͺان�پذیر پایان�نامه این تکمیل ایشان، حمایت�های و ارزشمند

خواستارم. را ایشان افزون روز

هم�چنین و معدن�شͺاف علͬ دکتر آقای جناب بزرگوار اساتید نیز و پایان�نامه مشاور استاد اشرفͬ دکتر خانم سرکار از

را تشͺر کمال گرفته�اند عهده بر را پایان�نامه این داوری و نموده�اند زحمت قبول که حدادی مهدیه دکتر خانم سرکار

خواستارم. را ایشان توفیق و سلامتͬ مهربان خدای از و دارم

حیدری

۱۳۹۲



چ

چͺیده

مفهوم گرچه مͬ�پردازیم. است، شده بیان [٧] در ٣ کار و ٢ دوتّا توسط بار اولین که سه�تایی نیم�حلقه مفهوم به ابتدا

مانند خاصͬ مفاهیم زیرا نیست دوتایی نیم�حلقه تعمیم صرفاً اما است دوتایی نیم�حلقه از تعمیمͬ سه�تایی نیم�حلقه

بیان سه�تایی نیم�حلقه K−ایدال و ایدال مفهوم ندارند. دوتایی نیم�حلقه در مشابهͬ که موجودند جانبی ایدال�های

منحصر سه�تایی نیم�حلقه در واحد عنصر هم�چنین، نیست. K−ایدال ͷی لزوماً ایدالͬ هر که داده�ایم نشان و شده

سه�تایی نیم�حلقه که داده�ایم نشان و کرده معرفͬ سه�تایی نیم�حلقه� ͷی عنوان به را Z−
۰ مجموعه سپس نیست. بفرد

نیم�حلقه�های ماکسیمال و نیم�اول و اول ایدال�های به مربوط قضایای و مفاهیم این، بر علاوه است. نوتری ،Z−
۰

و Z+
۰ دوتایی نیم�حلقه ماکسیمال و نیم�اول اول، (K−ایدال�های) ایدال�های بین ارتباط و نموده ذکر را سه�تایی

ͷی در منفرد ایدال و سه�تایی نیم�میدان سه�تایی، صحیح نیم�حوزه آن از پس کردیم. بیان را Z−
۰ سه�تایی نیم�حلقه

کرده�ایم ثابت سرانجام و کرده�ایم بیان را آن�ها به مربوط قضایای و مثال�ها هم�چنین، و کرده معرفͬ را �سه�تایی نیم�حلقه

،[٩] ،[٨] ،[٧] ،[۶] بر مبتنͬ نامه پایان این است. موروثͬ نیم�اول، (منفرد) نامنفرد سه�تایی نیم�حلقه�های کلاس

مͬ�باشد. [١٩] و [١٨] ،[١٧] ،[١٠]

کلیدی: واژگان

نیم�حلقه منفرد؛ سه�تایی نیم�حلقه پوچ؛ سه�تایی نیم�حلقه منفرد؛ راست ایدال اساسͬ؛ راست ایدال K−ایدال؛ ایدال؛

نیم�یͺریختͬ. سه�تایی؛ نیم�میدان سه�تایی؛ نیم�مدول نامنفرد؛ سه�تایی

٢T. K. Dutta
٣S. Kar
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مقدمه

حلقه مفهوم آن از پس شد. مطرح [٢٠] در ۴ لهمر توسط ۱۹۳۲ سال در بار اولین سه�تایی، نیم�گروه�های مفهوم

تحت که جمعͬ آبلͬ گروه ͷی از است عبارت سه�تایی حلقه گردید. بیان ۱۹۷۱ سال در ۵ لیستر توسط سه�تایی

مطالعه برای باشد. جانبی) و (راست چپ توزیع�پذیری و شرکت�پذیری خاصیت دارای و بوده بسته سه�گانه ضرب

شود. مراجعه [٢١] به سه�تایی حلقه�های ویژگͬ�های بیشتر

به سه�تایی نیم�حلقه�های واقع در گردید. مطرح ۲۰۰۳ سال در ٧ کار و ۶ دوتّا توسط سه�تایی نیم�حلقه�های مفهوم

است ذکر قابل است. شده بیان دوتایی نیم�حلقه�های و لیستر توسط شده مطرح سه�تایی حلقه�های از تعمیمͬ عنوان

نیم�حلقه�های در که دوواحد عنصر و جانبی ایدال�های هم�چون هستند جدیدی مفاهیم دارای سه�تایی نیم�حلقه�های که

نیستند. تعریف قابل دوتایی

معرفͬ را Z+ ایدال�های [١] در آن�ها شد. مطرح ۱۹۷۳ سال در ٩ دال و ٨ آلن توسط Z+ نیم�حلقه ایدال�های نظریه

توسط مفاهیم این ۲۰۱۱ سال در است. نوتری Z+ نیم�حلقه که دادند نشان و نموده مطرح را آ�ن�ها ویژگͬ�های و

توسط حلقه�هایی چنین این ویژگͬ و اول قویاً حلقه مفهوم هم�چنین، شد. داده تعمیم Z−
۰ سه�تایی نیم�حلقه� به کار

شد. مطرح ۱۹۷۵ سال در ١١ لاورنس و ١٠ هندلمن

۴D. L. Lehmer
۵W. G. Lister
۶T. K. Dutta
٧S. Kar
٨P. J. Allen
٩L. Dale
١٠Handelman
١١Lawrence

ذ



ر مقدمه

کار، آن از پس نمودند. بیان ۲۰۱۰ سال در را (راست) اول قویاً نیم�حلقه�های ویژگͬ�های از برخͬ ١٢ داس و دوتّا

دادند. تعمیم سه�تایی نیم�حلقه�های به را مفاهیم این ١۴ مندال و ١٣ سیرکار

دوتّا، سپس نمودند. مطرح [١۴] در را نامنفرد و منفرد حلقه�های ویژگͬ ١۶ ͬͺپوسزیلوس و ١۵ فرˁیرو ۱۹۹۵ سال در

١٨ اینگاله و ١٧ چادهاری هم�چنین، کردند. مطرح ۲۰۱۲ سال در را نامنفرد و منفرد سه�تایی نیم�حلقه�های مندال و کار

منفرد) نامنفرد( سه�تایی نیم�حلقه�های و منفرد ایدال�های خارج�قسمتͬ، سه�تایی نیم�حلقه و همریختͬ ایدال�ها، ویژگͬ

نمود. مراجعه [١٣] و [٣] به مͬ�توان بیشتر مطالعات برای دادند. قرار مطالعه مورد را

ایدال�های سپس مͬ�گردد. بیان مثال�هایی، ارائه با سه�تایی نیم�حلقه�های زمینه در پایه مفاهیم ابتدا پایان�نامه، این در

ایدال�های که شد خواهد داده نشان و گرفته نظر در مͬ�شود نامیده M−ایدال و T−ایدال که را Z−
۰ سه�تایی نیم�حلقه

ایدال�ها بین ارتباط بیان و معرفͬ به ادامه در است. نوتری Z−
۰ سه�تایی نیم�حلقه هم�چنین، و متناهͬ�اند پایه دارای Z−

۰

پس شد. خواهد پرداخته Z−
۰ سه�تایی نیم�حلقه و Z+

۰ دوتایی نیم�حلقه ماکسیمال و نیم�اول و اول K−ایدال�های و

سه�تایی نیم�حلقه و منفرد ایدال�های پایان در مͬ�گردد. بیان سه�تایی نیم�میدان و سه�تایی صحیح نیم�حوزه مفهوم آن از

شد. خواهد ذکر آن�ها به مربوط قضایای و مثال�ها و داده قرار بررسͬ مورد را نامنفرد و منفرد

١٢M. L. Das
١٣J. Sircar
١۴S. Mandal
١۵K. Ferrero
١۶E. R. Puczylowski
١٧J. N. Chaudhari
١٨K. J. Ingale



١ فصل

اساسͬ مفاهیم و تعاریف

گرفته قرار پایان�نامه این استناد مورد که اولیه قضایای و تعاریف از برخͬ تا است شده آن بر تلاش حاضر فصل در

مͬ�گردد بیان سه�تایی نیم�حلقه K−ایدال و ایدال سپس و سه�تایی (حلقه) نیم�حلقه مفهوم آغاز در شود. ذکر است،

ناتهͬ خانواده اشتراک هم�چنین، و نیست K−ایده�ال لزوماً ایدال هر که مͬ�شود داده نشان نقضͬ مثال ارائه با و

سه�تایی، نیم�حلقه K−ایدال�های از دلخواهͬ تعداد اجتماع اما است K−ایدال سه�تایی، نیم�حلقه K−ایدال�های از

خواهد اساسͬ کاربرد سوم فصل در که مͬ�گردد بیان بورن سه�تایی هم�نهشتͬ مفهوم نهایت در و نیست K−ایدال

شده�اند. برگرفته [١٨] ،[١٠] ،[٨] ،[٧] ،[٢] مراجع، از فصل این در شده ارائه مفاهیم داشت.

مثال�ها و تعاریف ١.١

نیم�حلقه سه�تایی، ضرب ͷی و جمعͬ دوتایی عمل ͷی با همراه را S ناتهͬ مجموعه ([٧] ،١.٢) .١.١.١ تعریف

باشد: برقرار زیر شرایط a, b, c, d, e ∈ S هر ازای به و باشد جمعͬ جابجایی نیم�گروه S هرگاه گوییم سه�تایی

،(abc)de = a(bcd)e = ab(cde) (١

،(a+ b)cd = acd+ bcd (٢

،a(b+ c)d = abd+ acd (٣

.ab(c+ d) = abc+ abd (۴

١



٢ اساسͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

هر به�ازای حال باشد. f : X −→ R− توابع مجموعه� S و دلخواه مجموعه�ای X کنیم فرض [٧] .٢.١.١ مثال

صورت به S روی سه�تایی ضرب و دوتایی عمل تعریف با ،x ∈ X و f, g, h ∈ S

(f + g)(x) = f(x) + g(x) و (fgh)(x) = f(x)g(x)h(x).

است. سه�تایی نیم�حلقه ،S مجموعه

و دوتایی جمع عمل با S۱ صورت این در .S۱ = {r
√

۲ : r ∈ Q+} کنیم فرض ([٩] ،٣.٢) .٣.١.١ مثال

است. سه�تایی نیم�حلقه� ͷی معمولͬ سه�تایی ضرب

دوتایی جمع عمل با S۲ صورت این در .S۲ = {ri : r ∈ R, i =
√
−۱} کنیم فرض ([٩] ،۴.٢) .۴.١.١ مثال

است. سه�تایی نیم�حلقه� سه�تایی ضرب و

نیم�حلقه روی n× n مربعͬ ماتریس�های مجموعه ،Mn(S) و سه�تایی نیم�حلقه S کنیم فرض [١٨] .۵.١.١ مثال

Mn(S) به متعلق C = (cij)n×n و B = (bij)n×n ،A = (aij)n×n کنیم فرض هم�چنین، باشد. S سه�تایی

صورت به سه�تایی ضرب و دوتایی جمع عمل تعریف با باشند.

۱) (aij)n×n + (bij)n×n = (aij + bij)n×n,

۲) (aij)n×n(bij)n×n(cij)n×n = (dij)n×n. (dij =
∑

aikbklclj , ۱ 6 i, j, k, l 6 n )

است. سه�تایی نیم�حلقه Mn(S) مجموعه

صورت این در باشد. سه�تایی نیم�حلقه S کنیم فرض ([٧] ،٢.٢) .۶.١.١ تعریف

جابجایی سه�تایی نیم�حلقه را S آن�گاه .abc = bac = bca باشیم داشته a, b, c ∈ S هر ازای به اگر (١

مͬ�نامیم.

مͬ�نامیم. جانبی جابجایی سه�تایی نیم�حلقه را S آن�گاه .abc = cba باشیم داشته a, b, c ∈ S هر ازای به اگر (٢

.abc = acb = cba = cab ،a, b, c ∈ S هر برای آن�گاه باشد، جابجایی S سه�تایی نیم�حلقه هرگاه .٧.١.١ تذک͓ر



٣ اساسͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

هر ازای به اگر باشد. ۰ مانند عنصری دارای S و سه�تایی نیم�حلقه S کنیم فرض ([٧] ،٣.٢) .٨.١.١ تعریف

گوییم. S سه�تایی نیم�حلقه صفر عنصر را «۰» آن�گاه ،x+ ۰ = x و ۰xy = x۰y = xy۰ = ۰ ،x, y ∈ S

مͬ�نامیم. صفر با سه�تایی نیم�حلقه را S حالت، این در

موجودند نیم�حلقه�هایی اما نباشد ضربی همانͬ عنصر ͷی شامل است ممͺن سه�تایی نیم�حلقه ͷی .٩.١.١ تذک͓ر

مͬ�باشند. زیر مفهوم به همانͬ عناصر شامل که

, e۱ و n مانند طبیعͬ� عدد هرگاه است، همانͬ عنصر دارای S سه�تایی نیم�حلقه ([٧] ،۴.٢) .١٠.١.١ تعریف

،x ∈ S هر ازای به که طوری به باشند موجود S از عناصری fn, · · · , f۲, f۱ و en, · · · , e۲

n∑
i=۱

eifix =
n∑

i=۱

eixfi =
n∑

i=۱

xeifi = x. (١.١)

صورت به را S همانͬ عنصر منظور این برای مͬ�باشد ترتیب دارای fi و ei گرفتن قرار فوق رابطه در چون

{(ei, fi) ∈ S × S (i = ۱,۲, ..., n)}

مͬ�دهیم. نمایش

کنید. توجه زیر مثال به نیست. بفرد منحصر سه�تایی نیم�حلقه ͷی در همانͬ عنصر

f۲ =
۳

۲
, f۱ = ۱ و e۲ =

۱

۳
, e۱ =

۱

۲
مͬ�توان لذا .n = ۲ کنیم فرض ،Q+ سه�تایی نیم�حلقه در .١١.١.١ مثال

صورت این در گرفت نظر در

۲∑
i=۱

eifix = e۱f۱x+ e۲f۲x =
۱

۲
· ۱ · x+

۱

۳
· ۳
۲
· x = x.

بنابراین است جابجایی Q+ سه�تایی نیم�حلقه چون

۲∑
i=۱

eifix =
۲∑

i=۱

eixfi =
۲∑

i=۱

xeifi = x.



۴ اساسͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

گرفت نظر در f۳ =
۴

۳
, f۲ = ۱, f۱ =

۲

۳
و e۳ =

۱

۴
, e۲ =

۱

۳
, e۱ =

۱

۲
مͬ�توان لذا .n = ۳ کنیم فرض حال

صورت این در

۳∑
i=۱

eifix = e۱f۱x+ e۲f۲x+ e۳f۳x =
۱

۲
· ۲
۳
· x+

۱

۳
· ۱ · x+

۱

۴
· ۴
۳
· x = x.

جابجایی خاصیت بنابر

۳∑
i=۱

eifix =
۳∑

i=۱

eixfi =
۳∑

i=۱

xeifi = x.

است. همانͬ عنصر ͷی از بیش دارای Q+ سه�تایی نیم�حلقه بنابراین

صفر با جابجایی سه�تایی نیم�حلقه ͷی سه�تایی، ضرب و معمولͬ جمع عمل با Z−
۰ مجموعه [٧] .١٢.١.١ مثال

مͬ�باشد. (−۱,−۱) آن همانͬ عنصر و است

مͬ�گیریم. نظر در صفر با سه�تایی نیم�حلقه را S سه�تایی نیم�حلقه پس، این از .١٣.١.١ قرارداد

مجموعه صورت این در باشند. S از مجموعه�هایی زیر A,B,C کنیم فرض [٧] .١۴.١.١ نمادگذاری

{ n∑
i=۱

aibici
∣∣ ai ∈ A, bi ∈ B, ci ∈ C, n ∈ N

}

مͬ�دهیم. نمایش ABC نماد با را

،x ∈ S هر ازای به هرگاه گوییم دوواحد عنصر را S سه�تایی نیم�حلقه از e عنصر ([٧] ،١١.٢) .١۵.١.١ تعریف

.eex = xee = x

است. �واحد دو عنصر ͷی Z−
۰ در −۱ عنصر ١٢.١.١ مثال به توجه با

مجموعه ،abcصورت به سه�تایی ضرب تعریفعمل با باشد. b مزدوج b و a, b, c ∈ C فرضکنیم .١۶.١.١ مثال

است. ۱ عدد آن دوواحد عنصر که مͬ�باشد سه�تایی نیم�حلقه ͷی مختلط اعداد



۵ اساسͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

،x ∈ S هر ازای به هرگاه گوییم واحد عنصر را S سه�تایی نیم�حلقه در e عنصر ([١٠] ،٣) .١٧.١.١ تعریف

.eex = exe = xee = x

مͬ�شود. ارائه واحد عنصر درباره زیر گزاره حال

،x, y ∈ S هر برای آن�گاه باشد، S سه�تایی نیم�حلقه واحد عنصر e اگر ([١٠] ،١) .١٨.١.١ گزاره

.exy = xey = xye

ازای به ،١٧.١.١ تعریف به توجه با صورت این در باشد. S سه�تایی نیم�حلقه واحد عنصر ،e کنیم فرض برهان.

،x, y ∈ S هر

xye = (exe)ye = ex(eye) = exy (١)

و

xye = x(eye)e = xe(yee) = xey (٢)

.exy = xey = xye نتیجه، در

تعریف زیر صورت به سه�تایی نیم�حلقه ͷی از دوطرفه) و جانبی (راست، چپ ایدال و سه�تایی زیرنیم�حلقه اکنون

مͬ�گردد.

به هرگاه گوییم سه�تایی زیرنیم�حلقه را S سه�تایی نیم�حلقه از T جمعͬ زیر�نیم�گروه ([١٠] ،۴) .١٩.١.١ تعریف

.t۱t۲t۳ ∈ T ،t۱, t۲, t۳ ∈ T هر ازای

مͬ�باشد. Z−
۰ از سه�تایی زیرنیم�حلقه ͷی T = {−۳k |k ∈ N} ∪ {۰} مجموعه .٢٠.١.١ مثال

گوییم S از جانبی) (راست، چپ ایدال را S سه�تایی نیم�حلقه از I جمعͬ زیر�نیم�گروه ([٧] ،۵.٢) تعریف٢١.١.١.

.( s۱is۲ ∈ I و is۱s۲ ∈ I ترتیب (به s۱s۲i ∈ I باشیم داشته i ∈ I و s۱, s۲ ∈ S هر ازای به هرگاه

ایدال ͷی همزمان I اگر باشد. راست و چپ ایدال هرگاه است S سه�تایی نیم�حلقه از دوطرفه ایدال I هم�چنین،

مͬ�نامیم. S از ایدال ͷی Iرا آن�گاه باشد، S از جانبی و راست چپ،



۶ اساسͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

نیم�حلقه از ایدال ͷی Tn = {t ∈ Z−
۰ |t ≤ n} ∪ {۰} مجموعه� آن�گاه .n ∈ Z−

۰ کنیم فرض .٢٢.١.١ مثال

است. Z−
۰ سه�تایی

است. سه�تایی زیرنیم�حلقه ͷی سه�تایی نیم�حلقه جانبی) (راست، چپ ایدال هر .٢٣.١.١ تذک͓ر

کنیم فرض هم�چنین باشد. S سه�تایی نیم�حلقه از جانبی) (راست، چپ ایدال I کنیم فرض برهان.

سه�تایی زیرنیم�حلقه I لذا .i۱i۲i۳ ∈ I پس است چپ ایدال I و i۱, i۲ ∈ S چون صورت این در .i۱, i۲, i۳ ∈ I

بود. Sخواهد از

کنید. توجه زیر مثال به نیست. برقرار ،٢٣.١.١ تذک͓ر عکس

مجموعه .٢۴.١.١ مثال

T۱ =


 a b

۰ c

 : a, b, c ∈ Z−
۰


نیست. آن از ایدال ͷی اما است M۲×۲(Z−

۰ ) از سه�تایی زیرنیم�حلقه��ی

ایدال I صورت این در باشد. e واحد عنصر دارای سه�تایی نیم�حلقه S کنیم فرض ([٢] ،٢.١) .٢۵.١.١ گزاره

باشد. S از چپ و راست ایدال ،I اگر فقط و اگر است S از جانبی

آن�گاه .i ∈ I و s۱, s۲ ∈ S اگر باشد. S از جانبی ایدال I کنیم فرض برهان.

is۱s۲ = (eei)s۱s۲ = e(eis۱)s۲ ∈ I, (eis۱ ∈ I)

است. S از چپی ایدال I مشابه، طور به هم�چنین است. S سه�تایی نیم�حلقه از راستͬ ایدال Iبنابراین

آن�گاه ،i ∈ I و s۱, s۲ ∈ S اگر باشد. S راست و چپ ایدال I کنیم فرض برعکس،

s۱is۲ = s۱(eie)s۲ = s۱e(ies۲) (i۱ = ies۲ ∈ Iپس است راست ایدال I)

= s۱ei۱ ∈ I. است.) چپ (Iایدال

است. جانبی ایدال I لذا



٧ اساسͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

عنصر دارای سه�تایی صورتM۲×۲(S)نیم�حلقه این در .S = (Z−
۰ ,+, .) فرضکنیم ([٢] ،١.١) .٢۶.١.١ مثال

مجموعه است.

 −۱ ۰

۰ −۱

واحد

I =


 a b

۰ ۰

 : a, b ∈ S


M۲×۲(S) از جانبی ایدال I ،٢۵.١.١ گزاره طبق و نیست آن از چپی ایدال اما است M۲×۲(S) از راستͬ ایدال

بود. نخواهد

است دوطرفه ایدال I صورت این در باشد. e واحد عنصر دارای S سه�تایی نیم�حلقه کنیم فرض .٢٧.١.١ تذک͓ر

باشد. جانبی ایدال I اگر فقط و اگر

است. بدیهͬ ٢۵.١.١ گزاره و ٢١.١.١ تعریف بنابر برهان.

از ناتهͬ خانواده {Iα}α∈Λ هم�چنین، باشد. S سه�تایی نیم�حلقه از مجموعه�ای زیر X کنیم فرض .٢٨.١.١ تعریف

چپ ایدال
∩

α∈Λ Iα صورت این در Xاند. شامل که باشد S در جانبی) و دوطرفه (راست، چپ ایدال�های تمام

مͬ�دهیم. نشان ⟨X⟩ نماد با را ایدال این مͬ�شود. نامیده X توسط شده تولید جانبی) و دوطرفه (راست،

بیان a دلخواه عنصر ͷی توسط شده تولید سه�تایی، نیم�حلقه جانبی) و دوطرفه چپ(راست، ایدال زیر گزاره در

مͬ�شود.

صورت این در .a ∈ S و سه�تایی نیم�حلقه S کنیم فرض ([١٠] ،٢) .٢٩.١.١ گزاره

نماد با و نامیده a توسط شده تولید اصلͬ چپ ایدال را آن و است چپ ایدال ͷی SSa + N۰a مجموعه الف)

مͬ�دهیم. نشان ⟨a⟩l

نماد با و نامیده a توسط شده تولید اصلͬ راست ایدال را آن و است راست ایدال ͷی aSS+N۰a مجموعه ب)

مͬ�دهیم. نشان ⟨a⟩r



٨ اساسͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

شده تولید اصلͬ دوطرفه ایدال را آن و است دوطرفه ایدال ͷی SSa+ aSS + SSaSS +N۰a مجموعه پ)

مͬ�دهیم. نشان ⟨a⟩t نماد با و نامیده a توسط

a توسط شده تولید اصلͬ جانبی ایدال را آن و است جانبی ایدال ͷی SaS + SSaSS + N۰a مجموعه ت)

مͬ�دهیم. نشان ⟨a⟩m نماد با و نامیده

توسط شده تولید اصلͬ ایدال را آن و است ایدال ͷی SSa+ aSS + SaS + SSaSS +N۰a مجموعه ث)

مͬ�دهیم. نشان ⟨a⟩ نماد با و نامیده a

است. بدیهͬ برهان.

ایدال بͽیریم، نظر در را M۲×۲(Z−
۰ ) سه�تایی نیم�حلقه .٣٠.١.١ مثال

I =


 a ۰

b ۰

 : a, b ∈ Z−
۰



است.

 −۱ ۰

−۱ ۰

 توسط شده تولید چپ ایدال

آن�که حال نیست. واحد عنصر دارای E−
۰ بͽیریم. نظر در را E−

۰ منفͬ زوج اعداد سه�تایی نیم�حلقه .٣١.١.١ مثال

صورت به (−۲) عنصر توسط شده تولید چپ ایدال

⟨−۲⟩l =
{
s۱s۲(−۲) + n(−۲)

∣∣s۱, s۲ ∈ E−
۰ , n ∈ N۰

}
=

{
۰,−۲,−۴, · · ·

}

مͬ�باشد.

،y ∈ I و x ∈ S هر ازای به هرگاه نامیم، K−ایدال را S سه�تایی نیم�حلقه از I ایدال ([٧] ،۶.٢) تعریف٣٢.١.١.

.x ∈ I که گرفت نتیجه بتوان x+ y ∈ I از

است. K−ایدال ͷی I = {−۳n|n ∈ Z+
۰ } مجموعه ،Z−

۰ سه�تایی نیم�حلقه در .٣٣.١.١ مثال


