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4�� ;-" ��� ���1 �# �� !�� �$ %� �' �� �-� �'�# 0�� ��� � ��' �A� �� �C� %� �' �

M��� � ��� ��� ���

����	
�� ! ��% ! ����	
 B(X) ( ����
 !��� �� (X, d) ���$ ��� ��(� ������
���� ���$ �
 ���� A,B ∈ B(X) !��� �"��� X � ����� �� � ���$ !�%

D(A,B) := inf{d(a, b); a ∈ A, b ∈ B},

δ(A,B) := sup{d(a, b); a ∈ A, b ∈ B}.

��"�#�� ��
 �� R �� �� � ��� ��� ���
  �� �% ����	
 !�� � ���$ !�� ���� �� (�(� ��&"�
#�� �� B = {$} ( A = {n;n ∈ N} %&
 "���� � �� � ���$ B � � A !�% ����	
 � �' � (��")


��� ��
 �� �$ ��� �
 ����� �� � sup *��+

�δ(A,B) = δ(a,B) ��,��� �
 �"��� {a} !��� �� ! ����	
 A �� � 6�(� ��&"�

δ(A,B) = d(a, b) ��,��� �
 �"��� {b} !��� �� ! ����	
-�� B�� �

! ��% ! ����	
 CB(X) #��. �% "��� ����
 !��� �� (X, d) ���$ ��� ��(� ������
���� ���$ �
 ���� A,B ∈ CB(X) !��� �"��� X � ����� ! ��,� ( �� � ���$ !�% ����	
��

H(A,B) := max{sup
x∈A

D(x,B), sup
y∈B

D(y,A)}.

.D(A,B) ≤ H(A,B) ≤ δ(A,B) ���� �A,B ∈ CB(X) �% !��� ��(� ��&"�
 ���� � �


H(A,B) = max{sup
x∈A

D(x,B), sup
y∈B

D(y,A)}

!� y / ∈ B #� � . �% sup
x∈A

D(x,B) = D(x /, B)
�$ !��0 �� ��� � ��1( !� x / ∈ A ���0 �

�� �$ �
 ��� 2#� 
 ��#$ � #���$ �("� � sup
y∈B

D(y,A) = D(y /, A)
�$ !��0 �� ��� � ��1(



�� ���� ���� ��	 
� � ��


H(A,B) = D(x /, B)

� $ !�� 0 � � � �� �� 1� 
 b / ∈ B � � �D(x /, B) = inf{d(x /, b); b ∈ B} � �� 0 �


D(x /, B) = d(x /, b /)

���� �D(A,B) = inf{d(a, b); a ∈ A, b ∈ B} �$ #�� ( inf
���� �� �1�� �� ��)

D(A,B) = inf{d(a, b); a ∈ A, b ∈ B} ≤ d(x /, b /) =⇒ D(A,B) ≤ H(A,B)


H(A,B) ≤ δ(A,B) ��%� �
 ���� ��)

( H(A,B) = D(x /, B)
�$ !�� ��� �� �1�� �� �δ(A,B) = sup{d(a, b); a ∈ A, b ∈ B} ���� � �


���� � sup
���� #���� �� � �� ��

d(x /, b /) ≤ sup{d(a, b); a ∈ A, b ∈ B} =⇒ H(A,B) ≤ δ(A,B).

��+� 
x ∈ A �� � ���� ( �� � D(x,A) = $ ��(� ��&"�
����
��
�� �
 ��("��% ����
 �� �� �$ ��� CB(X) !(� ����
 �� H ���� ��(� ���

�*����
.H(A,B) = $�* � �<�� � �* �A = B ;-"� # !�6� �$ H(A,B) ≥ $
�� �G��

B�.� � x ∈ A ��D D(x,B) = $ �x ∈ A � " 0�� � �'�� %� �' �H(A,B) = $ ;-� 	 �� � ��/ � �
B�.� � y ∈ B ��D D(y,A) = $ �y ∈ B �" 0�� � ��� � � .A ⊆ B %� �� � ��� �x ∈ B = B ��	 #

.A = B ;��-* # �.-/� �$ .B ⊆ A %� ��� ��� y ∈ A = A ��	 #
�'�� %� �' � �A = B ;-�	 ��� �� 

H(A,B) = max{ sup
x∈A=B

D(x,B), sup
y∈B=A

D(y,A)}

�/2� A � y ∈ A
!�� ��� � � 4D(x,B) = $�A� %� � � x ∈ B ��D 
� � �/2� B � x ∈ B

!��

.H(A,B) = $ ;��-* # �.-/� %� ��� ��� �D(y,A) = $�A� %� � � y ∈ A ��D 
� �
4
� � <��� H(A,B) = H(B,A) 0 �F� �' �'��

;-"� # !�6� �� 

∀A,B,C ∈ CB(X);H(A,C) ≤ H(A,B) +H(B,C)



�� ���� ���� ��	 
� � ��

�;-� �� #

H(A,C) = max{sup
x∈A

D(x,C), sup
z∈C

D(z,A)}

;�' �� d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) 0 �F� �' � � z ∈ C �� 
�2� inf %/��* �� �� 

D(x,C) ≤ d(x, y) +D(y,C)

;�' �� ��� 0 �F� �' � � y �� 
�2� inf %/��* ��

Dx∈A(x,C) ≤ D(x,B)x∈A + inf
y∈B

D(y,C)

%� ��� ��� D(x,B)x∈A ≤ sup
x∈A

D(x,B) � inf
y∈B

D(y,C) ≤ sup
y∈B

D(y,C)
!�� �� 

D(x,C)x∈A ≤ sup
x∈A

D(x,B) + sup
y∈B

D(y,C)

;��-* # �.-/� �

sup
x∈A

D(x,C) ≤ H(A,B) +H(B,C)

;�' �� �� �6# '�� ��

sup
z∈C

D(z,A) ≤ H(A,B) +H(B,C)

%� ��� ����

max{sup
x∈A

D(x,C), sup
z∈C

D(z,A)} ≤ H(A,B) +H(B,C)

. ��D

H(A,C) ≤ H(A,B) +H(B,C). 2

���� 
��� CB(X) !(� (
�$ ����
 H &�� �� "��� X !(� (
�$ ����
 d �� � ��(� ��&"�



�+ ���� ���� ��	 
� � ��

���� 
��
�� �
 !� ����	
 ����� �� �� CB(X) !�� �� X � ���� �% ��(� ������
&��� % �� ��� F !� ����	
 ���� � ��� � ! �� � � �� �� x ∈ X ! �� � � ���(� ������

����
.x ∈ Fx

>�� ���A�� D��A# 
� �� �F+� ���A� �� ��� ���A� >�* !1 ���� 0' ��+# ��
F �* � ��� ���A� ' �

4��� # !�2=� �	�� �� ����

! ��% !��� &�� �% ����� ������� ����� �� �� F : X −→ CB(X) ����� ���(� ������
��������� ����� $≤ L < �!��� ( x, y ∈ X

H(Fx,Fy) ≤ Ld(x, y).

F &�� �� �"��� $≤ L < ����� �� ������� ����� �� F : X −→ CB(X) �� � �(�(� ��&"�

��� �����'� ! ������

�*����
���� � δ = ε

L ������ �� "��� &"� &��� ε > $ ���$ ���

∀x, y ∈ X d(x, y) < δ =⇒ H(Fx,Fy) < Lδ = ε. 2

������� ����� �� ���"� �
(-	 "��� �����'� ! ������ F : X −→ CB(X) �� � �6�(� ��&"�

"���


���$ ������ F (x) = {x} ��� ���$

����� # �D�� 0 �-�� �� 
��A# ��� 0 �-��

����� �� F : X −→ CB(X) ( (
�$ ����
 !��� �� (X, d) ���$ ��� ���(� � '��

����
��� � ���� ���� F &�� �� "��� �������

��+�
. inf A+inf B ≤ inf(A+B) &�� �� �"���� R �� &���	� ! ����	
 (�A,B �� � ���(� ��&"�



�� ���� ���� ��	 
� � ��

*��+ #� � �� "��� ����) ��"�� � !� �	��� � {sn} ���$ ��� ���(� ��&"�
�n ≥ N �% !�� � �$ !��0 �� ��� � ��1( N "� ��
 �� �0 �"� &�� �� �x > lim sup

n−→∞
sn �� � ( �)

.sn < x

�n ≥ N �% !�� � �$ !��0 �� ��� � ��1( N "� �� 
 �� �0 �"� &�� �� �x < lim inf
n−→∞

sn �� � (�)
��+�

.sn > x

���� � {bn} ( {an} ����) ! �	��� � (� �% !��� ���(� ���

lim sup
n−→∞

(an + bn) ≤ lim sup
n−→∞

an + lim sup
n−→∞

bn


"���� ∞−∞ ('� �� ���� ��� ���	
 �$ #� � ��  (��

�*����

lim sup
n−→∞

an 6= −∞ ( lim sup
n−→∞

bn = +∞ �� � #��. �% �lim sup
n−→∞

bn 6= −∞ ( lim sup
n−→∞

an = +∞ �� �


��� ���� ���( �� !(�,
��
��	 "���� ����) (� �% lim sup

n−→∞
bn ( lim sup

n−→∞
an ���$ ��� ��)

∀ ε > $ lim sup
n−→∞

bn < lim sup
n−→∞

bn +
ε

�,

∀ ε > $ lim sup
n−→∞

an < lim sup
n−→∞

an +
ε

�

���0 �
�lim sup
n−→∞

an +
ε

� > an �n ≥ N / �% !��� �$ !��0 �� �,% ���0 !� N /
�lim sup
n−→∞

bn +
ε

� > bn �n ≥ N� �% !��� �$ !��0 �� �,% ���0 !� N�
���� � n ≥ N �% !��� #� ������ �N = max{N /, N�} ��%� �
 ����

an + bn < lim sup
n−→∞

an + lim sup
n−→∞

bn + ε

#� ������

lim sup
n−→∞

(an + bn) ≤ lim sup
n−→∞

an + lim sup
n−→∞

bn + ε



�� ���� ���� ��	 
� � ��

#� ������ ��� &���	� ε > $ ��. ��)

lim sup
n−→∞

(an + bn) ≤ lim sup
n−→∞

an + lim sup
n−→∞

bn.

. lim
k−→∞

sup
n≥k

f(xn) ≥ f( lim
k−→∞

sup
n≥k

xn) &�� �� "��� ������ f �� � ���(� ���

�*����
�� 	 ��� � 	� � � � !") ! �� � � sup �� . ��� 0 � 
sup

n≥k�
f(xn) ≥ f(xn) �n ≥ k� � % !�� �

�{yki }∞i= /⊆ {xk, xk+ /, . . .} �
� �� �$

sup
n≥k

xn = lim
i−→∞

yki

� +� � � � �' � i � % !�� �� {yki } ���0 � ( sup
n≥k

f(xn) ≥ f(xn) ���� � n ≥ k � % !�� � ��.
��	 ���� {xk, xk+ /, . . .}

sup
n≥k

f(xn) ≥ f(yki ), ∀i ∈ N (E)


��� � ��1( lim
i−→∞

f(yki ) ��	 ������� f ( ��� ��1�
 lim
i−→∞

yki
��. ��)

���� � (E) ! ����� �

sup
n≥k

f(xn) ≥ lim
i−→∞

f(yki )

���� � ��� ������ f ��. ����0 �

sup
n≥k

f(xn) ≥ f( lim
i−→∞

yki ) = f(sup
n≥k

xn)

#�������

lim
k−→∞

sup
n≥k

f(xn) ≥ lim
k−→∞

f(sup
n≥k

xn) = f( lim
k−→∞

sup
n≥k

xn).

4
� � 	�� �� 
� �� �F+� 0 �-�� �� 
��A# ��� 0 �-��

F &�� �� "��� X !(� (
�$ ����
 ρ ( ������� ����� �� F : X −→ X �� � ���(� � '��

���
 ��� � ��� �� ����
 ���� ����



�	 ���� ���� ��	 
� � ��

������ �� ����� &�� �% ��� ��(��� ! �#+�� ���� ϕ : [$,∞) −→ [$,∞) ���� (��(� ������
����"����

"��� !��+ ( ������ ϕ ���

.ϕ(t) = $�� � ���� ( �� � t = $ ���

����� �� F : X −→ X ���� � "�� � ����
 !��� �� (X, d) �� �$ ��� (��(� ������
x, y ∈ X �% !��� �$ !��0 �� "��� ��1�
 ϕ ��(��� ! �#+�� ���� &�� �% ��� �
 &"�
�� ���

���� ����� �����

d(Fx,Fy) ≤ d(x, y) − ϕ(d(x, y)).

�� F *��+ #�� �� �$≤ K < � �� �� �$
ϕ(t) = ( �−K)t (�� ������ �� � ((�(� ��&"�

������� �
 ������� �����

d(Fx,Fy) ≤ d(x, y) − ( �−K)d(x, y) = Kd(x, y)

#�������

d(Fx,Fy) ≤ Kd(x, y).

!��� �� � 
"���� ���� (� f, g : X −→ X ( ����
 !��� �� (X, d) ���$ ��� (6�(� ������
g ( f ���

x ���� ! ���� ��"�
 �� w 
"���� f, g ���� ���� �� x &�� �� �w = fx = gx �x ∈ X

��+�
"����
�( 
"���� ���� (� f, g : X −→ X ( ����
 !��� �� (X, d) �� �$ ��� (��(� ������
�� "��� X �� �	��� ��� {xn} �$ ���
 � lim

n−→∞
d(fgxn, gfxn) = $ &�� �% "���� ����� �� {f, g}

��+�
. lim
n−→∞

fxn = lim
n−→∞

gxn = t ����� ����� !� t ∈ X !��� �$ !��0

f, g *��+ #�� �� ����� �
 �� � �� g(x) = x
� ( f(x) = x ( �#�
 �"� ��
 �� �� R

(��(� ����(

"���� �
 �����
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"��� ����� �� R : X −→ X ( &��� ����� ! ����	
 �� X ���$ ��� (��(� ������
��+����$ �
 ���� �� *��+ �� �� R− /(x) �x ∈ X �% !���

R− /(x) = {u ∈ X;Ru = x}.

����� ��� � (f, g) �( 
"��� ��-1 2��
 ! ����	
 �� (X,�) ���$ ��� (��(� ������
.gx � fgx, fx � gfx �x ∈ X �% !��� &�� �% ����� ��� !��+ �� X !(� !�%

S, T,R : X −→ X ( "�� � ��-1 2��
 ! ����	
 �� (X,�) �� �$ ��� (��(� ������
��� !��+ R

�� ��,� S, T ����� 
SX ⊆ RX ( TX ⊆ RX
�$ !��0 �� "���� ���% �����

��	������ ����� x ∈ X �% !��� &�� �% "��,%

∀ y ∈ R− /(Tx) Tx � Sy,

∀ y ∈ R− /(Sx) Sx � Ty.

�	� 8�
��� ��� !��+ R
�� ��,� T ����� &�� �� �T = S �� �

��  � !�� + T,R &� � �� "�� � ��� � % �� �� � � R (� � � ��  � �� � � � (��(� � '���)
��� �	�
"��,%

��� ���
 X ����� "��� ��-1 2��
 ! ����	
 �� (X,�, d) ���$ ��� 6��(� ������
"��� ������ ��  �� &�� �%

�� zn −→ z �z ∈ X !��� �$ !��0 �� "��� � ! ����� �� X �� !��+ ! �	��� ��� {zn} �� �
��	�
zn � z �n ∈ N ! ��% !��� &��

! �	��� � �% !�� � &���% �� ��� ��� �� � ! ����� � ��� �� f : X −→ [$,∞) ���� 6 ��(� ������

f(x) ≤ lim inf

n−→∞
f(xn) ����� ����� xn −→ x

�$
X �� {xn}n∈N

�� {xn}n∈N
! �	��� ��% !��� &���% ����� ��!�� ! ������ ��� �� f : X −→ [$,∞) ���� #��. �%

��+� 
f(x) ≥ lim sup
n−→∞

f(xn) ����� ����� xn −→ x
�$
X
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��� �� �� � ����� � �' � &�� �% �� ��� �	� � �$ �� ϕ : [$,∞) −→ [$,∞) ��� � 6(�(� ������
����"���

�� "��� ��(��� ! �#+�� ���� ϕ �i�


t = $�� � ���� ( �� � ϕ(t) = $( &��� ������ !������ ��� ���� ϕ �ii�

4
� � �" ���(/� � ' ���' ��� ���	 0� �2# �� �� 
��A# ��� 0� �2# ��

f ∈ Lp(X,µ) � /
p

+
/
q

= � �p, q ≥ �( &��� &�"�� !��� �� (X,µ) ���$ ��� 66�(� � '��

�������� � *��+ #�� �� g ∈ Lq(X,µ) (
∫

|fg| ≤ (

∫

|f |p)
�

p (

∫

|g|q)
�

q .
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0�"��� ' � F,G 0�" 
��(� ��/6# 
��� �F+� �'� � �� 5�� �� ��� !��	 ;" �� � �� �C� %� �' �
�F+� ��� %� �' � 
��(� �� 
�� �� ;-"� # !�6� %-�� ;" 4;�� ��� $ # ��) E��# ��� /#

4�' �� 
� ��

���

����� � !� ����	
 σ ( &��� ���
 ��� ����) ��"�� ! ����	

R+ ���$ ��� �� ��( �����

"�$ �"+ �� ����� �� �$ "��� T : R�+ −→ R+
��"�
 ����)

.T (lim inf
n−→∞

pn) ≤ lim inf
n−→∞

T (pn) �pn ∈ R�+ �% !���  σ�

��� �	(-� t�, . . . , t� !�% ��	�
 �� ��,� T (t /, t�, . . . , t�) : σ /

��1�
 ε > $( ϕ(t) < t �t > $��+�� � � ϕ : R+ −→ R+
!�� �� � � "�$� !��+ ��� �  σ�

( u ≤ w + ε � � T (w, v, v, u, u + v, $) ≤ $( u ≤ w + ε !� % !(� , 
� � �$ !��0 �� "� �� �


 w ≤ ϕ(v)
"�%� �	��� T (w, v, u, v, $, u + v) ≤ $

ϕ
�$
w ≤ ϕ(v)

"�%� �	��� T (w, $, $, v, v, $) ≤ o ( T (w, $, v, $, $, v) ≤ $!�% !(�,
��  σ�
���
 ��� σ� �� &"� ���� ����

���$ ��� (� ��( ���(
T (t /, t�, . . . , t�) = t /− αmax{t�, t�, t�} − ( �− α)(at� + bt�)


"������� σ�, σ /, σ�, σ� ����� ��%� �
 ���� 
$≤ a, b <
/� ( $< α < ��� �� �$


"���� �
 ���"� σ�, σ /
����� ����� �$ ���$ �
 ������ !� ���� �� �� ε > $ �u > $ ���$ ���  σ�

max{α + �a( �− α), α + �b( �− α)}u+ ε < u.

! ε #��. � ��� ������ $< max{α + �a( �− α), α + �b( �− α)} < �! ����� �$ �1 �� ��

�
��� � ��1(


