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به ارشد ͳکارشناس درجه شرایط از ͳ΋ی عنوان به نامه پایان این

ͳبخشریاض

رایانه و ͳریاض دانش΋ده
کرمان باهنر شهید دانشΎاه

شود. ͳنم شناخته مزبور دوره تحصیل از فراغت عنوان به ͳمدرک هیچΎونه و شده تسلیم
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است. کرمان باهنر شهید دانشΎاه به مخصوص و محفوظ چاپ حق
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مادرم،

همسرم.

د



ͳقدردان و تش΋ر

دریای از و نمود عطا اندیشیدن قدرت او به و آفرید را بشر که ͳخدای ب�ͳپایان سپاس و ش΋ر

نمود. سیراب را او خود لطف بی΋ران

امروز به تا که ͳکسان کلیه از دانم ͳم لازم خود بر خداوند درگاه به خاضعانه ارادت از پس

نمایم. ͳقدردان و تش΋ر صمیمانه نموده�اند یاری�ام

انجام مراحل کلیه در که خسروی مریم دکتر خانم سرکار دلسوز و فرزانه استاد از خصوص به

حسین دکتر آقای جناب ͳگرام استاد و نمودند راهنمای�ͳام و یاری ͳخوشروی با پژوهش این

را نامه پایان این مشاوره زحمت و گذاشته من اختیار در ب�ͳشائبه را خود وقت که ͳمومنای

شدند؛ متقبل

تحصیل دوران در من مشوق همواره و آموختند من به را ͳزندگ الفبای که عزیزم مادر و پدر

بودند؛

م�ͳدانم؛ او همیاری و مهر مدیون را اثر این تهیه که ام ͳزندگ امید همسرم...

جاودانه�اند، قلبم در و وسعتبخشیدند زندگ�ͳام بهار به امروز، به تا که ͳعزیزان و دوستان همه و

خواستارم. را ایشان سعادت و ͳسلامت متعال ایزد از و دارم را تش΋ر کمال

ه



چ΋یده

A۱, ..., AN (مختلط) ͳحقیق m × n های ماتریس� �گیریم: ͳم نظر در را زیر مسئله

که کنید پیدا �ای گونه به را Q و P (ͳان΋ی) متعامد �های ماتریس است. شده داده

ͳمستطیل قطری بلوک�های احتمالا با مشترک ͳبلوک قطری فرم دارای P ∗A۱Q, ..., P ∗ANQ

تجزیه این N = ۱ که ͳحالت در م�ͳشود. نامیده ت΋ین مقدار همزمان تجزیه مسئله این باشند.

ͳماتریس ∗-جبر مفهوم نامه، پایان این در م�ͳیابد. کاهش A۱ ماتریس ت΋ین مقدار تجزیه به

همزمان تجزیه ظریف�ترین که م�ͳدهیم نشان دومدول و ∗-جبر از نظریه�ای Έکم با و بیان را

این کردن پیدا برای ͳوریتمΎال بعلاوه، است. فرد به منحصر و دارد وجود ت΋ین مقدار

م�ͳکنیم. ارائه م�ͳشود، حاصل همزمان ͳبلوک قطری الΎوریتم براساس که ،ͳهمزمان

کلماتکلیدی:

ویژه. مقدار دومدول، ،ͳماتریس ∗-جبر کردن، ͳبلوک قطری ت΋ین، مقدار تجزیه

و



مقدمه

اثبات را ͳمربع ͳحقیق ماتریس�های برای ت΋ین مقدار تجزیه قضیه ١٨٨٩ سال در ١ سیلوستر

اختلال دارای داده�های با ارتباط در مهم ابزارهای از ͳ΋ی ت΋ین مقدار تجزیه Έنی΋ت کرد.

،ͳاصل مولفه�های تحلیل مجذورات، حداقل روش در ت΋ین، مقدار تجزیه مثال برای م�ͳباشد.

ͳماتریس ∗-جبر مفهوم ͳخط جبر مفاهیم از ͳ΋ی است. مفید غیره یΈماتریسو تقریب�های

است. مفید ابزاری سازی بهینه مسائل و معین نیمه ͳنویس برنامه در ͳماتریس ∗-جبر است.

ͳبلوک قطری به ∗-جبر از نظریه�ای از استفاده با [١۴] هم΋ارانش و ٢ مورتا ٢٠٠٩ سال در

مورتا آنها، کار با همزمان پرداختند. ͳحقیق متقارن ماتریس�های از خانواده�ای همزمان کردن

ماتریس�های از دلخواه خانواده برای را کار این ٣ میهارا هم΋اری با [١٠] دیΎری مقاله در

ت΋ین مقدار همزمان تجزیه نام با ͳمفهوم [١٣] میهارا و مورتو بعد سال در داد. انجام ͳحقیق

لزوما که i = ۱, ...N ، Ai ͳحقیق ماتریس�های از ͳمتناه خانواده برای آنها کردند. ͳمعرف را

ماتریسهای P⊤AiQ که طوری به بودند Q و P متعامد ماتریس�های دنبال به نیستند، ͳمربع

تجزیه داشتن برای ͳکاف و لازم شرط همچنین، آنها باشند. ی΋سان ͳبلوک قطری ساختار با

گیبسون۴ ١٩٧۴ سال در البته کردند. اثبات و بیان را خانواده این از همزمان ت΋ین مقدار

ͳمستطیل ماتریس�های از خانواده�ای همزمان ساختن قطری به دیΎری روش از استفاده با [٢]

١Sylvester

٢Murota

٣Maehara

۴Gibson

ز



پرداخت.

ͳماتریس ∗-جبرهای از استفاده با ت΋ین مقدار همزمان تجزیه ͳبررس به نامه، پایان این در ما

ͳبرخ اول، فصل در نموده�ایم. تنظیم فصل چهار در را مطالب منظور، این برای م�ͳپردازیم.

دوم فصل نموده�ایم. بیان را ͳماتریس ∗-جبرهای و ماتریس�ها با رابطه در قضایا و تعاریف

به سوم فصل در داده�ایم. اختصاص ∗-جبرها، نظریه در ساختار قضیه اثبات و بیان به را

قضیه این با متناظر الΎوریتم�های بیان به و ͳماتریس ∗-جبر هر تجزیه در ساختار قضیه کاربرد

استفاده با و پرداخته�ایم ت΋ین مقدار همزمان تجزیه به آخر فصل در نهایت در و پرداخته�ایم

داده�ایم. ارائه ͳهمزمان این برای ͳوریتم�هایΎال سوم فصل الΎوریتم�های از

ح
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١ فصل

نیازها پیش و مقدمات

شده�اند. تنظیم بخش دو در م�ͳباشند، نیاز مورد بعدی فصل�های در که فصل، این مطالب

بخش در م�ͳکنیم. بیان را گراف�ها نظریه و ͳماتریس آنالیز از ͳمطالب نخست، بخش در

رابطه این در ͳقضایای بیان به و شده آشنا ͳماتریس ∗-جبرهای نظریه با فصل، این از دوم

برداری فضای نمایشΎر Rn نامه، پایان این سراسر در که است یادآوری به لازم م�ͳپردازیم.

با m× n ماتریس�های مجموعه�ی نمایشΎر Mm×n(K) و ͳحقیق اعداد از تای�ͳهای n تمام

و C مختلط اعداد میدان ،R ͳحقیق اعداد میدان دهنده نشان K که است، K در ͳدرایه�های

از Mn×n(K) جای به ،m = n که ͳحالت در م�ͳباشد. H کواترنیون اعداد تقسیم حلقه یا

م�ͳکنیم. استفاده Mn(K) نماد

١



گراف�ها نظریه بر مروری و ماتریس�ها از ͳمطالب ١.١

،[٣] در بیشتر جزئیات با م�ͳتوان را بخش این مطالب که است ذکر به لازم شروع، از قبل

،A ∈Mn(C) ماتریس برای نامه، پایان این سراسر در نمود. مشاهده [٨] و [۶] ،[۵] ،[۴]

م�ͳرود. به�کار Ā⊤ جای به A∗ نماد

تعریف ضرب�های با ،H = {a+ ib+ jc+kd : a, b, c, d ∈ R} مجموعه تعریف١.١.١.

حلقه ،i۲ = j۲ = k۲ = −۱ و k = ij = −ji ،i = jk = −kj ،j = ki = −ik شده

درایه�های با ͳماتریس�های این، بر علاوه م�ͳشود. نامیده (ͳچهارگان)کواترنیون اعداد تقسیم

م�ͳشوند. نامیده کواترنیون ماتریس�های H در موجود

با V متعامد متمم زیرفضای باشد. Rn از مجموعه�ای زیر V کنید فرض تعریف٢.١.١.

تعریف V ⊥ = {x ∈ Rn | x⊤y = ۰ ∀ y ∈ V } صورت به و م�ͳشود داده نشان V ⊥ نماد

م�ͳشود.

اعضای تعداد باشد. C یا R میدان روی برداری یΈفضای V فرضکنید تعریف٣.١.١.

م�ͳشود. داده نمایش dimV نماد با و م�ͳشود نامیده V بعد V پایه

مختلط ماتریس�های مجموعه نمایشΎر ترتیب، Mn(H,R)به Mn(C,R)و نوشتار این در

بعد و م�ͳشوند گرفته نظر در R روی برداری فضای عنوان به که است n × n کواترنیون و

است. ۴n۲ و ۲n۲ ترتیب، به آنها

صورت: این در .A ∈Mn(C) کنید فرض تعریف١.١.۴.

آن از ستون و سطر هر در درایه Έی دقیقا اگر م�ͳشود نامیده ͳشتΎجای A ماتریس (١

باشد؛ صفر آن درایه�های ͳمابق و باشد Έی با برابر

A۲؛ = A هرگاه م�ͳشود نامیده خودتوان A ماتریس (٢

A∗A؛ = I هرگاه م�ͳشود نامیده ͳان΋ی A ماتریس (٣

٢



∗AA؛ = A∗A هرگاه م�ͳشود نامیده نرمال A ماتریس (۴

A؛ = A⊤ هرگاه م�ͳشود نامیده متقارن A ماتریس (۵

.AA⊤ = A⊤A = I هرگاه م�ͳشود نامیده متعامد A ماتریس (۶

ماتریس برای ویژه مقدار Έی λ مختلط عدد .A ∈ Mn(C) کنید فرض تعریف١.١.۵.

چنین در .Ax = λx که طوری به باشد موجود x ∈ Cn ناصفر بردار هرگاه م�ͳشود نامیده A

مقادیر مجموعه همچنین، م�ͳنامند. λ ویژه مقدار با متناظر A ویژه�ی بردار Έی را x ،ͳحالت

م�ͳدهند. نمایش σ(A) نماد با را آن و A طیف را A ماتریس ویژه�ی

هرگاه م�ͳشود نامیده مثبت معین A ∈Mn(C) ماتریس تعریف١.١.۶.

x∗Ax > ۰

.۰ ̸= x ∈ Cn هر برای

یا A ͳخط مستقل سطرهای تعداد حداکثر .A ∈ Mm,n(C) کنید فرض تعریف٧.١.١.

م�ͳدهند. نمایش rank(A) نماد با را آن و A رتبه را A ͳخط مستقل ستون�های تعداد حداکثر

صورت، این در باشد. Cn از ͳزیرفضای W و A ∈ Mn(C) کنید فرض .٨.١.١ تعریف

.AW ⊆ W هرگاه م�ͳشود نامیده A-پایا زیرفضای Έی W

جم΄ صورت، این در .B ∈ Mp,q(C) و A ∈ Mm,n(C) کنید فرض .٩.١.١ تعریف

م�ͳشود: تعریف زیر صورت به و م�ͳشود داده نمایش A⊕B نماد با B و A مستقیم

A⊕B =

A ۰

۰ B

 ∈Mm+p,n+q(C).

این در .B = [bij] ∈ Mp,q(C) و A = [aij] ∈ Mm,n(C) کنید فرض تعریف١٠.١.١.

صورت به و م�ͳشود داده نمایش A ⊗ B نماد با B و A کرون΋ر(تانسور) ضرب صورت،

٣



م�ͳشود: تعریف زیر

A⊗B =



a۱۱B a۱۲B · · · a۱nB

a۲۱B a۲۲B · · · a۲nB

... ... ... ...

am۱B am۲B · · · amnB


∈Mmp,nq(C).

ماتریس دو ضرب همچنین و C و A ماتریس دو ضرب کنید فرض [۶] .١١.١.١ قضیه

صورت: این در باشد. شده تعریف D و B

(A⊗B)(C ⊗D) = AC ⊗BD, (A⊗B)⊤ = (A⊤ ⊗B⊤).

صورت، دراین باشند. مختلط دلخواه ماتریس دو B و A کنید فرض [۶] .١٢.١.١ قضیه

که طوری به دارند وجود Q و P مناسب ͳشتΎجای ماتریس�های

(A⊗B) = P (B ⊗ A)Q.

σ(A) = {λ۱, ..., λn} اگر .B ∈Mm(C) Aو ∈Mn(C) فرضکنید [۶] قضیه١٣.١.١.

آنΎاه ،σ(B) = {µ۱, ..., µm} و

σ(A
⊗

B) = {λiµj : i = ۱, ..., n, j = ۱, ...,m}.

ویژه مقادیر λ۱, ..., λn و A ∈Mn(C) کنید فرض [۵] .(١ شور (تجزیه .١۴.١.١ قضیه

که طوری به دارد وجود U ∈Mn(C) ͳان΋ی ماتریس صورت، این در باشند. A

U∗AU = T = [tij],

ماتریس دیΎر، عبارت به است. tii = λi قطری درایه�های با ͳمثلث بالا ماتریس Έی T که

آن ویژه مقادیر تمام و A ∈ Mn(R) اگر است. ͳمثلث بالا ماتریس Έی با ͳان΋ی ارز هم A

است. متعامد و ͳحقیق U ماتریس آنΎاه باشند، ͳحقیق

١Schur decomposition

۴



Cm,n ⊂M۲m,۲n(R) نماد مختلطm×nبا ماتریس�های از ͳنمایشحقیق تعریف١.١.١۵.

م�ͳشود: زیرتعریف صورت به و م�ͳشود داده نمایش

Cm,n =




C(z۱۱) . . . C(z۱n)

... . . . ...

C(zm۱) · · · C(zmn)

 : z۱۱, z۱۲, ..., zmn ∈ C


, C(a+ bi) =

a −b
b a

 .

Hm,n ⊂ M۴m,۴n(R) نماد با m × n کواترنیون ماتریس�های از ͳحقیق نمایش همچنین،

م�ͳشود: تعریف زیر صورت به و م�ͳشود داده نمایش

Hm,n =




H(h۱۱) . . . H(h۱n)

... . . . ...

H(hm۱) · · · H(hmn)

 : h۱۱, h۱۲, ..., hmn ∈ H


,

که

H(a+ ib+ jc+ kd) =



a −b −c −d

b a −d c

c d a −b

d −c b a


.

م�ͳدهیم: قرار ͳسادگ برای

Cn,n = Cn, Hn,n = Hn.

به دارد وجود Q ∈Mn(R) متعامد ماتریس آنΎاه ،A ∈Mn(R) اگر [۵] .١۶.١.١ قضیه

۵



که طوری

Q⊤AQ =



A۱ ∗

A۲

. . .

۰ Ak


۱ ≤ k ≤ n,

صورت به ۲ × ۲ ͳماتریس یا و ͳحقیق ویژه مقدار با متناظر ۱ × ۱ ͳحقیق ماتریس Ai هر

است. A از ویژه�ای مقدار a+ bi که است C(a+ bi)

ماتریس اگر تنها و اگر است Aمتقارن آنΎاه .A ∈Mn(R) فرضکنید [۵] .١٧.١.١ قضیه

که طوری به باشد داشته وجود Q ∈Mn(R) متعامد

Q⊤AQ =


λ۱ ۰

. . .

۰ λn

 ,

.λi ∈ R ،i = ۱,۲, ..., n هر برای که

هرگاه م�ͳشود نامیده ͳشدن قطری ͳان΋ی طور به A ∈ Mn(C) ماتریس .١٨.١.١ تعریف

که باشد قطری ماتریس Έی U∗AU که طوری به شود یافت U ∈ Mn(C) ͳان΋ی ماتریس

هستند. A ویژه مقادیر همان آن قطری درایه�های

A ماتریس صورت، این در .B ∈ Mn(C) و A ∈ Mn(C) کنید فرض تعریف١٩.١.١.

V ∈ Mn(C) ͳان΋ی ماتریس هرگاه م�ͳشوند نامیده ͳشدن قطری ͳان΋ی طور به همزمان B و

باشند. قطری V ∗BV و V ∗AV که طوری به شود یافت

اگر فقط و اگر است نرمال A ماتریس آنΎاه .A ∈ Mn(C) کنید فرض .٢٠.١.١ قضیه

۶



باشد. ͳشدن قطری ͳان΋ی طور به A

ͳان΋ی طور به همزمان ζ خانواده آنΎاه .ζ ⊆ Mn(C) کنید فرض [۵] .٢١.١.١ قضیه

با دو به دو که باشد نرمال ماتریس�های از خانواده Έی ζ اگر تنها و اگر است ͳشدن قطری

م�ͳشوند. جابه�جا هم

تنها و اگر است مثبت معین A ماتریس آنΎاه .A ∈ Mn(C) کنید فرض .٢٢.١.١ قضیه

باشند. مثبت آن ویژه�ی مقادیر تمام و باشد ͳشدن قطری ͳان΋ی طور به A اگر

آنΎاه .A ∈Mm,n(C) کنید فرض .٢٣.١.١ قضیه

rankA = rankA⊤ = rankA∗ = rankAA∗.

.rankA = k و A ∈Mm,n(C) کنید فرض [۵] ت΋ین). مقدار (تجزیه .٢۴.١.١ قضیه

W ∈Mn(C) و V ∈Mm(C) که م�ͳشود نوشته A = V ΣW ∗ صورت به A صورت، این در

.σij = ۰ ،i ̸= j هر برای آن در که Σ = [σij] ∈ Mm,n(R) ماتریس و هستند ͳان΋ی

.q = min{m,n} که σ۱۱ ≥ σ۲۲ ≥ ... ≥ σkk > σk+۱,k+۱ = ... = σqq = ۰ همچنین،

A ماتریس ت΋ین مقادیر اعداد، این م�ͳباشند. AA∗ ویژه مقادیر ͳنامنف دوم ریشه�ی σiiها

A∗A ویژه بردارهای W ستون�های و AA∗ ویژه بردارهای V ستون�های م�ͳشوند. نامیده

این، بر علاوه م�ͳشوند. نامیده Aماتریس راست و چپ ت΋ین بردارهای ترتیب، به که هستند

هستند. ͳحقیق W و V آنΎاه باشد، ͳحقیق A اگر

م�ͳپردازیم. گراف�ها نظریه از ͳقضایای و تعاریف بیان به ادامه، در

و V رئوس مجموعه با جهتدار گراف Έی G = (V,E) کنید فرض .٢۵.١.١ تعریف

صورت: این در باشد. E یال�های مجموعه

صورت به رئوس از دنباله�ای از است متش΋ل k − ۱ طول به G گراف در مسیر Έی (١

متمایزند؛ انتها، و ابتدا احتمالا جز به ijها، که طوری به i۱ → i۲ → ...→ ik

٧



باشند؛ ی΋سان انتهایش و ابتدا که است مسیری G گراف در دور Έی (٢

داشته وجود مسیری آن متمایز راس دو هر بین هرگاه م�ͳشود نامیده همبند G گراف (٣

باشد؛

م�ͳشود؛ نامیده درخت Έی دور فاقد همبند جهت) (بدون گراف هر (۴

جهت�ها گرفتن نظر در بدون G هرگاه م�ͳشود نامیده جهتدار درخت Έی G گراف (۵

باشد؛ درخت Έی

رئوسشزیرمجموعه�ای مجموعه گرافاستکه آن از ͳقسمت ،Gگراف یΈزیرگرافاز (۶

باشد؛ G رئوس از

G رئوس تمام شامل که است گراف آن از ͳزیرگراف G گراف از فراگیر درخت Έی (٧

باشد؛ درخت Έی همچنین، و

م�ͳباشد. G از ͳماکزیمال همبند زیرگراف ،G گراف از همبند مولفه Έی (٨

م�ͳباشد. فراگیر درخت دارای همبند گراف هر [٣] .٢۶.١.١ قضیه

ͳدوتای رابطه باشد. A مجموعه روی ͳدوتای رابطه Έی R کنید فرض تعریف٢٧.١.١.

مجموعه�ای زیر R و باشد تعدی رابطه Έی Rt هرگاه م�ͳنامیم R متعدی بستار را A روی Rt

S از زیرمجموعه�ای Rt آنΎاه باشد R شامل تعدی رابطه S اگر این، بر علاوه و باشد Rt از

است. R شامل تعدی رابطه کوچ΋ترین R از متعدی بستار دیΎر، عبارت به است.

Έی از تعدی بستار که است ΀واض م�ͳشود. تعریف نیز ͳتقارن بستار ترتیب، همین به

است. ارزی هم رابطه Έی ͳبازتاب و ͳتقارن رابطه

٨



ͳماتریس ∗-جبرهای نظریه ٢.١

از ͳبرخ و م�ͳپردازیم ͳحقیق اعداد میدان روی ͳماتریس ∗-جبرهای ͳمعرف به بخش این در

،[٧] ،[١] از بخش این مطالب که است ذکر به لازم م�ͳکنیم. بیان را آن به مربوط قضایای

است. شده استخراج [١۵] و [٩]

نΎاشت اگر باشد. F میدان روی برداری فضای Έی A کنید فرض تعریف١.٢.١.

A× A 7−→ A

(x, y) 7−→ xy,

تساوی�های در α ∈ F و x, y, z ∈ A هر ازای به

x(yz) = (xy)z .١

x(y + z) = xy + xz .٢

(αx)y = α(xy) = x(αy) .٣

م�ͳشود. نامیده F روی جبر Έی A آنΎاه کند، صدق

Έی F روی M برداری فضای باشد. F روی جبر Έی A کنید فرض .٢.٢.١ تعریف

نΎاشت هرگاه م�ͳشود نامیده چپ A-مدول

A×M 7−→M

(a,m) 7−→ am,

کند: صدق زیر خواص در

باشد؛ ͳخط M روی m 7−→ am نΎاشت ،a ∈ A ثابت هر برای .١

باشد؛ ͳخط A روی a 7−→ am نΎاشت ،m ∈M ثابت هر برای .٢

باشد. برقرار a۱(a۲)m = (a۱a۲)m تساوی ،m ∈M و a۱, a۲ ∈ A هر برای .٣

٩



نامیده MیAΈ-مدول این، بر علاوه م�ͳشود. تعریف ترتیب همین به نیز راست، A-مدول

،m ∈M و a, b ∈ A هر برای و باشد چپ A-مدول هم و راست A-مدول هم هرگاه م�ͳشود

a(mb) = (am)b.

است. R-مدول Έی Mn(R) .٣.٢.١ مثال

ͳناته مجموعه صورت، این در باشد. A-مدول Έی M کنید فرض .۴.٢.١ تعریف

M اس΋الر در ضرب و جم΄ عمل همان با N هرگاه م�ͳشود نامیده M زیرمدول N ⊆ M

باشد. A-مدول Έی

نامیده ساده نیم M صورت، این در باشد. A-مدول Έی M کنید فرض تعریف٢.١.۵.

طوری به شود یافت P مانند دیΎری زیرمدول ،M از K زیرمدول هر ازای به هرگاه م�ͳشود

که

M = K
⊕

P.

م�ͳشود نامیده ساده نیم R صورت، این در باشد. حلقه Έی R کنید فرض تعریف٢.١.۶.

باشد. ساده نیم R-مدول، عنوان به R هرگاه

م��ͳشود نامیده R روی ͳماتریس جبر یا زیرجبر Έی T ⊆Mn(K) مجموعه تعریف٧.٢.١.

α, β ∈ R و A,B ∈ T هر برای و In ∈ T هرگاه

αA+ βB,AB ∈ T .

.A∗ ∈ T ،A ∈ T هر برای هرگاه م�ͳشود نامیده یΈ∗-زیرجبر T زیرجبر تعریف٨.٢.١.

م�ͳباشد، زیرجبر Έی n × n ͳمثلث بالا ͳحقیق ماتریس�های تمام مجموعه .٩.٢.١ مثال

نیست. یΈ∗-زیرجبر ͳول

Έی ρ : T −→ T ′ نΎاشت آنΎاه باشند. زیرجبر دو T ′ و T فرضکنید تعریف١٠.٢.١.

کند: صدق زیر شرایط در هرگاه م�ͳشود نامیده ͳهمریخت

١٠


