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  پیشگفتار

ف زمان گسسته به وي آشکار کردن نقاط تغییر در زنجیر مارکنامه هدف معرفی نحوهدر این پایان

که در آنها را توانیم جاهایی مزایاي  آن این است که می .درستنمایی مجانبی است نظریهکمک 

معرفی   ]3[یولانسکی.این موضوع توسط آلن م .دهند آشکار کنیمف رخ میودر فرایند مارک تغییراتی

- خواهیم در این پایان نامه کار فی که میومدل زنجیر مارک. است ]3[ي محور اصلی آن مقاله و شد

- میمورد بررسی قرار شده را براي تغییر در طی تحقق مشاهده  تغییر وضعیت، ماتریس احتمال کنیم

…، T تغییر وضعیتهاي احتمال ماتریس يبنابراین، در این مدل دنباله. دهد . ،T   و اعداد صحیح

oمثبت  =   <   < ⋯ <     = = Pکه در آن    T  براي  j =   , … , (    − iو (1 = 1, … , k تغییر ، نقاطکه دنوجود دار    ،… فرض معلوم    ،

…،  نقاط تغییر  یعنیها معلوم باشند اگر زمان مداخله .شوندمی در چنین ، معلوم باشند         ،

. ، Tموقعیتی برآورد  . . ،T   همانند آزمون فرض صفر به فرمH : T = ⋯ = T  فرض  ،در مقابل

iبراي حداقل یک مقابل  ≠ j  ،H : T ≠ T  کند که تحقیق محقق را مجاز می امر این. مفید است

رد دیگر ، ممکن ادر مو. یا خیر دهندداري میتغییرات معنیها در رفتار فرایند کند آیا نتایج مداخله

آورد بر است نقاط تغییر نامعلوم باشند در چنین مواردي ، ابتدا باید تعداد و سپس مکان نقاط تغییر را

)  ]28[سیلوا ومالتسو(ي ي نقطه تغییر تنها به وسیلهروشهاي بیزي براي حل مسئله .کنیم

به طور کلی این روشها روي استراتژي توقفهاي بهینه براي .تحقیق شده است  ]43[رویاک ]36[وسیلوا

از یک فرایند  در طول زمانبراي مشاهدات  تغییر وضعیتکشف از یک تغییر تنها در ماتریس احتمال 

ي ثابت ي نمونهتاکید این پایان نامه کشف نقاط تغییر روي اندازه. در حال اجرا متمرکز شده است

ف زمان گسسته به این صورت است که وهاي مارکآزمون عمومی براي همگنی براي دنبالهیک . است

یکنواخت  قل به طورتاي از پارامترهاي تحت فرض صفر یک دنباله از متغیرهاي تصادفی مسدنباله

در . مطالعه شده است ]32[راماندم  ي راجارشی ووسیله ها بهاین نوع آزمونگسسته توزیع شده است 

هاي چندگانه قابل دسترسی اگر نمونه. شود پارامترها قابل برآورد هستندپایان نامه فرض میاین 
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روش تواند می ] 27[مادانسکی  و  ]1[هستند آنگاه روش توسعه داده شده توسط اندرسن وگودمن 

رفته  روشهاي به کار. باشد وقتی حداقل یک نقطه تغییر رخ دهد، براي کشف کردن نقاط تغییر کاملی

سرانجام مفروضاتی از مسئله  اي از یک تحقق مشاهده شده تنها ودر پایان نامه مخصوصا روي مسئله

 يبر پایهروشهاي این پایان نامه  .کندي مشاهده شده تمرکز میتغییر در یک دنباله يهنقطچند 

- نقطه تغییر به وسیلههاي بازبینی کلی از نتایج مجانبی براي مسئله . استدرستنمایی مجانبی  نظریه

  .ارائه شده است  ]12[ي هوروات وکسورگو

  . براي ارائه این مفاهیم از مقالات زیر به عنوان مقاله اصلی استفاده شده است

[3] Alan M. Polansky. 2006. Detec ng change-points in Markov chains. 

Division of Statistics, Northern Illinois University De Kalb, IL ,USA, 6013-

6026.  

 [8] Billingsley,P., 1961 a. Sta s cal method  in Markov chains. Ann. Math. 

Sta st. 32,12-40.  

  .هاي زیر نیز به عنوان مقالات فرعی استفاده شده استاز مقاله

 [16] Efron, B., 1979. The bootstrap another look at the jackknife. Ann. 
Statist. 7, 1-26.  

[2] Akaike, H., 1974. A new look at sta s cal model iden fica on. IEEE 

Trans. Automat. Control 19, 716-723. 

 [5] Athreya, K.B., Fuh, C.D., 1992. Bootstrapping Markov chains. In: 

lePage, R., Billard, L. (Eds)., Exploring the Limits of Bootstrapping. Wiley, 

New  York, pp. 49-64. 

روشهاي مورد  در فصل دوم قضایا و و ،آوریمتعاریف مورد نیاز براي موضوع را می در فصل اول کلیات و

 نظریهکنیم، اي براي نقطه تغییر بیان میمقدمه و آوریمرا میاستفاده در آشکار کردن نقاط تغییر 

در فصل سوم ، به . کنیمقضایاي مربوط به آن را اثبات می دو را بیان و خیو  ستنمایی مجانبیدر

 پردازیم، ابتدا روشها ودرستنمایی مجانبی می نظریهموضوع آشکار کردن نقاط تغییر به کمک 
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کنیم، در آخر کار سپس به صورت تجربی آنها را بررسی می کنیم وتکنیکهاي مورد نیاز را بیان می

دهیم و در پایان نتیجه گیري را بیان ارائه می چند مثال کاربرديسپس  و  کرده ارائهتعمیم روشها را 

  .کنیممی
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  یتصادف يندهایفرا. 1-1

∋ هر يبه ازا دلخواه و يامجموعه  میکنیفرض م م یکنیفرض م. باشد یتصادف يریمتغ    ،    ⊂ ن یدر ا .ن مجموعه باشدیدر داخل ا      یتصادف يرهایر متغیباشد ومقاد یثابت يمجموعه  

 :]49[میر را داریف زیصورت تعر

:  } يمجموعه :فیعرت. 1-1-1  ∈  } =  و  سگذار یاند يبا مجموعه یند تصادفیرا  فرا  
⊃ اگر  م،ییگویم   وضعیت يفضا ∋ ای(   ∋   و)   =  ای(   ند در یم فراییگویم)  

شمارا باشد،  يامجموعه  اگر . قرار دارد)   وضعیت در  ای(  يدر مجموعه)   يا مرحلهی(زمان 

.)به صورت  ییهااگر مجموعه و) با زمان گسسته(ند را گسسته زمانیفرا , باشد آن  (∞,∞−)و (∞

:(ω)  }يمجموعه يانمونه ياز فضا ωهر يبرا. مییگویم) وستهیپ با زمان(وسته زمان یرا پ  ∈   .مییگویند میفرا يار نمونهیا مسیاست، تحقق   از  ياموعهجر میرا که ز { 

:  }ند یدر فرا ).الف: (فیتعر. 2- 1-1  ≥ −  تفاضل  {  tو      > ند در ینمو فرا ، را  

, ) يهباز ا یند و یتوان از آنها در ساختن خود فرایمعلوم باشند م اگر ساختمان نموها. مییگویم ( 

- وضعیتب در یبه ترت 10و 5  يمثلا در زمانها. کرد هند استفادیفرا یاساس يهاپاسخ دادن به مسئله

  . ، است15 - 4 =11برابر ) 10،5( يآنگاه نمو آن در فاصله ،باشد 15 و 4 يها

:  }ند یفرا ).ب(  ≥ tهر  يم، اگر به ازاییگویمانا م يرا با نموها {  > −  ع نمو یتوز      

برابر از نظر  يبا طولها ییهاهزابند در یفرا ينموها یعنی. داشته باشد یبستگ  و  tفقط به تفاضل 

   .ندارد يریندها مبدا زمان تاثین گونه فرایلذا در ا. ک ساختمان باشندی يدارا یاحتمالات

:  }ند یفرا ).پ(  ≥ ≤ هر  يم هرگاه به ازاییگوید میاک يمانا را {  …،  هر  و 1 ، t2 ،  1  و

ℎهر  ≥ …،  Xع توام یتوز   …،    X یتصادف يرهایع توام متغیهمان توز 1  ، با . باشد   1  ،

= فرض   اندعیهم توز   و    ،   و  t هر يد به ازایاک يند مانایشود که در هر فرایجه می، نت1

)ℎ = t −  يل دهندهیتشک یتصادف يرهایتمام متغ یعنی. ندارد یبستگ tبه    ع یو لذا توز ) 

 با .است یمقدار ثابت ندارد و یبستگ tبه  (  ) که شودیجه مینجا نتیاز ا. اندعیند، همتوزیفرا
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ع یوتوز   و   ع توام ی، توز  و  t  هر يد به ازایاک يند مانایشود که در فرایجه مینت  = 2فرض

ℎ( باهم برابراند     و   توام  = . دارد  و  tبه تفاضل  یفقط بستگ   و   ع توام یولذا توز ،) 

از جمله . دارد یبستگ  و  tبه تفاضل    و   ع توام یبر توز ین هرگونه محاسبه مبتنیبنابرا

,  ) ن یبنابرا. انس استیتابع کووار. ردیگیع انجام میکه براساس توز یمحاسبات از  یتابع  (   t − ,  )    .(  )  (   )   نیهمچن اند وثابت(   )  و (  ) ندها ین گونه فرایچون در ا. است     ) =  (    ) −  

− به  (    ) د، یاک يمانا يندهایشود که در فرایم نتیجه   . دارد یبستگ  

:  }ند  یفرا ).ت(  ≥ ، ثابت باشد (  ) م هرگاه ییگویع میوس يند مانایرا فرا { 

  . داشته باشد یبستگ  و  tتفاضل فقط به (    )  و

  : فوند مارکیفرا .1-1-3

;( ) }م یکنیفرض م  = 0 ،1،  وضعیت يفضا زمان گسسته و یند تصادفیفرایک  {…،2

, هر يف است اگر به ازاوند مارکیک فرایند ین فرایم اییگو. باشد    يشمارا  ≥ ، 1   ،...،  هر,1   يرابرب ها،تیاز وضع   ،  

      1 =  |   =  ،… ، 1 =  1،X =    =      1 =  |   =   .  

ند در یت فرایع وضعین توزییتع يبرا   يند در مرحلهیت فرایفقط اطلاع از وضع یعنی. برقرار باشد

+  يمرحله  یفومارک یژگیو را یژگین ویا. کند و اطلاعات قبل از آن موثر نخواهد بودیت میکفا 1

1   )  یاحتمال شرط .ندیگویم =  |   = در   از (ک مرحله یت یر وضعییرا احتمال تغ ( 

+   يدر مرحله  ام به    يمرحله نداشته باشد،  یبستگ  ن احتمال به یاگر ا. مینامیم) ام1

  .ندیگویف همگن موند مارکیک فرایرا  یفوند مارکین فرایچن

;( ) }حال، اگر   ≥ اعداد  يرش را در مجموعهیکه مقادوسته باشد یزمان پ یتصادف يندیفرا { 

;( ) } ند  یم فراییگویم کند،یار میاخت یقیحق  ≥  وسته است اگر بهیف زمان پوند مارکیفرا { 

> tر دلخواه یادمق يازا  1 < ⋯ <   = =  یقیاعداد حق و     ،… ،   ،  
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  م، یداشته باش

+ )   د  ) ≤    ( ) =  ،      1 =    1،… ، (  ) =     = { ( +  ) ≤  | ( ) =   }.  
ع یکه توز یفومارک یژگین ویبا ا یاست، تصادف يندیوسته، فرایف زمان پوند مارکیفرا گر،یبه عبارت د

+ نده در زمان یت آیوضع یشرط گذشته،  يهاتیتمام وضعو   در  یت فعلیبا معلوم بودن وضع  

+ ) }   مستقل است، به علاوه اگر  دارد و از گذشته یبستگ یت فعلیفقط به وضع  ) ≤  | ( ) =   }. 

ا یت مانا یر وضعییتغ ياحتمالها يوسته دارایف زمان پوند مارکیم فراییباشد، آنگاه گو  مستقل از 

=  ) در حالت همگن  .همگن است  |   = . دهیمنشان می ( )   را به صورت  (     =   . نامیمدر یک واحد زمان می  به وضعیت     را احتمال تغییر وضعیت از وضعیت (1)   

  :یبازگشت گذرا و يتهاوضعی. 1-2

 یگشتزبا گذرا و يتهاوضعیرا به  فوکرر مایزنج ي، حالتهاتغییر وضعیت  يبراساس رفتار احتمالها

  .]49[یمکنیم میتقس

،    مانند  يعدد ياست، هرگاه به ازا   وضعیتدر دسترس    وضعیتم ییگو: فیتعر.  1-2-1  ≥ ( )   و   > oدر   اگر. میبرو  به   از مراحل از  یمتناه يم در تعدادیگر بتوانی، به عبارت د

→ باشد، از نماد   دسترس  - یند آنگاه مشگر بایکدیدر دسترس   و  اگر . میکنیده مااستف   

↔ . میسینو -نشان می  T  را با    به   اولین رسیدن قرار دارد زمان  اگر فرایند در وضعیت  .  

= Tدهیم بنابراین    n{ :   =  |  =  یمتناه يدر تعداد  به   شامد رفتن از یپ.  { 

= T ناسارگار  يشامدهایتوان به پیاز مراحل را م     ، = { رسیدن بهy    درتعداد  متناهی ازمراحل}    ن یه کرد، بنابرایتجز ..،1 = P  T < ∞ = P  ⋃  T =      1  =∑ P  T =      1  . 

= P  T ،            با قرار دادن    =    ( )   
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{ رسیدن بهy    درتعداد  متناهی ازمراحل}   =    ( ). ،  

. : دیآیر بدست میز رابطه    ( ) = P  T < ∞ = ∑ ن یز بیلازم است تما 1   ( )    ن یدر ا. ام است  در مرحله   و بودن در   احتمال شروع از  ( )   . د شودیتاک  ( )   و( )    

 یندارند، در صورت یدخالت ،ردیگیبه خود م   و 1ن یب يهاند در مرحلهیکه فرا يهاوضعیتاحتمال 

ام مورد توجه است ، اما    يدر مرحله  و بودن در   درست است که احتمال شروع از  ( )   که در  

( )     گریا به عبارت دی قرار گرفته باشد  د در حالت یند نبایفرا  تا 1ن مراحل یدر ب =  (  =  ;    1 ≠  ,… ,  1 ≠  |  =  ).  

.     ( ) =  (  =  |  =  )  

  شود که همواره یسه دو احتمال بالا معلوم میاز مقا

.      ( ) ≤    ( )  

>   م، هرگاه ییگویرا گذرا م   وضعیت :فیتعر. 1-2-2  مییگو یو آن را بازگشت  1

=   رگاهه ممکن است  1-   با احتمال مثبت   گذرا باشد با شروع از   گر اگر یبه عبارت د.  1

حتما  یناهک زمان متیبا شروع از آن بالاخره در  باشد یبازگشت  م، اما اگر یباز نگرد  چ گاه به یه

- وضعیت زنجیر خارج مییک یعنی وقتی از (اگر زنجیر بازگشتی مثبت باشد  .م گشتیبه آن باز خواه

-ارگودیک میزنجیر را . ) شویم حتما در یک زمان متناهی و با احتمال مثبت به آن بر خواهیم گشت

                                                      . گوییم

  ییتابع درستنما. 1-3

; )  یبا چگال  یر تصادفیمتغ  بفرض  . Θϵθو با پارامتر ( ∋  و     …،  اگر  ،باشد   ، 1 

; )  یچگال از یتصادف ينمونه ;     برابر ییآنگاه تابع درستنما باشد، (   1,  2, … ,    =  ( 1;  ).  ( 2;  )…  (  ;  ) Θϵθ  ود     ،  = 1،… ∋ x     و  ،  دد 
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است، نماد   از  یتابع ییتابع درستنمان که یا یتداع يبرا يدگذارانمکه در آن  باشدیم  ( ;  1, … , .) ا ی (   ;  1, … , ; )  ییتابع درستنما .میبر یبه کار م ییتابع درستنما يرا برا (    1, … , …،   يژهیمقدار و یتصادف يرهایرا که متغ يایی، درستنما(    ،ار کنندیاخت را 1 ،

ک لحظه ی يبرا. باشدیموقوع آنها گسسته، برابر با احتمال  یتصادف يرهایمتغ ين برایابنابر. دهدیم

شتر یب«که  یتصادف يرهایمتغ يژهیمقدار و. مینشان ده   معلوم است و مقدار آن را با  م یفرض کن

…،   آن مقدار » محتمل است  رخ دهد  ، 1
,1 )  ,…,2 ,1    که  ياست، به طور   … ,    ;   ).  

  .]50[مم باشدیماکز

  ممیماکز ییبرآوردگر درستنما. 1-3-1

( ) م یکنیفرض م =  ( ;  1, … , …، X یتصادف يرهایمتغ يبرا ییتابع درستنما (   ، 1 

= Θ  که(  θاگر . باشد ϑ ( 1, … , ,1 از مشاهدات  یتابع (    … ,   در   مقدار  )باشد یم   
= Θکند، آنگاه یمم میرا ماکز ( ) باشد که  ϑ (X1, … ,    مم یماکز ییبرآوردگردرستنما (  

…، X ينمونه يبرا    . است  1 ،

   يسازگار. 1-4

 ياخوب از برآوردگرها، دنباله يک دنبالهیرسد که  یبه نظر م برآوردگرها، از يادنباله یهنگام بررس

د برآورد شود یکه با واقعی پارامترر برآوردگرها به مقدار یش حجم نمونه، مقادیافزا آنها با ياست که برا

  . ل کنندیم

  دوم خطاتوان ن یانگیم يسازگار :فیتعر. 1-4-1

,T1  میکنیفرض م … T , = Tباشد، که درآن  ( )  يوردگرهاآبر از يادنباله … t ( 1, … , ک دنباله از یوردگرها آن دنباله از بریا. باشدیم  ک نمونه به حجم یبراساس  (  

    در   هر  يشود اگر براین دوم خطا گفته مان تویانگیسازگار در م يوردگرهاآبر
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lim → E     −  ( ) 2 =  د .ه
   یابیارز يآماره آزمون برا:مقدار-  . 1-5

داشته   ازاندازه  یمختلف یبحران يهیکسان، ممکن است، ناحیدر مورد مسئله آزمون  یلفتخافراد م

=  يبا اندازه یرا با استفاده از آزمون  Hشگر اول ممکن است، فرض یآزما. باشند در . رد کند 05.

=  ين آزمون را با اندازهیشگر دوم همیکه آزما یحال از جامعه  یک نمونه تصادفی. به کار برد 01.

 ،است یکیبرند، یشگر به کار میکه هردو آزما یهم آماره آزمون شود که هم نمونه ویگرفته م

ن یا. ردیرا بپذ  Hشگر دوم فرض یکه آزما یرا رد کند، در حال   Hشگر اول ممکن است فرض یآزما

آزمون حل  يدار یمقدار، احتمال معن- ش براساس یجه آزمایگزارش دادن نت م بایتوانیمشکل را م

  . ]31[میکن

ک یشود که یف میتعر     ياز اندازه يدارین سطح معنیکه کمتر ياست، آمار یتیکمر مقدا-   مقدار-  :فیتعر. 1-5-1

 یعنی. کندیرد م را  Hمشاهده شده از جامعه فرض  ينمونه يرو  شگر با کاربرد آماره آزمون یآزما

   Hباشد، فرض  سبه شده کمترامقدار مح- شگر از ین شده توسط آزماییتع ي ، یاگر مقدار بحران

  . شودیرد م  Hن صورت فرض یر ایدر غ شود، ویرد نم

  :سیماتر. 1-6

× س یک ماتری    سطر و  عدد است که به صورت     از  یلیمستط يهیک آرای  مانند   

  :افته استیش یستون است آرا

 =   11 ⋯  1 ⋮ ⋱ ⋮  1 ⋯     .  

آمده   ام   ستون  ام و  است که در سطر  يعدد ،شودینشان داده م    که با   ام     يمولفه

= را به صورت    س یماتر. است ها را معمولا با حروف بزرگ سیماتر. میدهینشان م      

× س یک ماتریو اگر  م،یدهینشان م   ،  = . مینامیم یمربعس یک ماتریرا   باشد، آنگاه   
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× س یک ماتری × س صفر یآن صفر باشند، ماتر يهامولفه يکه همه    و د،رنام دا  

صفر باشند  یآن همگ یر قطر اصلیک باشند وعناصر غیآن  یقطر اصل يکه فقط عناصر رو یسیماتر

× س  یک ماتریم ییگو. میدهینشان م  با  م وینامیم یس همانیرا ماتر ×  ياندازه يدارا   = س یدو ماتر. است   = و         ک اندازه باشندی يدارا). 1(اند اگر يمساو       

  .]48[ و ]47[باشند ير آنها مساویر به نظینظ يهامولفه). 2(

= م یکنیفرض م :فیتعر. 1- 1-6 × س مربع یک ماتری       که به   س یاثر ماتر. باشد  

( )  ، یعنیاست،  يقطر يهاهیمجموع درا. شودینوشته م ( )  صورت  = ∑       1 .  

.)   يهایژگیو × س یدو ماتر  و    میکنیفرض م: (   :میک اسکالر باشد، آنگاه داری  و  

(  )  ). الف =    ( ) .  

± )  ). ب  ) =   ( )±   ( ).  

(  )  ).  ج =   (  ) .  

(  1  )    ).د =   ( ) .  

-یش که به صورت بردار در نظر گرفته میم هرگاه سطرهاییگویرا متعامد م  س مربع یماتر .2- 1-6

=   ،   یعنی طول واحد داشته باشند، به دو متعامد بوده و دو ،شوند ي را ترانهاده   که در آن   

= گوییم یعنی اگر می  ماتریس  =  و         =   در این صورت            .  

=  تنها اگر متعامد است اگر و  س یماتر: جهینت. 3- 1-6 : میمد داراس متعیک ماتری يبرا. 1      =    =   . طول واحد هستند يز دو به دو متعامد بوده و داراین ستونها نیبنابرا.     

× س مربع یماتر  م یکنیفرض م ×  یس همانیماتر  و   …، λ ياسکالرها در این صورت . باشد   − | ياکه در معادله چندجمله را 1 ، λ | =  يهاشهیا ری( ژهیر ویمقاد کنند،یصدق م  

− | يمعادله. نامندیم  س یماتر) مفسر λ | = o از یبه عنوان تابع λ مینامیرا معادله مفسر م .

× در اینجا، دترمینان ماتریس    . دهیمنشان می | |را با   ،  
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…،X  1کنیم فرض می: 1فرمول ویتل. 1-7 یک نمونه از فرایند مارکف مرتبه اول با  1 ،

و اگر ) دهدکه رخ می وضعیتیاحتمال هر (    آغازي و احتمال      تغییر وضعیتاحتمالهاي     1،… +  اي به طولیک مجموعه 1 ، …،X  1ها باشد آنگاه احتمال اینکه وضعیتاز  1 با  1 ،

1 )   :هم رخ دهند برابر است با =  1,  2 =  2, … ,    1 =    1) = ( 1 =  1) ( 2 =  2| 1 =  1)… (   1 =    1|  =   ) =  1  1 2
…      1

.  

, کنیم براي فرض می  = 1,2, … ,    Ω   به    وضعیت  برابر تعداد دفعاتی باشد که فرایند از

Ωکنیم فرض می رفته است و   وضعیت =  Ω      یک ماتریس × ماتریس باشد که آن را   

هاي این ماتریس تعداد دفعاتی است که فرایند از یک نامیم یعنی درایهشمارشی می تغییر وضعیت

2 1  1    از آنجایی که . دیگر  رفته است وضعیتبه  وضعیت
…      1

=   1 ∏    Ω     .                 (1 − 1)  

1)  طرف راست  تساوي  − و احتمال رخ دادن هر ، اي استمشابه با احتمال در توزیع چندجمله(1

به  Ωشمارشی   تغییر وضعیتو داشتن ماتریس  1 ها با شروع از حالت وضعیتاي خاص از مجموعه

1)   وسیله  − لذا ضروري است که تعداد رخ دادهاي این مجموعه را بشماریم . [8]شود داده می (1

.  اگر . ي بسنده را پیدا کنیمتا بتوانیم توزیع آماره = ∑ Ω    ،{  . }  يشمارشهافراوانی   ،… =  همچنین و ،است 1 ، ∑ Ω    = ∑ و  Ω توانیم ببینیم که این ارتباطمی.   .  

آغازي  وضعیتو  Ωبه عبارت دیگر با  .دهندی را نشان مییانتها وضعیتآغازي به طور کامل  وضعیت 

  . شودروند فرایند معلوم می

× یک ماتریس  Ωکنیم فرض می: قضیه. 1-7-1 = از اعداد صحیح مثبت که    ∑ Ω     و                             ،       . −  . =    −      = 1,2, … ,  .باشند موجود   و   و براي برخی جفتهاي    

                                                             
١. P.Whittle 
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,1   هاي از تعداد دنباله  Ω ( ) ,  اگر  … و  Ω شمارشی  تغییر وضعیتبا ماتریس  1 ,  1 = 1   و    = = Ω ( ) ,    در این صورتباشد     ∏   . !∏ Ω  !  Ω  ∗   .                                            (2 −  د(1
, ) ∗  Ωکه در آن  Ωامین درایه از ماتریس  ( 

∗ =  Ω  ∗    هاي زیر استبا درایه .  

Ω  ∗ =     − Ω    .              . >    
                               . =  د  

  . [8]:برهان

1) با توجه به  − 2)و (1 − ,1 }ي احتمال اینکه دنباله (1 … , تغییر وضعیت  با  ماتریس {1   

1 و  Ωشمارشی  = 1   و    = ∗  Ω    :رخ دهد برابراست با     ∏   . !∏ Ω  !  ∏    Ω   ,  .            (3 −  د (1
  . مگوییکه عبارت فوق را فرمول ویتل می

ی دو روشی مناسب و کار آمد در حل مسئله تحلیل آماري خروشهاي : ی دوخروشهاي . 1-8

. باشداي هستند میفی  است و موارد شبیه چندجملهوف که براساس تحققهاي مارکوزنجیرهاي مارک

براي ساده کردن بحث ابتدا فرض . [21]اند براي مثال کرامردو ارائه شده خی روشهاي زیادي براساس

به ) 3- 1(در فرمول ویتل  ∗  Ω  ارگودیک باشد با نادیده گرفتن فاکتور  زنجیر مانا وکنیم می

∏  . به صورت زیر است Ωشمارشی  تغییر وضعیتماتریس  توانیم ببینیم که احتمال ازطورکلی می   .!∏    ! ∏            .                       (4 −  د(1
4)  فرمول  تعریف کنیم    را به صورت .  اگر  − فراوانی   همانند احتمال بدست آوردن (1

,Ω 1)شمارشی  … ,Ω  )  اي با احتمالهاي هاي چندجملهاز جامعه   نمونه مستقل از اندازه   در

,p 1) ايخانه … , p  ) کنیم فرض می. است  
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 .ξ  =  Ω  −             

= ξبردار تصادفی   باشد آنگاه معلوم اي اگر این چندجمله (ξ 1, … , ξ  )  از یک دیگر مستقل

  به صورت زیر خواهند بود   ξخواهند بود و کوواریانس ساختار 

 .  ξ  ξ   =    p  − p  p    

نتایج  شودبزرگ می  وقتی که   ي توزیع نرمال تقریبی خواهند بود،دارا  ξ ها بزرگ باشند   اگر 

   . [8]زیر را داریم

ξ  ي،بعد 2 بردار تصادفی  ،ارگودیک است که زنجیر مانا و حالتیدر  :قضیه. 1-8-1 =  ξ     در

=  ,  λ  در آن کهست، همگرا     ,  λ با ماتریس کوواریانس توزیع نرمال  توزیع به        p  − p  p    . د 
  .[8]: برهان

  ی دو معمولی در هر آماره داریم خ نظریه، از  )1-8-1( يبا فرض وجود قضیه

∑            2                  = 1,2, … , c .                       (5 −  د(1
5)ی دو در خبه طور مجانبی داراي توزیع  − <  pمحدود  و  درایه  است و  (1 اگر تعداد . است 0

−  ی دو داراي خباشد آنگاه توزیع    اینها  ماره  به طور مجانبی آ  درجه آزادي است به علاوه  1

  . و مجموع آنها به صورت زیر است مستقل هستند،

∑  Ω         2                                  (6 −  د(1
− ی دو با خ زیعبه طور مجانبی داراي تو = درجه آزادي است که    ∑      1 )∑      1 

− کنیم لذا درجه آزادي تاي آن را برآورد می  پارامتر داریم که  6) يآماره. ) . شودمی   − 1) 

در نظر گرفته شد که یک معیار براي برازش نیکویی از نمونه با استفاده از  [6]اولین بار توسط بارتلت  


