
 

ریاضͬ علوم دانشͺده

کاربردی ریاضͬ رشته ارشد کارشناسͬ درجه اخذ جهت نامه پایان
عددی آنالیز گرایش

: عنوان

उلग़عادلاتد৒ࡶජاീিࣱلਪච໔یباروشਞඇ౶ୃی঺بد৞للاپلاسوتࢁඟارඵෲ൝ৎراتৗଓฬୀਝଘوਈীی
ख़భੁࣜطঃت࢑ࢋ
: راهنما استاد

دන඿ر૮ࣹن಻ඌࣹنزاده
: مشاور استاد

඼່ن಻ൻঃ္رماشااන඿د

: نͽارش

ণیدهग़࠳ઍوਣඇඌࣹଓی

١٣٩١ شهریورماه



दدردا਩ی:
ඟ໊دمหازاमیاৗوس঻یࢁඟانع࢙موداিش৔وଛایඵවୀرم. ॐمدوণپاس୏وردگارਠീ঒یراଘ଒اਬࣞعاষࢌازاو৔وਮ࣪قآنراসیدا

راঘ࣒ماਪی୓یدॼ࡬وزاଡشانජ໑ا৬భدوଌن ජ໑ا঺ࢋพ়ࢁඟوণپاسऒودراازاণتادراঘ࣒مایارേ॒ندم،পنابآ༚یدන඿ر૮ࣹن಻ඌࣹنزادهاୀازਗیدارم଒با
اଌنپایانଓฬیاریड़඼່ود৯د.

భ ণپاسࢂචاریਗی঍࣒م. พ়ࢁඟو ଡ࣓ماേ઼ࢋষ࣊جاশا ଘغشان৒భیਟی୓ਝජໍخاଘ඼່ن಻ൻঃ္رماشااන඿ید༚نابآপندمേ॒ار ज़شاور اণتاد ঙࢠ಻ൾ൒ناز
଒مলوऒرඥࢡঙصआ୍مبلأସوادهৗخا و ا৯د یاری৶ࢤوده ൌॣیدیభ଒اداඵේज़ଓرૼنرا න෥ख़رمඟ໋وهوপنابآ༚ی೺ख़مد دارمازاسا঺ید ৩ھاশࢌণپاسਟیشا૚঵ه

ീ঒࣎م. ঙࢤوارهज़࡭وقاصਚیૼنభ৳ماਗیدورانূࡗજࣱلরود৯دوड़وनࡺࢹتऒودراازآغازدورهূࡗજࣱلਯหࣨونওජ໑ونزॐماتآ৩ھا
ণیدهग़࠳ઍوਣඇඌࣹଓی-৘඼ෙ७ورماه۱۳۹۱



ৎقد৤م:
तداکاری୓یਟی৒భࡂشان ৮دروماభمଘخاૡঙජໍه
وঙࢡඥرऒوলمودනෆران඼ෙय़باৣم.



چൊیده:
୓عکভหه૞শ඼່نಶ౮اییاୀࢭومऻग़نଌا଒م৤وॴیਗناতعکآভหرඵෲ൝ৎࢭومऻग़࣓موباඅ౶یਗیان঻راتراඵෲ൝ৎهازࣹسابหوঈایଓقدग़ భاଌنپایانଓฬا঻تدا
ड़ورداਬࣞفاده඼້ارऒواগدभඟ໋ࢌ.ঙࢠ಻ൾ൒ن໇راৌطلازمراୀای૞শ඼່هଘد॥تऒواঘ࣓مآورد.උࣀس঺ଘبد৞للاپلاس،ऒواصآنوਅୀیازऩضایایরජ໑وطଘآن
උࣀسروش ਗی୏داز৤م.భاداଘଓایده୓یاساਉیوپاଢایروشتࢁඟارඵෲ൝ৎراتوروشଢලඹূلاپلاسउభلग़عادلاتد৒ࡶජاീিࣱلਪච໔یਗی୏داز৤م.
گاهग़عادلاتد৒ࡶජاീিࣱلراଘروش೰دیدड़وردୀرਉی඼້ار ശণࢌدশھا৩భد.و॰یباਗراتඵෲ൝ৎارඟیازروشلاپلاسوروشتࢁਞඇ౶ୃ଒࣓مঘیدਗଣدیدیارا೰
ਗیدঘ࣓م.ঙࢠ಻ൾ൒نग़قا૘ীهاਪیஃروشتࢁඟارඵෲ൝ৎراتوروش೰دیدا৅جامਗیدঘ࣓مభ଒اغ࢑ࢋड़واردஙاଌنग़قا૘ীهୀୃیࠛددیروش೰دیدا॥ت.

ک೻ماتکൎیدی:
روشتࢁඟارඵෲ൝ৎرات؛ණرশࢋلاඟ໋اୈ؛روشଢලඹূلاپلاس؛ग़عادلات໇رودอশࢂඟ؛ग़عادଔک಻ൖن-দوردن.



مطالب فهرست

١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گفتار پیش

٣ اولیه تعاریف و مفاهیم ١

۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تغییراتͬ مسائل و ͷتابع ١.١

٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (ͷتابع (دیفرانسیل ͷتابع تغییر تعریف ٢.١

٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ها ͷتابع حساب در فرینه ٣.١

١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاپلاس تبدیل ۴.١

١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیراک دلتای خاص تابع معرفͬ ۵.١

١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . دیراک دلتای تابع از خاصیت چند ۶.١

١٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گاما تابع ٧.١

١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاپلاس تبدیل قضایای از برخͬ ٨.١

١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقیاس تغییر قضیه ١.٨.١

١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تابع ͷی مشتقات لاپلاس تبدیل قضیه ٢.٨.١

١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاپلاس تبدیل از گیری مشتق قضیه ٣.٨.١

١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیچش قضیه ۴.٨.١

٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ( sمحور بر (انتقال انتقال اول قضیه ۵.٨.١

٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ( tمحور بر (انتقال انتقال دوم قضیه ۶.٨.١

آ�



٢١ لاپلاس تجزیه روش و تغییرات تͺرار روش ٢

٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تغییرات تͺرار روش ١.٢

٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاگرانژ ضریب روش ١.١.٢

٢٩ . . . . . . . . . . . . جزیͬ دیفرانسیل معادلات روی تغییرات تͺرار روش اجرای ٢.١.٢

٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تغییرات تͺرار روش به مثال چند ذکر ٣.١.٢

٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاپلاس تجزیه روش ٢.٢

٣٨ لاپلاس و تغییرات تͺرار ترکیبͬ روش (LV IM) ٣

٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاپلاس و تغییرات تͺرار ترکیبͬ روش ١.٣

۵٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . LV IM روش به خاص مثال چند بررسͬ ٢.٣

۶٧ معادلات دستͽاه LVروی IMروش کاربرد ۴

۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معادلات دستͽاه در V IM روش ١.۴

٧١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . معادلات دستͽاه LV)در IM)روش ٢.۴

٨٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیشنهادها و نتایج ٣.۴

٨٩ نامه کتاب

٩۴ انͽلیسͬ به فارسͬ �نامه واژه

٩٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انͽلیسͬ چͺیده

ب



گفتار پیش

است. افزایش حال در روز به روز تحلیلͬ روشهای به مهندسین و دانشمندان تمایل خطͬ، غیر علوم گسترشسریع با

به چه خطͬ غیر مسائل حل اما است، ساده بسیار امروزی های کامپیوتر ͷکم به خطͬ مسائل تحلیلͬ حل که این با

که هایͬ ͷنیͺت و ها روش یافتن بنابراین باشد. مͬ همراه زیادی مشͺلات با تحلیلͬ صورت به وچه عددی صورت

کار، این راستای در باشد. مͬ مهندسین و دانشمندان اهداف از نمود، حل را خطͬ غیر مسائل بتوان آن ی وسیله به

این و .[١٧ ،١۶ نمود[١۵، ارائه را « (V IM)تغییرات تͺرار روش » ،١٩٩٧ سال در « ١ هͬ هوان جͬ » پروفسور

استفاده مورد خطͬ غیر (PDEs) جزیͬ دیفرانسیل معادلات و (ODEs)ͬمعمول دیفرانسیل معادلات بر را روش

کانولوشن ضرب نوع از خطͬ غیر عوامل با Vغیرخطͬ IM روش « هͬ » پروفسور ،١٩٩٨ سال در آن از پس داد. قرار

نمود[١٨]. Vحل IM روش از استفاده با را مستقل معمولͬ معادلات سیستم ،٢٠٠٠ سال در نیز و . گرفت کار به

روش همͽرایͬ ی باره در کرد. بیان کلͬ ایͬ گونه به Vرا IM روش [١٩]مفاهیم ی مقاله در ،٢٠٠۶ سال در وی

شده ارائه محققین توسط نیز روش این از اصلاحاتͬ ونیز .[۶ است[۵، شده انجام هایͬ پژوهش نیز تغییرات تͺرار

است.

مͬ « تغییرات حساب » نام به ریاضیات از ایͬ شاخه در تغییرات تͺرار روش اصلͬ مفاهیم که این به توجه با

مرجع از برگرفته که کنیم بیان اول فصل عنوان به را تغییرات حساب از مختصری توضیح ابتدا تا شدیم آن بر لذا باشد

در سپس کنیم. مͬ بیان فصل این در خواصآنها تبدیلاتلاپلاسو از مختصری توضیح همچنین و باشد ١٢]مͬ ،٣]

انواع حل برای را لاپلاس تجزیه روش و روش این و کنیم مͬ بیان را تغییرات تͺرار روش اصول و مفاهیم دوم فصل

١Ji Huan He



تبدیل و تغییرات تͺرار ترکیبͬ روش » نام به جدیدی روش سوم فصل در گرفت. خواهیم کار به دیفرانسیل معادلات

باشد، مشخصمͬ آنها دقیق جواب که دیفرانسیلͬ معادلات از روش این در که کنیم مͬ LV)»رامطرح IM)لاپلاس

جواب، از آخر در و کرده، Vحل IM روش از استفاده با را جدید دیفرانسیل معادلات سپس گرفته، لاپلاس تبدیل

همچنین کنیم. مͬ پیاده دیفرانسیل معادلات دستͽاه روی بر را روش این آخر فصل در گیریم. مͬ معͺوس لاپلاس

عددی برتری موارد، اغلب در مقایسه این ی نتیجه که دهیم مͬ LVانجام IM روش Vو IM روش میان ایͬ مقایسه

LVاست. IM روش

٢



١ فصل

اولیه تعاریف و مفاهیم

٣



تغییراتͬ مسائل و ͷتابع .١.١ اولیه تعاریف و مفاهیم -١ فصل

تغییراتͬ مسائل و ͷتابع ١.١

هر به ، ها ͷتابع وسیله به کنند. مͬ ایفا و... هندسه ، ͷانیͺم آنالیز، مسائل از بسیاری در را مهمͬ نقش ها ͷتابع

متغیرهای آن در که است تابع نوعͬ ͷتابع لذا داد، نسبت را حقیقͬ عدد توان مͬ توابع از دلخواه ای مجموعه عضو

: کرد تعریف زیر صورت به توان مͬ را ͷتابع لذا باشد. مͬ منحنͬ) (یا تابع خود، مستقل،

ͷتابع ͷی را J : Ω → ℜ آنͽاه باشد، حقیقͬ اعداد ی مجموعه ℜ و توابع از ای Ωمجموعه اگر : ١.١.١ تعریف

نامیم. مͬ

. است شده آورده ͷتابع از مثال چند زیر در

این از منحنͬ هر به صورت این در بͽیرید. نظر در را متناهͬ طول با های منحنͬ ی همه ی مجموعه : ١.١ مثال

منحنͬ طول .بنابراین گرفت نظر در منحنͬ طول توان مͬ را عدد این که داد، نسبت را معینͬ عدد توان مͬ مجموعه،

است. شده تعریف متناهͬ طول با های منحنͬ ی همه روی که باشد، مͬ ͷتابع ͷی

شده تعریف [a, b] بازه روی که باشد پذیر مشتق پیوسته طور به دلخواه تابع ͷی y(x) کنید فرض : ٢.١ مثال

: عبارت صورت این است.در

J [y] =

∫ b

a

y′
۲
(x)dx,

۴



تغییراتͬ مسائل و ͷتابع .١.١ اولیه تعاریف و مفاهیم -١ فصل

باشد. مͬ [a, b] بازه روی شده تعریف پذیر مشتق پیوسته طور به توابع همه ی مجموعه روی ͷتابع ͷی

عبارت: صورت این باشد.در پیوسته تابع ͷی ،F (x, y, z) کنید فرض تر، کلͬ مثال ͷی برای : ٣.١ مثال

J [y] =

∫ b

a

F (x, y, y′)dx,

انتخاب باشد.با مͬ [a, b] ی بازه روی شده تعریف پذیر مشتق پیوسته طور به توابع همه ی مجموعه روی ͷتابع ͷی

: اگر مثال، طور آید.به مͬ دست به مختلف های ͷتابع ، فوق مثال در ، F (x, y, z)مختلف توابع

F (x, y, z) =
√

۱ + z۲,

صورت: این در

J [y] =

∫ b

a

√
۱ + y′۲(x)dx,

اگر: یا و است ١.١ مثال ͷتابع همان و دهد مͬ yرا = y(x) معادله به منحنͬ طول که

F (x, y, z) = z۲,

صورت: این در

J [y] =

∫ b

a

y′
۲
(x)dx,

باشد. مͬ ٢.١ مثال ͷتابع همان که

. باشند fپیوسته fو′ هرگاه است پذیر مشتق پیوسته طور به [a, b]رویf : ١.١.١ تذکر

کمینه و بیشینه کردن پیدا آن هدف و داشته را پیشرفت بیشترین که دارد، وجود ها ͷتابع حساب از ای شاخه

مثالͬ زیر شوند.در مͬ »نامیده تغییراتͬ «مسائل آن، پیرامون مسائل و تغییرات» «حساب شاخه، این ست. ها ͷتابع

است: شده آورده تغییراتͬ مسائل از

و A(x۱, y۱) مانند صفحه از مشخص ی نقطه دو که طول نظر از منحنͬ ترین کوتاه کردن پیدا : ۴.١ مثال

: ͷتابع که طوری به y = y(x) یافتن یعنͬ کند مͬ وصل هم به را B(x۲, y۲)

۵



تغییراتͬ مسائل و ͷتابع .١.١ اولیه تعاریف و مفاهیم -١ فصل

J [y] =

∫ x۲

x۱

√
۱ + y′۲(x)dx,

برسد. خود کمینه مقدار به

چنین شود. نوشته J [y] =
∫ b

a
F (x, y, y′)dxصورت به تواند مͬ که است ͬͺتابع شامل تغییرات مسائل از ͷی هر

تقسیم مجزایͬ های قسمت به را y = y(x) منحنͬ اگر یعنͬ باشند. مͬ سازی محلͬ خاصیت دارای هایͬ ͷتابع

مجزا های قسمت در ها ͷتابع مقادیر مجموع صورت این در کنیم. حساب قسمت هر در را ͷتابع مقدار و کنیم،

شود. مͬ منحنͬ کل در ͷتابع مقدار برابر

ی متغیره n تابع فرینه نقاط کردن پیدا مسأله صورت به را تغییراتͬ مسأله توان مͬ تقریبͬ طور به بنابراین

با لذا رسید. مسأله دقیق جواب به توان مͬ نهایت بͬ سمت به n دادن میل با که کرد، تلقͬ J(y۱, y۲, ..., yn)

مͬ مجزا نقاط در y = y(n) تابع مقادیر همان که متغیر نهایت بͬ با توابعͬ توانند مͬ ها ͷتابع فوق، روند به توجه

آورد. شمار به دیفرانسیل حساب با تناظر در را تغییرات حساب توان مͬ نیز و شوند، گرفته نظر در باشند،

فرینه ͷی برای لازم شرط تعیین ،ͷتابع تغییر

کنیم. مͬ بیان متغیره n تابع ͷی دیفرانسیل مفهوم مشابه را ͷتابع ͷی دیفرانسیل) (یا تغییر مفهوم بخش این در

h ∈ Ω عضو هر به را φ[h]عدد بتوان که فرضکنید بͽیریدو نظر در خطͬ دار نرم فضای ͷرای Ω : ٢.١.١ تعریف

خطͬ ͷتابع ͷی φ گوییم باشد، Ω روی شده تعریف ͷتابع ͷی φ کنید فرض دیͽر عبارت به یا داد، تخصیص

: هرگاه است

φ[αh] = αφ[h] : باشیم داشته α حقیقͬ عدد هر وبرای h ∈ Ω هر برای .١

φ[h۱ + h۲] = φ[h۱] + φ[h۲] : باشیم داشته h۱, h۲ ∈ Ω هر برای .٢

است: شده ارائه خطͬ ͷتابع از مثالͬ زیر در

۶



تغییراتͬ مسائل و ͷتابع .١.١ اولیه تعاریف و مفاهیم -١ فصل

: کنیم مͬ تعریف زیر صورت به را φͷتابع ، باشد [a, b] ی بازه در ثابتͬ ی نقطه x۰ نقطه کنید فرض : ۵.١ مثال

φ : C[a, b] −→ R

φ[h] = h(x۰),

باشد. مͬ C[a, b]روی خطͬ ͷتابعφصورت این در

: کنیم مͬ تعریف زیر صورت به را φͷتابع : ۶.١ مثال

φ : Cn[a, b] −→ R

φ[h] =
∫ b

a
[f۰(x)h(x) + f۱(x)h

′(x) + ...+ fn(x)h
(n)(x)]dx,

باشد. مͬ Cn[a, b] روی خطͬ ͷتابع ͷی باشند مͬ C[a, b] در معلومͬ توابع ، fi(x) ، i = ۰,۱, ..., n آن در که

در صورت این در شود، صفر برابر توابع، از ای مجموعه به متعلق ، h(x) تابع هر برای فوق مثال در کنید فرض حال

در نتایج از بعضͬ است معروف تغییرات» حساب اساسͬ «لم به که زیر لم ؟ گفت توان مͬ چه ها fi(x) توابع مورد

دهد. مͬ دست به را رابطه این

که طوری به h(x) ∈ C[a, b] هر برای و باشد، [a, b] ی بازه روی ای پیوسته تابع α(x) کنید فرض : ١.١.١ لم

باشیم: داشته ، h(a) = h(b) = ۰∫ b

a

α(x)h(x)dx = ۰,

[٣] α(x) = ۰ داریم: x ∈ [a, b] هر برای صورت این در

که طوری به h(x) ∈ C[a, b] هر برای و باشد، [a, b] ی بازه روی ای پیوسته تابع α(x)کنید فرض : ٢.١.١ لم

باشیم: داشته h(a) = h(b) = ۰∫ b

a

α(x)h′(x)dx = ۰,

باشد.[٣] مͬ ثابتͬ عدد c که ، α(x) = c داشت: خواهیم x ∈ [a, b] هر برای صورت این در

٧



(ͷتابع (دیفرانسیل ͷتابع تغییر تعریف .٢.١ اولیه تعاریف و مفاهیم -١ فصل

به h(x) ∈ C۱[a, b] هر برای و باشند [a, b] ی بازه روی ای پیوسته توابع β(x) و α(x)کنید فرض : ٣.١.١ لم

: باشیم داشته h(a) = h(b) = ۰ که: ∫طوری b

a

[α(x)h(x) + β(x)h′(x)]dx = ۰, (١.١)

[٣].β′(x) = α(x) داشت: xخواهیم ∈ [a, b] هر برای و است، پذیر β(x)مشتق تابع صورت این در

(ͷتابع (دیفرانسیل ͷتابع تغییر تعریف ٢.١

تعریف زیر صورت به را J [y] نمو صورت این در باشد. تعریفشده دار نرم خطͬ فضای روی J [y]ͷتابع فرضکنید

: کنیم مͬ

∆J [y;h] = J [y + h]− J [y]

∆J [h] صورت این در باشد، ثابت و معین تابعͬ y اگر زیرا دهیم. مͬ نشان ∆J [h] با را ∆J [y, h] سادگͬ برای

: که کنید فرض است. خطͬ غیر کلͬ حالت در و است h از ͷتابع ͷی

∆J [y;h] = φ[h] + ε∥h∥,

. ∥h∥ −→ ۰ که زمانͬ ε −→ ۰ و باشد مͬ خطͬ ͬͺتابع φ[h] که

∥.∥ نرم و باشد مͬ است، تعریفشده آن روی ͷتابع که ایͬ خطͬ دار نرم فضای در تابعͬ h که است ذکر به لازم

قسمت بزرگترین و نامند. تغییرپذیر یا پذیر دیفرانسیل J∆را [h]ͷتابع صورت این در است. مربوطه خطͬ نرم همان

∥ε∥hکه اندازه به ∆J [h] با که دهند مͬ نمایش δJ [h]نماد با و نامند J [h] دیفرانسیل یا تغییر را ∆J [h] خطͬ

همواره ͷتابع ͷی تغییر پس دارد. اختلاف ∥h∥است، برای ͷی از بالاتر مراتب شامل است، ͬͺکوچ بسیار عبارت

باشد. مͬ خطͬ ͷتابع ͷی خود

است بهتر و هستند، h(x)و y(x) مستقل متغیر دو از هایͬ ͷتابع دو هر ، J [h] ͷتابع تغییر و نمو بنابراین

بنویسیم:

∆J [y;h] = δJ [y;h] + ε∥h∥,

٨



ها ͷتابع حساب در فرینه .٣.١ اولیه تعاریف و مفاهیم -١ فصل

[٣]. یͺتاست پذیر دیفرانسیل ͷتابع ͷی دیفرانسیل : ١.٢.١ قضیه

ها ͷتابع حساب در فرینه ٣.١

هر در J [y]− J [ŷ] هرگاه باشد، مͬ فرینه دارای y = ŷ (منحنͬ) ی نقطه در J [h]ͷتابع گوییم : ١.٣.١ تعریف

ندهد. علامت تغییر y = ŷ منحنͬ از ͬͽهمسای

: شود مͬ تعریف فرینه نوع دو C۱ یا C فضای نوع به بسته البته

برای و ε > ۰ هر برای هرگاه باشد، مͬ ضعیف فرینه دارای y = ŷ (منحنͬ) ی نقطه در J [y]ͷتابع گوییم .١

تعریف نرم همان ∥.∥۱ نرم که ندهد، علامت تغییر J [y]−J [ŷ] که: بͽیریم، نتیجه ∥y− ŷ∥۱ < ε که y هر

باشد. مͬ C۱ خطͬ دار نرم فضای در شده

هر برای و ε > ۰ هر برای هرگاه باشد، مͬ قوی فرینه دارای y = ŷ (منحنͬ) ی نقطه در J [y]ͷتابع گوییم .٢

شده تعریف نرم همان ∥.∥۰ نرم که ندهد، علامت تغییر J [y]− J [ŷ] که بͽیریم نتیجه ∥y− ŷ∥۰ < ε که y

باشد. مͬ C خطͬ دار نرم فضای در

∥.∥۱ صورت به نسبت شوند، مͬ گرفته نظر در تغییرات حساب در معمولا که هایͬ ͷتابع که این به توجه با

باشد. مͬ ͷتابع ͷی قوی فرینه از تر آسان ضعیف فرینه کردن پیدا لذا باشند. مͬ پیوسته

مقدار y = ŷ (منحنͬ) ی نقطه در J [y] پذیر دیفرانسیل یا پذیر تغییر ͷتابع آنͺه برای کافͬ شرط : ١.٣.١ قضیه

باشیم داشته پذیرفتنͬ، h هر برای دیͽر عبارت به یا شود. صفر y = ŷ در تغییرش که است این باشد، داشته فرینه

:[٣]

δJ [ŷ;h] = δJ [h] = ۰,

٩



ها ͷتابع حساب در فرینه .٣.١ اولیه تعاریف و مفاهیم -١ فصل

آنالیز در داریم، نیز را شوند، مͬ مطرح ͷکلاسی آنالیز در که توابعͬ برای را بالا قضیه با متناظر : ١.٣.١ تذکر

در اول مشتق مقدار که است آن باشد کمینه دارای ای نقطه در ، f متغیره ͷی تابع که آن برای لازم شرط ،ͷکلاسی

آن در باشد، منفͬ دوم مشتق نقطه همان در اگر بلͺه نیست، کافͬ شرط ͷی این اما .( df = ۰ ) شود صفر نقطه آن

است. f تابع کمینه ی نقطه ͷی نقطه، آن صورت

کرد. مشاهده تغییرات حساب پیشرفته های بحث در و ها ͷتابع مورد در توان مͬ را مطلب همین مشابه

دارای که ،y(x) مانند توابع از ای مجموعه روی J [y] =
∫ b

a
F (x, y, y′)dx ͷتابع کنید فرض : ٢.٣.١ قضیه

باشد. تعریفشده کنند، صدق y(b) = B و y(a) = A مرزی شرایط در و باشند [a, b] ی بازه در پیوسته اول مشتق

y(x) که است این باشد، y = y(x) ی نقطه در فرینه ͷی دارای J [y]ͷتابع که آن برای لازم شرط صورت این در

کند[٣]: صدق ( اویلر معادله به (مشهور ، زیر معادله در

Fy −
d

dx
Fy′ = ۰.

دیفرانسیل معادله ͷی اویلر معادله که جا آن از نامند. مͬ ساز» فرینه های «منحنͬ را اویلر معادله جواب های منحنͬ

استفاده با ثابت مقدار دو این که است C۲ و C۱ مانند دلخواه ثابت دو دارای آن عمومͬ جواب لذا است دوم ی مرتبه

آید. مͬ دست به y(b) = B و y(a) = A یعنͬ شده داده مرزی شرایط از

شرایط از تغییراتͬ مسأله جواب که نامند، ایستایͬ» «شرایط را مرزی شرط دو همراه به اویلر ی معادله ضمن در

آید. مͬ دست به ایستایͬ

شود: مͬ مبادرت مثال ͷی ذکر به موضوع شدن تر واضح برای

به را B(x۲, y۲) و A(x۱, y۱) مانند صفحه از مشخص ی نقطه دو که طول) نظر مسیر(از ترین کوتاه : ٧.١ مثال

کنید. پیدا را کند، مͬ وصل هم

: ͷتابع یعنͬ قوس طول انتͽرال بایستͬ مͬ منحنͬ چنین آوردن دست به برای که دانیم :مͬ حل

J [y] =

∫ x۲

x۱

√
۱ + y′۲(x)dx, (٢.١)
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ها ͷتابع حساب در فرینه .٣.١ اولیه تعاریف و مفاهیم -١ فصل

Fx = لذا اند، نشده ظاهر انتͽرالده در y و x های متغیر مثال این در اینͺه به توجه با و برسد، خود کمینه مقدار به

: داریم اویلر معادله طبق بنابراین ، Fy′x = Fy′y = ۰ حتͬ نیز و Fy = ۰

Fy −
d

dy
Fy′ = Fy −

∂Fy′

∂x
− ∂Fy′

∂y
y′ − ∂Fy′

∂y′
y′′ = Fy − Fy′x − Fy′yy

′ − Fy′y′y
′′ = −Fy′y′y

′′ = ۰,

: شود مͬ تعریف زیر صورت به اویلر معادله لذا

Fy′y′y
′′ = ۰, (٣.١)

: چون اما

F (y′) =
√

۱ + y′۲ =⇒ Fy′y′ =
۱

(۱ + y′۲)

۳

۲

̸= ۰,

: شود مͬ نتیجه معادله(٣.١) از لذا

y′′ = ۰,

: بنابراین

y′′ = ۰ =⇒ y′ = C۱x =⇒ y = C۱x+ C۲,

: شوند مͬ مشخص C۲ و C۱ های ،ثابت y(x۲) = y۲ و y(x۱) = y۱ یعنͬ مرزی، شرایط به توجه با حال

y۱ = C۱x۱ + C۲ , y۲ = C۱x۲ + C۲

: شود مͬ دستͽاه جواب

C۱ =
y۲ − y۱

x۲ − x۱
, C۲ = y۱ − x۱

y۲ − y۱

x۲ − x۱

: پس

y − y۱ =
y۲ − y۱

x۲ − x۱
(x− x۱) (۴.١)
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ها ͷتابع حساب در فرینه .٣.١ اولیه تعاریف و مفاهیم -١ فصل

ͷتابع ساز فرینه تابع و کند مͬ وصل هم به ,B(x۲را y۲) ,A(x۱و y۱) ی نقطه دو که است مستقیمͬ خط همان این

سازی کمینه منحنͬ ͷی ولͬ ندارد سازی بیشینه منحنͬ (٢.١)هیچ ͷتابع که دانیم مͬ هندسه از ولͬ باشد. مͬ (٢.١)

. است نقطه دو کننده متصل (منحنͬ) مسیر ترین کوتاه (۴.١)عقلا́ که گیریم مͬ نتیجه طریق این به پس دارد،

معادله عمومͬ های جواب ابتدا بایستͬ مͬ نیستند، ثابت انتهایͬ نقاط که تغییراتͬ مسائل در که است ذکر به لازم

طبیعͬ: مرزی شرایط گرفتن نظر در با و یافته را ”Fy −
d

dx
Fy′ = ۰ اویلر:”

Fy′|x=a = ۰, Fy′|x=b = ۰

مسأله نهایͬ جواب تا یافته را عمومͬ جواب در موجود های مقادیرثابت شود)، مͬ محاسبه δJ = ۰ ͷکم به (که

. شود حاصل

و باشد، معلوم انتها یا ابتدا نقاط از ͬͺی در تابع مقدار است ممͺن انتهایͬ نقاط با تغییراتͬ مسائل در : ٢.٣.١ تذکر

شود. مͬ استفاده طبیعͬ مرزی شرط دو از ͬͺی آنͽاه ، نامعلوم دیͽری در

: دهیم مͬ قرار توجه مورد را زیر مثال ببریم، پͬ تغییراتͬ مسائل در مرزی شرایط نقش به اینͺه برای

: بͽیرید نظر در را زیر ͷتابع : ٨.١ مثال

J [y] =

∫ ۱

۰

y′
۲
dx,

. کنید پیدا شده داده شرایط از ͷی هر به نسبت را فوق ͷتابع ساز فرینه منحنͬ

( ثابت )y(۱) = ۱ y(۰)و = ۰ شده ثابت انتهایͬ نقاط الف)

( متغیر اند( نشده y(۱)تعیین y(۰)و که آزاد، انتهایͬ نقاط ( ب

صورت به اویلر معادله که کردیم محاسبه قبلا́ اند نشده yظاهر xو متغیرهای انتͽرالده در که این به توجه با ( الف

بود. Fy′y′yخواهد
′′ = ۰

: داریم لذا

۲y′′ = ۰ =⇒ y′′ = ۰ −→ y = C۱x+ C۲
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لاپلاس تبدیل .۴.١ اولیه تعاریف و مفاهیم -١ فصل

داریم: ،y(۱) = ۱ y(۰)و = ۰ مرزی شرایط به توجه با که

C۱ = ۱, C۲ = ۰,

. شود مͬ ͷی برابر ͷتابع مقدار آن بازای که باشد yمͬ = x خط جواب، لذا

نتیجه: در باشد، مͬ «الف» قسمت ی معادله همان اویلر معادله قسمت این در که این به توجه با ( ب

۲y′′ = ۰ =⇒ y′′ = ۰ −→ y = C۱x+ C۲

: بایستͬ مͬ که گوید مͬ ما به طبیعͬ مرزی شرایط اما

Fy′|x=۰ = ۰, Fy′|x=۱ = ۰

. باشد مͬ y = C۲ خط جواب، بنابراین .C۱ = ۰ که گیریم مͬ نتیجه لذا ، Fy′ = ۲y′ = ۲C۱ دانیم مͬ نیز و

لاپلاس تبدیل ۴.١

هستند تبدیلاتͬ گیری، انتͽرال یا گیری مشتق عمل مثلا́ داریم کار و سر تبدیلات با مدام ریاضیات در کلͬ طور به

. کنند مͬ نظیر را
∫
f(x)d(x) یا f ′(x) f(x)توابع معلوم تابع به که

: شود مͬ تعریف زیر صورت به انتͽرالͬ تبدیلات کلͬ ایده

T (f(x)) = F (s) =

∫ b

a

K(x, s)f(x)dx,

. نامند مͬ تبدیل هسته ,K(xرا s) آن در که

رتبه در ͬͺفیزی مسائل حل در ٢ فوریه تبدیل کارکرد به نسبت شاید که است انتͽرالͬ تبدیل ͷی ١نیز لاپلاس تبدیل

ͬͺتریͺال های مدار تحلیل و تجزیه در که معمولͬ دیفرانسیل معادلات حل در ویژه به لاپلاس تبدیل . دارد قرار دوم

دیفرانسیل معادلات حل در لاپلاس، تبدیل کاربرد ترین اساسͬ و است. فراوان کاربرد دارای شوند، مͬ مطرح

. باشد مͬ دیفرانسیل انتͽرال و انتͽرال جزیͬ، معمولͬ،
١Laplace
٢Forelh

١٣



لاپلاس تبدیل .۴.١ اولیه تعاریف و مفاهیم -١ فصل

مͬ Fنمایش (s) L{f(t)}یا نماد با گرددرا مͬ tتعریف > ۰ برای f(t)که تابع لاپلاس تبدیل : ١.۴.١ تعریف

: داریم و دهیم

L{f(t)} = F (s) =

∫ ∞

۰

e−stf(t)dt,

: نویسیم مͬ و نامیم مͬ F (s)وسͺمع تبدیل f(t)را تابع لاپلاسf(t)و تبدیل Fرا (s) تابع

L−۱ {F (s)} = f(t)

مͬ شناخته نیز فوریه - معین انتͽرال عنوان با بعضعاً و است معروف ٣ برومویچ انتͽرال به معͺوس لاپلاس تبدیل

شود.

باشند ثابت عدد bدو aو هرگاه یعنͬ هستند، خطͬ لاپلاسعملͽرهای تبدیل معͺوس لاپلاسو تبدیل : ١.۴.١ نͺته

: داریم

L{af(t) + bg(t)} = aL{f(t)}+ bL{g(t)}

L−۱ {af(s) + bg(s)} = aL−۱ {f(s)}+ bL−۱ {g(s)}

کردن حفظ که دارد اهمیت بسیار نͺته این به توجه . کنید مͬ ملاحظه زیر در را مهم توابع از بعضͬ لاپلاس تبدیل

است ضروری و لازم عͺس، به و مشخصنمود f(t)را سریعاً بتوان حالت هر Fدر (s) داشتن با که ای گونه به روابط

.

مورد تابع لاپلاس تبدیل تعریف به مربوط انتͽرال شدن همͽرا شرط قسمت، هر در شده نوشته شرط کنید دقت

بود. خواهد لاپلاس تبدیل وجود شرط تعبیری به و است، نظر
٣Beromovich

١۴


