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نام೯دا
الْخال˼ق˂. یʿشͺْ͒ر لَم˂ الْمʿخلوق یʿشͺْ͒ر لَم˂ مʿن و

عطا را دانش و علم کسب راه در تلاش توفیق اینجانب به که را متعال پروردگار ستایش و سپاس
دهم. قرار استفاده مورد خویش وطن علمͬ پیشرفت راه در را آموخته�هایم بتوانم امیدوارم فرمود.
جعفر دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد دریغ بی زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه�ی آغاز در
این ایشان ارزنده�ی های راهنمایی بدون قطعاً که نمایم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه ، عیوضلو صادق

نمͬ�رسید. انجام به مجموعه
تقبل را نامه پایان این مشاوره�ی و مطالعه زحمات که مهر پور صالحͬ دکترسعید آقای جناب از

دارم. را امتنان کمال فرمودند،
دارم. را قدردانͬ و تشͺر کمال تحصیلم دوران دوستان تمام از

بوده�اند، من مشوق و یار همواره مراحل تمامͬ در که خانواده�ام اعضای کلیه از پایان در
مͬ�کنم. سپاسͽزاری

صادی ૡં༙ه
۱۳۹۰

سه



فاطمه نام: صادقͬ دانشجو: خانوادگͬ نام

ت-کمینه باز هسته دارای ساختارهای عنوان:

عیوضلو صادق جعفر : راهنما استاد

مهر پور صالحͬ سعید : مشاور استاد

تبریز دانشͽاه منطق گرایش: محض ریاضͬ رشته: ارشد� کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع

١٠٠ صفحات: تعداد ١٣٩٠ التحصیلͬ: فارغ تاریخ ریاضͬ علوم دانشͺده

تعریف�پذیر. کمال یͺنواخت، تناهͬ موروثͬ، محمول باز، هسته ت-کمینه، ساختار واژه�ها: کلید

چͺیده

گردایه توسط که است آن از یافته تقلیل ساختار ͷی چͽال، خطͬ ترتیب ͷی از بسط ͷی باز هسته
نوشته [۵] مبنای بر که نامه پایان این در مͬ�شود. تولید بسط آن باز تعریف�پذیر مجموعه�های همه
قرار بررسͬ مورد دارند، ت-کمینه باز هسته که چͽال خطͬ ترتیب�های از بسط�هایی مͬ�شود،
مرتب گروه ͷی از بسط هر شرایط آن تحت که مͬ�آورد فراهم را شرایطͬ نتیجه اولین مͬ�گیرند.

است. ت-کمینه باز هسته دارای چͽال
ت- باز هسته دارای اما نیستند، ت-کمینه خودشان که ساختارهایی از رده دو بعدی، گام در
گروه�های از بسط�هایت-کمینه از چͽال زوج�های رده اولین مͬ�گیرند. قرار بررسͬ مورد کمینه�اند،
مͬ�باشد. موروثͬ محمولات با ت-کمینه ساختارهای از بسط�هایی رده دومین و مͬ�باشد مرتب
متمایز هم از را مذکور رده دو صفحه» در چͽال گراف با یͺانͬ تعریف�پذیر توابع «وجود ویژگͬ
ویژگͬ نیست. چنین دومͬ که حالͬ در است، مذکور ویژگͬ دارای رده اولین واقع، در مͬ�گرداند.
مͬ�شود. مرتبط تعریف�پذیر» «کمال یͺنواخت»، «تناهͬ جمله از دیͽری جالب ویژگͬ�های با مذکور
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١ فصل

مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه

مقدمه ١.١

اول مرتبه بسط ͷی نشان�دهنده�ی ℜ نوشته این طͬ در مͬ�شود. نوشته [۵] براساس پایان�نامه این

مͬ�باشد. است، انتهایی نقاط فاقد که (R,<) چͽال خطͬ ترتیب ͷی از ثابت دلخواه

اجتماع برابر R از پارامتر) (با تعریف�پذیر زیرمجموعه هر هرگاه است ت-کمینه ℜ ساختار

وفور و مدل نظریه ابزارهای تعریف�پذیری، توانائͬ ترکیب با باشد. باز بازه�های و نقاط از متناهͬ

ͷی و است شده نامیده رام توپولوژی که آنچه برای غنͬ زمینه ͷی ت-کمینگͬ جالب، مثال�های

رساله�ی به مͬ�توان زمینه این در است. آورده فراهم مͬ�باشد، نیم�جبری هندسه از وسیع تعمیم

ملاحضات تاثیر تحت توسعه�یت-کمینگͬ اما نمود. مراجعه [١٧] مروری مقاله و [١۴] پژوهشͬ

مͬ�باشند. جهت این در [١١ ،٣٠ ،٣٨ ،۴٠ ،۴١] منابع مثال برای است، بوده نیز صرف مدلͬ نظریه

مدل نظریه پیشرفت روی آن در اصلͬ تمرکز زیرا مͬ�گیرد، قرار اخیر رده�ی در بیشتر نوشته این

طͬ در ریاضͬ. شاخه�های سایر کاربردهای در آن آوردن فراهم تا است مرتب ساختارهای عمومͬ

{<} زبان در انتهایی نقاط بدون چͽال خطͬ ترتیب�های نظریه دهنده�ی نشان DLO نوشته، این

مͬ�باشد.

٢



٣ مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه .١ فصل

مͬ�کنند، همچنانحفظ را خواصخوبی که را زمینه�یت-کمینگͬ فراسوی تعمیم�هایی محققین

این�که شرط که ضعیفمͬ�باشد ت-کمینگͬ مفهوم به گذار زمینه، این در یͷمثال کرده�اند. بررسͬ

را مͬ�باشد تعریف�پذیر محدب مجموعه�های از متناهͬ اجتماع برابر تعریف�پذیر زیرمجموعه هر

فوق جهت بر یͷجهتعمود حرکتدر اینجا در ببینید. را [٣٠] مقاله جهت این در مͬ�کند. فراهم

مجموعه�های آن�ها در که مͬ�دهد قرار بررسͬ مورد را ساختارهایی که معنͬ این به مͬ�گیرد صورت

متناهͬ اجتماع برابر باز تعریف�پذیر زیرمجموعه هر حالتخاص، در خوش�رفتارند، باز تعریف�پذیر

طور به است، شده معرفͬ [٣۴] در ٢ اسپیسͽر و ١ میلر توسط که مفهوم این است. باز بازه�های از

مͬ�شود. بیان زیر صورت به دقیق

U آن در که مͬ�باشد (R, (U)) ساختار مͬ�شود، داده نشان ℜ◦ با که ℜ باز هسته .١.١.١ تعریف

بیشتر دقت برای مͬ�کند. تغییر ( چندگانگͬ هر از ) ℜ در تعریف�پذیر باز مجموعه�های دامنه در

تعریف�پذیر مجموعه�های برای محمولͬ نمادهای از متشͺل دقیقاً که زبانͬ در ساختار ͷی را ℜ◦

برای باز هسته ͷی T ′ نظریه گوئیم ،T ⊇ DLO نظریه برای مͬ�گیریم. نظر در مͬ�باشد، ℜ در باز

(دارای ٣ متعارف M′ با M◦ که باشد موجود M′ |= T ′ مدل M |= T هر برای هرگاه است T

شود. یͺسان) تعریف�پذیر مجموعه�های

ℜ◦ پس است ℜ در تعریف�پذیر باز مجموعه ͷی {(x, y) ∈ R۲ : x < y} مجموعه که آنجا از

عمل این�که به توجه با آن�گاه باشد، گروه ͷی از بسطͬ ℜ اگر علاوه به مͬ�باشد. (R,<) از بسطͬ

زیرمجموعه گروه عمل گراف واقع در ) است پذیر تعریف ℜ◦ در آن گراف پس است پیوسته گروه

عمل آن�گاه باشد، حلقه ͷی از بسطͬ ℜ اگر مشابه، طور به باشد.). مͬ R۲ از ای بسته پذیر تعریف

روابط و توابع همه اگر که دید خواهیم بعداً کلͬ، طور به است. تعریف�پذیر ℜ◦ در نیز آن ضرب

است. متعارف ℜ◦ با ℜ آن�گاه باشند باز مجموعه�های از بولͬ ترکیبات صورت به ℜ از ابتدایی

١Miller
٢Spesseiger
٣Interdefinable



۴ مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه .١ فصل

ت- باز هسته دارای که مͬ�گیرند قرار بررسͬ مورد چͽال خطͬ ترتیب�های از بسط�هایی اینجا در

[٣۴] در برنامه این مͬ�باشد. چͽال مرتب های گروه بسط�های روی بیشتر تاکید باشند، کمینه

ارائه برهان�های و بود (R,+, ·) حقیقͬ اعداد میدان بسط�های روی تمرکز آنجا در اما شد، شروع

دو از مͬ�شود. پرداخته مسئله به مدلͬ نظریه جنبه از بیشتر اینجا در بودند. Rمختص بیشتر شده

نمͬ�کنیم کار حقیقͬ اعداد میدان روی صرفاً این�که اول مͬ�شود: داده تعمیم [٣۴] نتایج جهت

هستند ت-کمینه باز هسته دارای که ساختارهایی برای مدلͬ نظریه خاصیت چندین این�که دوم و

است. نبوده توجه مورد [٣۴] در نیز مطالب این که مͬ�گیرند قرار امتحان مورد

از متناهͬ اجتماعͬ برابر ℜ در باز تعریف�پذیر زیرمجموعه هر آن�گاه باشد، ت-کمینه ℜ◦ اگر

ℜ اگر مͬ�آورد: فراهم نسبی طور به را مطلب این عکس [٣۴] اصلͬ نتایج از ͬͺی بازه�هاست.

کراندار بازه ͷی بین همسانͬ ͷی ℜ یعنͬ است، قطب ͷی شامل که باشد (R,+, <) از بسطͬ

از متناهͬ اجتماع برابر R از باز تعریف�پذیر زیرمجموعه هر و مͬ�کند، تعریف بی�کران بازه ͷی و

١۴.٢) مͬ�باشد زائد است، قطب دارای ℜ این�که فرض است. ت-کمینه ℜ◦ آن�گاه باشد بازه�ها

فرض یعنͬ مͬ�گیریم، فرض را یͺنواختͬ نوع ͷی ،R روی کار جایͽزینͬ منظور به اما ( ببینید را

اجتماع برابر باز تعریف�پذیر یͺانͬ مجموعه هر ℜ با مقدماتͬ هم�ازر ساختار هر در که مͬ�کنیم

زیر حͺم معادل اخیر فرض که دید مͬ�توان فشردگͬ قضیه از استفاده با است. بازه متناهͬ تعداد

است:

است موجود N ∈ N عدد A ⊆ Rm × R تعریف�پذیر زیرمجموعه وهر m ∈ N هر برای حͺم.

N حداکثر از مجزایی اجتماع برابر {t ∈ R : (x, t) ∈ A} مجموعه دورن x ∈ Rm هر برای که

است. باز بازه

هر در کنید فرض آن، عکس برای مͬ�دهد. نتیجه را آن از قبل شرط فوق حͺم وضوح به

بازه متناهͬ تعداد اجتماع برابر باز تعریف�پذیر یͺانͬ مجموعه هر ℜ با مقدماتͬ هم�ازر ساختار

همچنین باشد. تعریف�پذیر مجموعه ͷی A ⊆ Rm × R و m ∈ N کنید فرض همچنین باشد.

تعریف را {t ∈ R : (ā, t) ∈ A} مجموعه درون Ψ(ā, v) فرمول ā ∈ Rm هر برای کنید فرض

ℜ در Ψ(ā, v) فرمول توسط شده تعریف زیرمجموعه دهنده�ی نشان که Ψ(ā, R)فرض طبق کند.



۵ مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه .١ فصل

است. مجزا باز بازه متناهͬ تعداد اجتماع برابر است

باز ی بازه n حداقل شامل Ψ(ā, R) که باشد موجود ā ∈ Rm عناصر n ∈ N هر برای کنید فرض

بیان که Lℜ
∪
{a۱, a۲, ..., am} زبان در σn جمله n ∈ N هر برای .( خلف فرض ) باشد مجزا

مͬ�کنیم. اضافه Th(ℜ) به را مͬ�باشد، است” مجزا بازه n حداقل شامل Ψ(ā, .) ” عبارت کننده

صورت به را σn است کافͬ منظور این برای

∃ȳ∃z̄y۱ < z۱ < ... < yn < zn ∧
∧
Ψ(ā, yi) ∧

∧
v Ψ(ā, zi)

در است. M مانند مدلͬ دارای Th(ℜ)
∪
{σn : n ∈ N} نظریه فشردگͬ قضیه طبق بͽیریم.

با متناقض که مͬ�باشد هم از مجزا بازه نامتناهͬ تعداد شامل Ψ(āM,M) زیرمجموعه صورت این

مͬ�باشد. ℜ Mهم�ارزمقدماتͬ زیرا است، فرض

جایͽزین یͺنواخت” ”تناهͬ و پذیر” تعریف ”کمال نام�های به دیͽر شرط دو با را فوق شرط

هستند. توجه مورد مستقل طور به کدام هر که کرد خواهیم

یا است DC دارای ℜ اختصار برای - است تعریف�پذیر کامل ( (ددکیند ℜ گوییم تعریف٢.١.١.

R
∪
{±∞} در واینفیمم سوپریمم دارای آن در تعریف�پذیر یͺانͬ مجموعه هر هرگاه - ℜ |= DC

DC دارای T مدل هر هرگاه ،T |= DC نویسیم: مͬ T ⊇ DLO نظریه هر برای همچنین باشد.

باشد.

مͬ�توان آسانͬ به مͬ�باشد. {<} زبان در (شما) موضوعͬ اصل قالب ͷی DC که است واضح

مجزا اجتماعͬ صورت به ℜ در باز تعریف�پذیر یͺانͬ مجموعه هر اگر تنها و اگر ℜ |= DC که دید

باشد. باز بازه�های از

کامل ددکیند به توجه با همچنین . ℜ |= DC فوق مطلب بنابر آن�گاه باشد ت-کمینه ℜ◦ اگر

قابل مقدار بتوان آن با که است قوی آن�قدر DC دیͽر سوی از . (R, <) |= DC داریم: R بودن

این داد. توسعه را مͬ�شود، انجام (R, <) روی که مقدماتͬ نقطه-مجموعه توپولوژی از توجهͬ

مربوط و است شده اثبات مرجع آن در که حقایقͬ از برخͬ است. آمده تفصیل به [٣١] در موضوع
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خاصیت مͬ�شود. آورده دوم فصل در ͬͺتکنی نتایج سایر همراه به مͬ�باشد نوشته این موضوع به

چند هر است گرفته قرار مطالعه مورد نظریه�مدل�دان�ها توسط گسترده طور به نیز یͺنواخت تناهͬ

است. بوده متفاوت نام�های به گاهͬ که

M اختصار، -برای مͬ�کند صدق یͺنواخت تناهͬ خاصیت Mدر ساختار گوییم .٣.١.١ تعریف

در تعریف�پذیر A ⊆Mm ×Mn وهر m,n ∈ N هر برای هرگاه -M |= UF یا است UF دارای

{y ∈Mn : (x, y) ∈ A} مجموعه x ∈Mm هر برای که طوری به باشد Nموجود ∈ N عدد ،M

فقط است کافͬ که مͬ�دهد نشان ساده استقرای ͷی باشد. داشته عضو N حداکثر یا نامتناهͬ

دارای T مدل هر هرگاه ،T |= UF مͬ�نویسیم: ، T نظریه برای بͽیریم. نظر در را n = ۱ حالت

باشد. UF خاصیت

مͬ�باشد؛ آن�ها در UF صدق�پذیری ساختارهایت-کمینه مورد در اولیه مهم بسیار نتایج از ͬͺی

کنیم. بیان را نوشته این اساسͬ قضیه که آماده�ایم اکنون .[٢۵] ر.ک.

ت-کمینه ℜ◦ آن�گاه ، ℜ |= DC + UF که باشد مرتب گروه ͷی از بسطͬ ℜ اگر .١.١.١ قضیه

است.

ساختار ͷی در تعریف�پذیر مجموعه هر ت-کمینه، ساختارهای برای سلولͬ تجزیه قضیه طبق

منظور، این برای مͬ�باشد. باز تعریف�پذیر مجموعه�های از بولͬ ترکیب ͷی صورت به ت-کمینه

است (تعریف�پذیر) باز مجموعه�های از بولͬ ترکیب ͷی برابر سلول هر که دهیم نشان است کافͬ

مجموعه�های از بولͬ یͷترکیب برابر باز مجموعه�های از تعریف�پذیر بولͬ ترکیب هر [٧] طبق (زیرا

فرض است. واضح C ⊆ R برای مͬ�شود). داده نشان استقرا با مطلب این است. تعریف�پذیر باز

و تعریف�پذیر تابع برای Γ(f |C) مجموعه باشد. درست C ⊆ Rn سلول�های برای حͺم کنید

مͬ�باشد. C × R با Rn+۱ در بسته ͷی مقطع پس است. بسته C × R در ،f : C → R پیوسته

مقطع لذا مͬ�باشد. باز C ×R در (f, g)C همچنین است. بازها از بولͬ ترکیب صورت به بنابراین

مͬ�شود. نوشته بازها از بولͬ ترکیب صورت به بنابراین مͬ�باشد. C ×R با Rn+۱ در باز ͷی

مͬ�شود. نتیجه قضیه این از زیر طبقه�بندی فوق مطلب به توجه با
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و DC خواص اگر تنها و اگر است ت-کمینه چͽال مرتب گروه ͷی از بسط ͷی .۴.١.١ نتیجه

باشد. متعارف بازش هسته وبا کند برآورده را UF

همان هم�رفته روی شده گرفته کار به روش شد. خواهد نتیجه سوم درفصل ١.١.١ قضیه برهان

داریم را توپولوژی تفکی�ͷپذیری نه اینجا در زیرا است، متفاوت ͷتاکتی اما مͬ�باشد، [٣۴] روش

و مقدماتͬ توپولوژی فقط شده ارائه برهان این، باوجود است. دسترس در بئر رسته قضیه نه و

مشابه قضیه�ای شده ارائه برهان از نتیجه�ای عنوان به دارد. لازم را اول مرتبه تعریف�پذیری نظریه

مͬ�آید. دست به بئر رسته قضیه

نظریه جنبه از بیشتر تحقیق ͷی که مͬ�پردازیم دوم هدف راستای در نتایجͬ ذکر به ادامه در

خواصمقدماتͬ دو هر لذا مͬ�باشند، اول مرتبه اسͺیم�های UF تعریفDCو طبق مͬ�باشد. مدلͬ

ͷی که دید خواهیم (۵.٢) در مͬ�شوند. حفظ ساختارها مقدماتͬ هم�ارزی�های تحت یعنͬ هستند،

یͺانͬ باز زیرمجموعه هر اگر وتنها اگر است UF و DC دارای چͽال مرتب گروه ͷی از بسط

باشد. بازه�ها از متناهͬ اجتماع برابر است، تعریف�پذیر بسط، آن مقدماتͬ هم�ارز ساختار هر در که

مͬ�باشد: زیر صورت به ١.١.١ قضیه دیͽر بیان بنابراین

مجموعه هر که باشد چͽال مرتب آبلͬ گروه�های نظریه از توسیع ͷی T فرضکنید .٢.١.١ قضیه

هر صورت این در باشد. باز بازه�های از متناهͬ اجتماع برابر آن مدل هر در باز یͺانͬ تعریف�پذیر

است. ت-کمینه باز هسته دارای T مدل

همه مجموعه مͬ�شود، داده نشان dclℜ(S) با که ℜ در S ⊆ R تعریف�پذیر بستار .۵.١.١ تعریف

مͬ�شود. گرفته نادیده اغلب ℜ اندیس باشند. S از پارامتر با تعریف�پذیر ℜ در که مͬ�باشد r ∈ R

برای هرگاه - ℜ |= EP یا است EP دارای ℜ اختصار، است-به تبادل خاصیت دارای ℜ گوئیم

.b ∈ dcl(S ∪ a) آن�گاه a ∈ dcl(S ∪ b)− dcl(S) اگر ،a, b ∈ R وهر S ⊆ R هر

EP که چرا بنامیم، dcl به نسبت تبادل باید را فوق تبادل تعریف باشیم، دقیق�تر بخواهیم اگر

است هندسه�ای پیش تنها dcl اینجا در اما نمود. فرمول�بندی پیش�هندسه�ای هر به نسبت مͬ�توان را

(بستار acl با dcl مرتب، ساختارهای در که است توجه به لازم مͬ�گیرد. قرار بررسͬ مورد که
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از ٢.٠ و [۴١] از ١.۴ مͬ�کند(طبق برآورده را EP ت-کمینه ساختار هر است. منطبق جبری)

شدید علاقه مورد سال�ها مͬ�باشند acl به نسبت EP و UF خواص دارای که نظریه�هایی .( [٢۵]

بوده شبه-پایداری یا پایداری جنبه از مسئله به پرداختن اصلͬ تمرکز اما است، بوده دان�ها نظریه�مدل

خاصیت DLO توسیع�های برای که است این است شده چشم�پوشͬ بحال تا که آنچه ظاهراً است.

را زیر نتیجه ١.١.١ قضیه طبق لحاظ، بدین راببینید). مͬ�دهد(١٧.١ نتیجه را UF خاصیت EP

داشت. خواهیم

، T |= DC + EP که باشد چͽال آبلͬ گروه�های نظریه از توسیعͬ T اگرنظریه .۶.١.١ نتیجه

است. ت-کمینه باز هسته دارای T مدل هر و T |= UF آن�گاه

دلایل با حقیقت، در نیست. برقرار فوق نتیجه عکس دید، خواهیم ۵ فصل در که همان�طوری

آن�گاه باشد EP دارای اگر مرتب حلقه�های نظریه از توسیعͬ هر که مͬ�شود داده نشان مدلͬ نظریه

نیست. برقرار جالب موارد از بسیاری در قوی شرط این که مͬ�کند صدق قوی شرط ͷی در

ℜ◦ اگر اساساً، مͬ�گیرد. قرار ملاحظه مورد ℜ◦ و ℜ درباره�ی عمومͬ نتایج برخͬ فصل۴، در

خوش�رفتار ℜ در تعریف�پذیر مجموعه�های بستار و درون از بولͬ ترکیبات آن�گاه باشد، ت-کمینه

مͬ�باشد، سلولͬ” ”تجزیه از ضعیف�تر که ”شبه-تجزیه” مفهوم معرفͬ به منجر مطلب این هستند.

مهم�ترین سلولͬ تجزیه که همان�طوری ببینید). را [٣۴] از ۲۰۳ صفحه و [٣٢] از است(بخش۵ شده

شبه-تجزیه که باشیم داشته انتظار است ممͺن است، ت-کمینه ساختارهای مقدماتͬ خاصیت

عدم با آن سودمندی متاسفانه، باشد. داشته دارند باز هسته�ی که ساختارهایی برای را نقش همان

بخشͬ در آن گراف که را یͺانͬ تابع ͷیℜ که حالتͬ در مثال برای پارامترها، یͺنواخت�سازی امͺان

که است حالتͬ تنها این که مͬ�شود نتیجه (١۶.۴ ) در مͬ�رود. بین از مͬ�کند، تعریف است چͽال

مͬ�شود: فراهم زیر تعریف ارائه�ی برای انگیزه�ای بنابراین مͬ�شود، مانع را پارامترها یͺنواخت�سازی

NDG خاصیت دارای ℜ اختصار، نیست-به چͽال گراف هیچ دارای ℜ گوئیم .٧.١.١ تعریف

نظریه برای باشد. چͽال هیچ�جا آن در تعریف�پذیر تابع هر گراف هرگاه - ℜ |= NDG یا است،

باشد. NDG دارای T مدل هر هرگاه T |= NDG گوئیم ،T
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است. مقدماتͬ لذا و مͬ�باشد (شما) اول مرتبه موضوعͬ اصل قالب ͷی NDG خاصیت

آن�گاه باشد، چͽال هیچ�جا یا باشد (ناتهͬ) درون دارای ℜ در تعریف�پذیر زیرمجموعه هر اگر

تجزیه قضیه (طبق است NDG دارای ت-کمینه ساختار هر خاص، حالت در .ℜ |= NDG

باز هسته دارای Th(ℜ) و ℜ |= EP آن�گاه باشد ت-کمینه ℜ◦ و ℜ |= NDG اگر سلولͬ).

.١ قضیه طبق بنابراین . ℜ |= UF ،١٧.١ طبق همچنین ببینید). را ١۵.۴) است کامل ت-کمینه

داشت: خواهیم را زیر جذاب طبقه�بندی ،١.١

.T |= NDG و باشد چͽال مرتب گروه�های نظریه از توسیعͬ T نظریه کنید فرض .٣.١.١ قضیه

دارای T مدل هر اگر تنها و اگر T |= DC +EP اگر تنها و اگر T |= DC +UF صورت این در

باشد. ت-کمینه باز هسته

که دارند وجود ،R از بسط�هایی حتͬ چͽال، مرتب ساختارهای از زیادی مثال�های یادآوری.

مورد ٧ فصل در آن�ها از تعدادی نیستند. ت-کمینه باز هسته دارای اما مͬ�کنند تصدیق را NDG

مͬ�گیرند. قرار بررسͬ

وجود با ارتباط در مدلͬ مبحثنظریه چند به توصیفگردید، بالا در که اصلͬ اثباتنتایج از بعد

طبیعͬ رده�ی دو ، [٣۴] در شد. خواهیم متمرکز نقض مثال یا مثال آوردن با ت-کمینه باز هسته

است شده ارائه موروثͬ- مجموعه�های با بسط�های و چͽال -زوج�های حقیقͬ اعداد بسط�های از

NDG در اخیر رده�ی هستند؛ ت-کمینه باز هسته دارای اما نیستند ت-کمینه این�که وجود با که

این که مͬ�شود داده نشان ،۶ و ۵ فصول در نمͬ�کند. برآورده را آن اولͬ که حالͬ در مͬ�کند، صدق

در مͬ�گیرند. قرار بررسͬ مورد بیشتر جزئیات با و هستند گسترش قابل عمومͬ�تر قالب به مثال�ها

و اتمͬ سور،مدل�های حذف خاصیت تعریف�پذیر، اسͺولم توابع ،EP به ویژه�ای توجه� میان، این

نبودن بی�معنͬ دادن نشان برای گرفت. خواهند صورت (non− independent property) NIP

با ٧ فصل در مورد این مͬ�باشد. آن�ها بهینگͬ گسترش طبیعͬ روش ͷی ٢.١.١ و ١.١.١ قضایای

مͬ�شود.باقͬ انجام ،ℜ |= NDG این�که و R برای حتͬ گروه، ساختار وجود لازمه�ی دادن نشان

مͬ�باشد. زیر شرح به مطالب
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نمادگذاری�های و تعاریف برخͬ و توپولوژی و مدل نظریه از پیشنیازها به اختصاص اول فصل

١.١.١ قضیه برهان در که مͬ�شود حاصل نتایجͬ ℜ |= DC فرض با دوم فصل در دارد. لازم

ساختارهایی مقدماتͬ خواص شد. خواهد تکمیل ٣ فصل در ١.١.١ قضیه برهان هستند. کلیدی

مͬ�شود. آورده ۴ فصل در NDG با ارتباط در نتایجͬ شامل هستند ت-کمینه باز هسته دارای که

مͬ�یابد. پایان سوال تعدادی با ٨ فصل مͬ�آید. ۶ و ۵ فصول در نقض مثال و مثال تعدادی

پیشنیازها ٢.١

را مقدماتͬ حقایق برخͬ و کرده یادآوری را عمومͬ قراردادهای و نمادگذاری�ها برخͬ بخش این در

و توپولوژی رسته دو در عمده طور به موارد این مͬ�آوریم. مͬ�گیرند، قرار استفاده مورد ادامه در که

تعریف�پذیر توپولوژی با لذا و مرتب ساختارهای در ما کار که آنجا از اما مͬ�گیرند، قرار مدلͬ نظریه

در اینجا در شده ارائه دلایل موارد اغلب در دارد. وجود همپوشانͬ مطالب از برخͬ در مͬ�باشد،

است. شده رها تمرین عنوان به پایان�نامه اصلͬ منبع

و cardA با را A مجموعه کاردینالیتͬ بͽیرید. نظر در را N در مقادیر با j, k,m, n متغیرهای

با را An+m همچنین، مͬ�دهیم. نشان (A۰ = {∅}) An رابا A دکارتͬ حاصلضرب امین −n

وچنین مͬ�نامیم x روی C فیبر را Cx ،x ∈ Am و C ⊆ An+m برای مͬ�گیریم. ͬͺی Am × An

An+m زیرمجموعه�های از A گردایه برای .Cx = {y ∈ An : (x, y) ∈ C} مͬ�کنیم: تعریف

تابع آن�گاه باشد مجموعه ͷی B اگر .Ax = {Ax : A ∈ A} مͬ�دهیم: قرار ،x ∈ Am وعضو

مͬ�گیریم. f(∅) ∈ B ثابت مقدار را f : A۰ −→ B

زبانͬ را L همواره مͬ�شود. گرفته نظر در L زبان ͷی در اول مرتبه نظریه ͷی T کلͬ طور به

داده Mنشان نماد Mبا رویمجموعه اول مرتبه یͷساختار ثابتمͬ�گیریم. یͷنماد حداقل شامل

پارامترهایی با (M (�در تعریف�پذیری ،(M (در S−تعریف�پذیری از منظور S ⊆M برای مͬ�شود.

−S زیرمجموعه�ای تعریف�پذیر، −S مجموعه از منظور Mn مشخص فضای در مͬ�باشد. S از

−S جزئͬ (نگاشت) تابع ͷی تعریف�پذیر −S (نگاشت) تابع ͷی از Mnومنظور از تعریف�پذیر
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−S ،a ∈ Mn نقطه مͬ�باشد. Mn فضای ͷی توی به A ⊆ Mm زیرمجموعه ͷی از تعریف�پذیر

تعریف�پذیر −S ،{a۱, ..., an} مجموعه دیͽر عبارت به a؛ ∈ dcl(S)n هرگاه است تعریف�پذیر

.a = (a۱, ..., an) آن در که باشد

مͬ�نویسیم: بͽیرید. نظر در Mرا مشترک زمینه مجموعه M۲با M۱و ساختارهای

باشند. یͺسان تعریف�پذیر مجموعه�های دارای دیͽر عبارت به باشند، متعارف M۱هرگاه =df M۲

مͬ�پذیرد، را QE ،T نظریه گوئیم مͬ�رود. کار به سور حذف خاصیت دادن نشان برای ۴ QE نماد

که باشد موجود L زبان در ψ(x̄) سور از خالͬ فرمول L زبان در φ(x̄) فرمول هر برای هرگاه

هرگاه است سور حذف خاصیت دارای M ساختار ͷی همچنین، .T |= ∀x̄(φ(x̄) ↔ ψ(x̄))

بپذیرد. را QE ،Th(M)

انتهایی نقاط بدون چͽال خطͬ ترتیب ͷی از دلخواه اما ثابت بسط ͷی ℜ که مͬ�کنیم یادآوری

همواره اینجا در مͬ�کنیم. الحاق R ∞±رابه انتهایی نقاط معمولͬ و صوری طور به است. (R,<)

آن در که infI < supI آن�گاه باشد R در بازه ͷی I اگر یعنͬ مͬ�گیریم، ناتبهͽون را بازه�ها

بازه�ها توپولوژی از حاصل حاصلضربی توپولوژی Rn فضای روی .infI, supI ∈ R ∪ {±∞}

بسته حجره ͷی و است باز بازه n حاصلضرب ،Rn در حجره ͷی مͬ�گیریم. نظر در را R روی

حجره ͷی شامل هرگاه است ( (ناتهͬ درون دارای مجموعه ͷی است. بسته بازه nضرب حاصل

برای که است الفبایی ترتیب همان Rn روی ترتیب ندارد. درون گوییم صورت این غیر در باشد،

الفبایی ترتیب یعنͬ lexminA مثال، برای مͬ�کنیم. استفاده lex پیشوند از اختصار به آن دادن نشان

وجود). صورت (در A مینیمم

،bd(A) با را A کران ،cl(A) با را A بستار ،int(A) رابا A درون باشد. A ⊆ Rn کنید فرض

نشان است) cl(A) − A با برابر (که fr(A) با را A مرز است)، cl(A) − int(A) با برابر (که

−S نیز فوق مجموعه�های تمام آن�گاه باشد تعریف�پذیر −S ،A مجموعه و S ⊆ R اگر مͬ�دهیم.

هستند. تعریف�پذیر

باشد؛ باز مجموعه�های از (متناهͬ) بولͬ ترکیب صورت به هرگاه است ”ساخت�پذیر” A گوییم

۴Quentifier Elimination
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باشد؛ باز بستارش در هرگاه است بسته” ”موضعاً باشد؛ ایزوله نقاطش تمام هرگاه است ”گسسته”

بستارش هرگاه است ۵ چͽال” ”درجایی باشد؛ نداشته درون بستارش هرگاه است چͽال” ”هیچ�جا

�چͽال” ”متمم و باشد cl(C ∩ A) = cl(C) هرگاه است C ⊆ Rn در ”چͽال” باشد؛ داشته درون

دارد بسته موضعاً نقطه A گوییم همچنین باشد. cl(C −A) = cl(C) هرگاه است C ⊆ Rn در ۶

.∅ ≠ A ∩B = cl(A) ∩B که باشد موجود B ⊆ Rn حجره ͷی هرگاه

گرفت. خواهند قرار استفاده مورد که است عمومͬ توپولوژی از مقدماتͬ حقایق زیر موارد .١.٢.١

باشد. بسته مرزش اگر تنها و اگر است بسته موضعاً مجموعه ͷی (الف)

مجموعه�های از متناهͬ اجتماع ͷی برابر اگر تنها و اگر است ساخت�پذیر مجموعه ͷی (ب)

باشد. بسته موضعاً

اند. چͽال جا هیچ یا دارند درون یا پذیر ساخت های مجموعه (پ)

دارد. بسته موضعاً نقطه ناتهͬ ساخت�پذیر مجموعه هر (ت)

گراف�های�شان اجتماع آن�گاه باشد بسته Aموضعاً ⊆ Rm و پیوسته f۱, ..., fk : A −→ Rn اگر (ث)

موضعاً f−۱
i (B) هر آن�گاه باشد بسته موضعاً B ⊆ Rn اگر علاوه، به است. بسته موضعاً

آسانͬ به (گرچه است بسته موضعاً بسته، موضعاً مجموعه�های فیبرهای نتیجه در است بسته

نمود). اثبات مستقیم طور به را مطلب این مͬ�توان

هم باز حاصل حͺم ببریم کار به را ساخت�پذیری بسته موضعاً جای به اگر قبلͬ قسمت در (ج)

است. درست

مجموعه j مثلا́ اجتماع برابر A (ب)، قسمت طبق باشد. ساخت�پذیر A ⊆ Rm فرضکنید (چ)

هر برای صورت، این در باشد. پیوسته f : A −→ Rn کنید فرض است. بسته موضعاً

۵somewhere dense
۶co-dense



١٣ مقدماتͬ تعاریف و پژوهش پیشینه .١ فصل

f−۱(B) است، بسته موضعاً مجموعه k اجتماع برابر که B ⊆ Rn ساخت�پذیر مجموعه

باشد، ساخت�پذیر C ⊆ Rm+n اگر ویژه به است. بسته موضعاً مجموعه jk اجتماع برابر

Nمجموعه اجتماع برابر Cx فیبر x ∈ Rm هر برای که طوری به است Nموجود ∈ N آن�گاه

است. بسته موضعاً

بسته�اند. موضعاً گسسته ومجموعه�های سلول�ها (ح)

طوری به است موجود U باز مجموعه آن�گاه باشد بسته موضعاً مجموعه ͷی A اگر (الف) برهان.

داشت: خواهیم fr(A)تعریف به توجه با صورت این در .A = cl(A) ∩ U که

fr(A) = cl(A)r A = cl(A)r (cl(A) ∩ U) = cl(A)r U

به توجه با باشد. بسته fr(A) کنید فرض برعکس، است. بسته fr(A)پس

A = cl(A)r (cl(A)r A) = cl(A) ∩ (fr(A))c

است. بسته موضعاً A مجموعه

متناهͬ اجتماع هر لذا مͬ�باشد، بسته ͷی و باز ͷی مقطع برابر بسته موضعاً مجموعه هر اولا˟ (ب)

آن�گاه باشد پذیر ساخت A اگر ثانیاً است. ساخت�پذیر مجموعه ͷی بسته موضعاً مجموعه�های از

متناهͬ تعداد از مقطع هر اما مͬ�شود. نوشته بسته یا باز مجموعه�های مقاطع از اجتماعͬ صورت به

از متناهͬ اجتماع�های رده�ی دیͽر طرف از است. بسته موضعاً مجموعه�ای بسته یا باز مجموعه

و اشتراک اجتماع، اعمال تحت و بوده باز و بسته مجموعه�های شامل بسته موضعاً مجموعه�های

است. ساخت�پذیر مجموعه�های شامل نتیجه در و است بسته متمم�گیری

مͬ�کنیم. ثابت را زیر ادعای ابتدا قسمت این اثبات برای (پ)

.Ā◦
i ̸= ∅ که است موجود ۱ ≤ i ≤ n آن�گاه (Ā۱ ∪ ... ∪ Ān)

◦ ̸= ∅ اگر ،n ≥ ۱ هر برای ادعا.

درست n برای حͺم کنید فرض است. بدیهͬ n = ۱ حالت برای .n روی استقرا با ادعا. برهان

که کنید فرض مͬ�کنیم. اثبات n+ ۱ برای آن�را باشد.

(Ā۱ ∪ ... ∪ Ān ∪ Ān+۱)
◦ ̸= ∅ (⋆)
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است. برقرار استقرا فرض طبق حͺم آن�گاه (Ā۱ ∪ ... ∪ Ān)
◦ ̸= ∅ اگر

که است موجود O۱ ناتهͬ باز مجموعه ،(⋆) طبق .(Ā۱ ∪ ... ∪ Ān)
◦ = ∅ کنید فرض پس

است کافͬ منظور این برای .O۱ ⊆ Ān+۱ که مͬ�دهیم نشان O۱ ⊆ Ā۱ ∪ ... ∪ Ān ∪ Ān+۱ (⋆⋆)

ͷیO۲ و a ∈ O۱∩(Ā۱∪...∪Ān) پسفرضکنید .O۱∩(Ā۱∪...∪Ān) ⊆ Ān+۱ که دهیم نشان

.a ∈ O۲∩O۱ * Ā۱∪ ...∪ Ān پس (Ā۱∪ ...∪ Ān)
◦ = ∅ چون باشد. a از دلخواه باز ͬͽهمسای

در .O۲ ∩ An+۱ ̸= ∅ بنابراین O۲ ∩O۱ ∩ An+۱ ̸= ∅ لذا O۲ ∩O۱ ∩ Ān+۱ ̸= ∅ ،(⋆⋆) طبق لذا

.a ∈ Ān+۱ نتیجه

مͬ�پردازیم. پ قسمت اثبات به حال

A۱, A۲, ..., An بسته مجموعه�هایموضعاً اینصورت، در باشد. Aساخت�پذیر مجموعه فرضکنید

ادعای طبق .Ā◦ = (Ā۱ ∪ ...∪ Ān)
◦ ̸= ∅ که فرضکنید .A = A۱ ∪A۲ ∪ ...∪An که موجودند

حͺم، اثبات برای پس .A◦
i ̸= ∅ که مͬ�دهیم نشان .Ā◦

i ̸= ∅ که است موجود ۱ ≤ i ≤ n بالا،

کنید فرض . A◦ ̸= ∅ آن�گاه Ā◦ ̸= ∅ اگر که دهیم نشان و بͽیریم بسته موضعاً را A است کافͬ

مجموعه پس است، بسته موضعاً A .O۱ ⊆ Ā که است موجود O۱ ناتهͬ باز مجموعه .Ā◦ ̸= ∅

در مشمول باز ͬͽهمسای ͷی O۱ ∩ O۲ صورت این در .A = O۲ ∩ Ā که است موجود O۲ باز

طرفͬ از .O۱ ∩ A ̸= ∅ پس ،O۱ ⊆ Ā همچنین .O۱ ∩ O۲ ⊆ Ā ∩ O۲ = A زیرا است؛ A

.A◦ ̸= ∅ نتیجه در .O۱ ∩O۲ ̸= پس∅ ،(A ⊆ O۲) A = O۲ ∩ Ā

شود. مراجعه [٧] به (ت)

فرض منظور این برای .(A×Rn)∩
∪k

i=۱ cl(Γ(fi)) ⊆
∪k

i=۱ Γ(fi) که مͬ�دهیم نشان ابتدا (ث)

که طوری به است موجود ۱ ≤ i ≤ kصورت این در .(a, b) ∈ (A×Rn)∩
∪k

i=۱ cl(Γ(fi)) کنید

.(a, b) ∈ cl(Γ(fi)) همچنین .(a, fi(a)) ∈ Γ(fi) و a ∈ Aپس .(a, b) ∈ (A×Rn)∩cl(Γ(fi))

حجره�های صورت این در (فرضخلف). b ̸= fi(a) که کنید فرض .b = fi(a) که مͬ�کنیم ادعا

پیوسته fi نگاشت .B۱ ∩ B۲ = ∅ و fi(a) ∈ B۲ ، b ∈ B۱ که طوری به است موجود B۲ و B۱

همچنین (a, fi(a)) ∈ B′
۲ ×B۲ لذا fi(B′

۲) ⊆ B۲ که است موجود a شامل B′
۲ حجره پس است

متناقضبا ′Bکه
۲×B۱∩Γ(fi) = پس∅ ،B۱∩B۲ = ∅ و fi(B′

۲) ⊆ B۲ چون .(a, b) ∈ B′
۲×B۱
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.(A×Rn) ∩
∪k

i=۱ cl(Γ(fi)) ⊆
∪k

i=۱ Γ(fi) نتیجه در مͬ�باشد. (a, b) ∈ cl(Γ(fi))

داریم: .A = B ∩ cl(A) که است موجود B حجره پس است بسته موضعاً A چون حال

B×Rn∩cl(
∪k

i=۱ Γ(fi)) = B×Rn∩
∪k

i=۱ cl(Γ(fi)) ⊆ (B∩cl(A))×Rn∩
∪k

i=۱ cl(Γ(fi))

= (A×Rn) ∩
∪k

i=۱ cl(Γ(fi)) ⊆
∪k

i=۱ Γ(fi)

fx(y) = ضابطه�ی با تابع ͷی fx : Rn → Rm×Rn و باشد دلخواه x ∈ Rm فرضکنید حال

f−۱
x (C) = Cx آن�گاه باشد، ساخت�پذیر C ⊆ Rm+n اگر است. پیوسته fx تابع باشد. (x, y)

است. ساخت�پذیر

آن در که A =
∪k

i=۱Bj (ب)، قسمت طبق باشد. ساخت�پذیر A ⊆ Rm کنید فرض (ج)

تابع j ∈ {۱, ..., k} هر ازای به این�که به توجه با هستند. بسته موضعاً Bj مجموعه�های

داشت خواهیم قبل قسمت طبق لذا است، بسته موضعاً Bj مجموعه و پیوسته fi |Bj
: Bj −→ Rn

طرفͬ از است. بسته موضعاً
∪k

i=۱ Γ(fi |Bj
)∪k

i=۱ Γ(fi) =
∪k

i=۱

∪n
j=۱ Γ(fi |Bj

) =
∪n

j=۱

∪k
i=۱ Γ(fi |Bj

)

است. ساخت�پذیر
∪k

i=۱ Γ(fi) (ب)، قسمت طبق نتیجه در

لذا است. B =
∪k

i=۱Bi مجموعه و A =
∪j

t=۱At مجموعه فرض، به بنا (چ)

f−۱(B) = f−۱(
∪k

i=۱Bi) =
∪k

i=۱ f
−۱(Bi) = (

∪k
i=۱ f

−۱(Bi)) ∩ (
∪j

t=۱At) =∪k
i=۱

∪j
t=۱(f

−۱(Bi) ∩ At) =
∪k

i=۱

∪j
t=۱(f |At)

−۱(Bi)

برای آن�گاه باشد، بسته موضعاً مجموعه k از اجتماعͬ برابر C ⊆ Rn+m ساخت�پذیر مجموعه اگر

یادآوری به لازم است. بسته موضعاً مجموعه k اجتماع برابر Cx = f−۱
x (C) مجموعه ،x ∈ Rm هر

مͬ�شود. تعریف fx(y) = (x, y)صورت به fx : Rn → Rm+n که است

برای حͺم فرضکنید حال است. بدیهͬ mحͺم = ۱ برای سلول. بعد روی استقرا به اثبات (ح)


