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نام೯دا
الْخال̃قˉ. یˆشُْر لَمˉ الْمˆخلوق یˆشُْر لَمˉ مˆن و

عطا را دانش و علم کسب راه در تلاش توفیق اینجانب به که را متعال پروردگار ستایش و سپاس
دهم. قرار استفاده مورد خویش وطن ͳعلم پیشرفت راه در را آموخته�هایم بتوانم امیدوارم فرمود.
حسین دکتر آقای جناب خود، راهنمای استاد دریغ بی زحمات از م�ͳدانم خود وظیفه�ی آغاز در
مجموعه این ایشان ارزنده�ی های راهنمایی بدون قطعاً که نمایم ͳقدردان و تشر صمیمانه خیری،

نم�ͳرسید. انجام به
فرمودند تقبل را پایان�نامه این مشاوره�ی و مطالعه زحمات که ͳستانل مهرداد دکتر آقای جناب از
امتنان کمال دادند، قرار راهنمایی مورد را اینجانب احسن نحو به پایان�نامه این سازی آماده در و

دارم. را
وقت صرف و دقت نهایت با را پایان�نامه این داوری که جدیری عل�ͳاصغر دکتر آقای جناب از

م�ͳنمایم. تشر دادند، انجام زیاد
در بی�دریغشان کم�Έهای و زحمات خاطر به کشتکار خانم و ͳوفائ وجیهه خانم از همچنین

دارم. را سپاسΎزاری و تشر نهایت پایان�نامه این آوری جم΄
سپاسΎزاری بوده�اند، من مشوق و یار همواره مراحل ͳتمام در که خانواده�ام اعضای کلیه از پایان در

م�ͳکنم.

ریঃیاب ख़ࡏ૮ن
ෙ७ور۱۳۹۲

سه
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تحلیل آشوب، انشعاب، ،Έسینتی شیمیایی، کتور رآ پرندگان، هجوم سازی بهینه واژه�ها: کلید
نوسان. ،ͳدینامی

چیده

آن در که پارامتری، ͳنواح زدن تخمین برای پرندگان هجوم بهینه�سازی روش از پایان�نامه این در
مدل�های در آشوب و تناوبی دو نوسانات تناوبی، رفتارهای قبیل از ͳمتفاوت ͳدینامی رفتارهای
شامل شده پیشنهاد الΎوریتم م�ͳشود. استفاده م�ͳباشند، مشاهده قابل (ͳدینامی های (سیستم پویا
نادقیق طور به یافت آن در م�ͳتوان را نظر مورد جواب که ناحیه�ای ابتدا م�ͳباشد: ͳاساس گام دو
جواب�های کردن پیدا برای را راه کننده، اصلاح گام م�ͳکنیم. اصلاح را آن سپس و زده تخمین
تحلیل به نیازی روش این در م�ͳکند. هموار دارند وجود پایدار جاذب�های کنار در که ناپایداری
نشان متفاوت ͳدینامی مدل�های برای شده انجام شبیه�سازی�های نم�ͳباشد. انشعابات ͳمقدمات
در را متفاوت ͳدینامی پدیده�های کردن معین قابلیت ͳبه�راست شده پیشنهاد الΎوریتم که م�ͳدهد
انشعابات ͳبررس افزایشسرعت به علاقه�مند که ͳکسان به همچنین و م�ͳباشد دارا پارامتری فضای

م�ͳکند. Έکم م�ͳباشند ͳقدیم روش�های با ͳدینامی
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مقدمه

شرح زمان گذشت با فاز فضای در را نقطه هر موقعیت که است ͳمعین قانون ،ͳدینامی سیستم

باشد، ͳدینامی یΈسیستم صورت به کاربردی، یΈمساله مدل که ͳصورت در بنابراین، م�ͳدهد.

لحظه�های در را آن وضعیت م�ͳتوان خاص، لحظه Έی در متحرک وضعیت دانستن و آن حل با

ویژه�ای اهمیت از ͳدینامی سیستم�های ͳکیف رفتار درک رو، این از کرد. ͳپیش�بین بعد و قبل

است. برخوردار

به آن در و است فصل چهار شامل است، شده تنظیم [١٧] مرج΄ براساس که پایان�نامه این

م�ͳشود. پرداخته شیمیایی واکنش�های ͳدینامی تحلیل

ثابت، نقطه قبیل از پیوسته ͳدینامی سیستم�های مورد در اولیه مفاهیم ابتدا اول، فصل در

شار، لیاپانوف، پایداری قضیه ،ͳغیرخط و ͳخط سیستم�های فاز تصاویر ثابت، نقطه پایداری

که است شده داده شرح انشعاب مفهوم سپس، است. شده بیان غیره و حدی دور حدی، نقطه

شده ذکر مطالب آخر، در است. ͳدینامی سیستم�های مطالعه مورد موضوع�های مهمترین از ͳی

است. شده داده تعمیم گسسته ͳدینامی سیستم�های به

مربوط معادلات و عملرد نحوه و CSTR کتور رآ و ͳشیم مفاهیم از ͳمقدمات دوم، فصل در

است. شده بیان آن به

جواب کردن بهینه نحوه و است شده ͳمعرف پرندگان هجوم سازی بهینه الΎوریتم سوم، فصل در

٣



۴ مقدمه

م�ͳگیرد. قرار ͳبررس مورد دیفرانسیل معادلات و تابع Έی

ͳدینامی سیستم�های پرندگان هجوم سازی بهینه الΎوریتم از استفاده با چهارم، فصل در

به را سیستم�ها این آشوب و انشعاب و م�ͳدهیم قرار ͳبررس و تحلیل مورد را شیمیایی واکنش�های

م�ͳکنیم. گیری نتیجه و آورده دست



١ فصل

اولیه مفاهیم و ͳدینامی سیستم�های

گذشت با D ⊆ Rn حالت فضای در را نقطه هر موقعیت که است ͳمعین قانون ،ͳدینامی سیستم

سیستم ،t ∈ Z ͳیعن شود، سنجیده صحیح مقادیر از استفاده با زمان هرگاه م�ͳدهد. شرح زمان

را ͳدینامی سیستم ،t ∈ R ͳیعن کند، تغییر پیوسته طور به زمان اگر گویند. گسسته را ͳدینامی

گویند. پیوسته

سیستم�های و ͳسیستم�هایخط م�ͳشوند: تقسیم دسته دو به ͳدینامی سیستم�های ،ͳحالتکل در

Έی X هرگاه گویند n مرتبه از ͳخط سیستم را X : Rn → Rn ،ẋ = X(x) سیستم .ͳغیرخط

آنجایی از گویند. ͳغیرخط سیستم را آن باشد، ͳغیرخط یΈنگاشت X اگر باشد. ͳخط نگاشت

صریح جواب یافتن همواره لذا کرد، حل ͳتحلیل روش�های با نم�ͳتوان را سیستم�ها بیشتر که

و ͳتحلیل روش�های ترکیب از است لازم بنابراین، نیست. ممن آن�ها رفتار درک برای سیستم�ها

کرد. استفاده سیستم�ها رفتار درک برای ͳهندس

سیستم�های بخش٩.١ در و م�ͳپردازیم پیوسته ͳدینامی سیستم�های تحلیل به ابتدا فصل، این در

یافتن ،ͳدینامی سیستم Έی جواب توصیف برای مناسب روش Έی م�ͳگیریم. نظر در را گسسته

همواره جواب، برای صریح ͳفرمول کردن پیدا ،ͳکل حالت در است. آن جواب برای صریح ͳفرمول

۵



۶ اولیه مفاهیم و ͳدینامی سیستم�های .١ فصل

از استفاده و درک که دارند وجود جواب توصیف جهت دیΎری روش�های اما نیست. امان�پذیر

از باید بپردازیم، ͳدینامی سیستم جواب توصیف به اینکه از قبل است. آسان بسیار روش�ها این

وجودی که شود بیان ͳروش است لازم رو، این از باشیم. گاه آ آن جواب بفردی منحصر و وجودی

کند. تضمین سیستم حل بدون را آن � بفردی منحصر و جواب

باشد. پیوسته ͳتابعX هرگاه ،X ∈ C(D) گویند Dباشد. ⊆ Rn+1 فرضکنید تعریف١.٠.١.

باشند. پیوسته و موجود kام مرتبه تا X مشتق�های هرگاه ،k > 0،X ∈ Ck(D) گویند همچنین،

در بازی زیرمجموعه D کنید فرض جواب). بفردی منحصر و وجودی (قضیه ٢.٠.١ قضیه

اولیه مقدار مساله آنگاه ،X ∈ C(D) اگر باشد. x0 شامل Rn+1

ẋ =
dx

dt
= X(t, x), x(0) = x0,

بفرد منحصر جواب دارای مساله آنگاه ،∂X
∂x

∈ C(D) اگر همچنین، است. جواب دارای I روی

است. I روی

.[١۴] به کنید رجوع برهان.

دارای آن در اولیه مقدار مساله که است بازه�ای بزرگ�ترین I ،٢.٠.١ قضیه در .٣.٠.١ تذکر

م�ͳگویند. ماکزیمال بازه را I بازه است. جواب

خودگردان سیستم�های نام به سیستم�ها از ͳخاص نوع ͳکیف رفتار ͳبررس به فصل، این در

Έی به xn+1 = t مانند متغیر Έی نمودن اضافه با غیرخودگردان سیستم هر زیرا م�ͳپردازیم؛

م�ͳشود. تبدیل خودگردان سیستم

صورت به سیستم�هایی تعریف٠.١.۴.

ẋ = X(x), x ∈ D ⊆ Rn, (١.١)
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در X(x) تابع در صریح طور به و بوده چپ سمت در dt دیفرانسیل در فقط t مستقل متغیر که

م�ͳشود. نامیده خودگردان یΈسیستم نم�ͳگردد، ظاهر راست سمت

کردن پیدا خودگردان، ͳدینامی سیستم Έی ͳکیف رفتار درک برای روش�ها بهترین از ͳی

است. نقاط این ͳΎهمسای در سیستم رفتار ͳبررس و سیستم خاص نقاط ͳبرخ

آن�ها پایداری و ثابت نقاط ١.١

تعادل، (نقطه ثابت نقطه Έی بΎیرید. نظر در را (١.١) خودگردان سیستم .١.١.١ تعریف

از جواب Έی اگر م�ͳکند. صدق ẋ = X(x) = 0 معادله در که است نقطه�ای ،(ͳبحران نقطه

م�ͳماند. ͳباق آنجا در همیشه برای شود، شروع نقطه این

نقطه از ͳΎهمسای Έی هرگاه گویند منفرد را (١.١) سیستم از x0 ثابت نقطه تعریف٢.١.١.

باشد. ͳΎهمسای آن در (١.١) ثابت نقطه تنها x0 که طوری به باشد داشته وجود x0

کلیت به کار این کرد. اختیار مبدأ را x0 ثابت نقطه م�ͳتوان همواره که است ذکر به لازم

انتقال مبدأ به را x0 م�ͳتوان y = x− x0 مختصات تبدیل با زیرا نم�ͳکند؛ وارد ͳخلل هیچ مساله

داد.

ثابت نقاط شود. ذکر آن خلاف اینکه مΎر م�ͳکنیم فرض منفرد را ثابت نقاط بحث، ادامه در

نحوه م�ͳتوان آن براساس و است برخوردار ͳخاص اهميت از ͳدینامی سیستم�های رفتار ͳبررس در

فقط و فقط ثابت، نقطه هر ͳΎهمسای در (١.١) سیستم جواب رفتار كرد. درک را سيستم تحول

است. ناپایدار و ͳخنث پایدار پایدار، مجانبی طور به حالت سه از ͳی صورت به

x0 از N ͳΎهمسای هر برای هرگاه گویند پایدار را (١.١) از x0 ثابت نقطه .٣.١.١ تعریف

N ′ وارد که مسیری هر که طوری به باشد داشته وجود x0 از N ′ ⊆ N کوچ�Έتر ͳΎهمسای Έی
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N

N ′

.R2 در مبدأ ثابت نقطه برای ٣.١.١ تعریف در N ′ و N همسای�ͳΎهای :١.١ شل

ببینید. را ١.١ شل بماند. ͳباق N در ،t افزایش با م�ͳشود،

هرگاه گویند پایدار مجانبی طور به را (١.١) از x0 ثابت نقطه تعریف١.١.۴.

باشد؛ پایدار .١

با م�ͳشود N وارد که مسیری هر که طوری به باشد داشته وجود x0 از N ͳΎهمسای Έی .٢

کند. میل x0 به ،t افزایش

به باشد، x0 ͳنزدی در ͳکاف اندازه به اگر مسیری هر پایداری، تعریف در که کنید توجه

زیرا است؛ پایداری از قوی�تر مجانبی، پایداری اما م�ͳماند. ͳباق آن ͳنزدی در دلخواه اندازه

شود. Έنزدی x0 به ͳکاف اندازه به مسیری هر ،t افزایش با که م�ͳکند ایجاب پایداری بر علاوه

است. شده داده نشان ٢.١ شل در خاصیت، این

طور به اما باشد پایدار هرگاه گویند ͳخنث پایدار را (١.١) از x0 ثابت نقطه تعریف١.١.۵.

نباشد. پایدار مجانبی

نباشد. پایدار هرگاه گویند ناپایدار را (١.١) از x0 ثابت نقطه تعریف١.١.۶.
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N

N ′

تعریف در N ′ و N همسای�ͳΎهای :٣.١ شل
.R2 در مبدأ ثابت نقطه برای ۶.١.١

N

N ′

تعریف در N ′ و N همسای�ͳΎهای :٢.١ شل
.R2 در مبدأ ثابت نقطه برای ۴.١.١

ͳΎهمسای هر برای که طوری به دارد وجود x0 ثابت نقطه Nاز ͳΎهمسایΈی دیΎر، عبارت به

٣.١ شل نم�ͳماند. ͳباق N در ͳول م�ͳشود N ′ وارد که دارد وجود مسیر Έی حداقل ،N ′ ⊆ N

ببینید. را

داف΄ را ناپایدار ثابت نقاط و جاذب را پایدار مجانبی طور به ثابت نقاط .٧.١.١ تعریف

م�ͳنامند.

خودگردان معادله ثابت نقاط

ẋ = X(x), x ∈ D ⊆ R, (٢.١)

دسته�بندی گذر و داف΄ جاذب، نوع سه به نقاط این ͳنزدی در جواب رفتار اساس بر م�ͳتوان را

کرد.

گوییم باشد. (٢.١) خودگردان معادله ثابت نقطه c کنید فرض تعریف٨.١.١.

کنند؛ میل آن به c به Έنزدی جواب�های هرگاه است جاذب c •
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شوند؛ دور آن از c به Έنزدی جواب�های هرگاه است داف΄ c •

شوند. دور آن از دیΎر طرف از و Έنزدی c به طرف Έی از جواب�ها هرگاه است گذر c •

معادله هر ͳکیف رفتار م��ͳدهد. نشان را دیفرانسیل معادله Έی در ثابت نقاط انواع ۴.١ شل

است. متناظر ۴.١ شل در شده داده نشان شل�های از ͳی با ثابت، نقطه Έی با دیفرانسیل

این م�ͳشود. تعیین آن ثابت نقاط ماهیت با کامل طور به خودگردان معادله هر رفتار نتیجه، در

م�ͳگویند. فاز خط را، جواب رفتار از نمایش

(ب) (الف)

(د) (ج)

(الف)، در نظر مورد ثابت نقطه منفرد. ثابت یΈنقطه با متناظر ممن̥ فاز خط چهار :۴.١ شل
است. داف΄ (د)، در و گذر (ج)، و (ب) در جاذب،

کاهشم�ͳیابند، یا و افزایش آن در جواب�ها که را بازه�ای و ثابت نقاط باید فاز، خط رسم برای

X(x) < 0 که بازه�ای و X(x) > 0 که بازه�ای ،X(x) = 0 که ͳنقاط باید ،ͳعبارت به بدانیم.

است. نیاز X(x) تابع مورد در ͳکیف اطلاعات فقط ، فاز خط رسم برای بنابراین، بیابیم. را است

نمودار ،۵.١ شل آورد. دست به را اطلاعات این ͳتمام ،X(x) نمودار رسم با م�ͳتوان رو، این از

م�ͳتوان فاز، خط از استفاده با م�ͳدهد. نشان را آن با متناظر فاز خط و X(x) = 1
2
(x2 − 1) تابع

ببینید. را ۶.١ شل آورد. دست به را ẋ = X(x) دیفرانسیل معادله جواب�های از ͳکیف ͳطرح

هرگاه گویند ͳکیف هم�ارز را (٢.١) صورت به خودگردان دیفرانسیل معادله دو تعریف٩.١.١.

نقاط ماهیت ،ͳعبارت به یا ثابت نقاط ͳکیف رفتار ترتیب و باشند داشته یسان ثابت نقاط تعداد

باشد. یسان ثابت،
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معادله جواب منحن�ͳهای :۶.١ شل
.ẋ = 1

2(x
2 − 1)

تابع نمودار :۵.١ شل
آن. با متناظر فاز خط و X(x) = 1

2(x
2 − 1)

صورت، این در باشد. (٢.١) خودگردان معادله ثابت نقطه Έی c کنید فرض .١٠.١.١ قضیه

است؛ جاذب نوع از c آنگاه ،dX
dx
(c) < 0 اگر .١

است؛ داف΄ نوع از c آنگاه ،dX
dx
(c) > 0 اگر .٢

شود. ͳبررس بالا مرتبه مشتق�های باید ثابت نقطه نوع تعیین برای آنگاه ،dX
dx
(c) = 0 اگر .٣

.[١۴] به کنید رجوع برهان.

ͳسیستم�هایخط فاز تصاویر ٢.١

لذا هستند، هم�ارز ͳخط سیستم�های با ͳموضع طور به ͳغیرخط سیستم�های اغلب اینکه به توجه با

کرد. مشخص را سیستم�ها از ͳوسیع طیف خواص م�ͳتوان ،ͳخط سیستم�های خواص دانستن با

ͳخط سیستم�های مطالعه برای ͳهندس و ͳتحلیل تکنی�Έهای از بخش، این در منظور، این برای

سیستم�های ͳکیف رفتار ͳبررس برای را تکنی�Έها این از ͳتوسیع فصل، ادامه در م�ͳکنیم. استفاده

م�ͳدهیم. ارایه ͳغیرخط
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ͳخط سیستم

ẋ = X(x) = Ax, x ∈ Rn (٣.١)

متعارف سیستم به x = Py متغیر تغییر با سیستم، این بΎیرید. نظر در را

ẏ = Jy

است A ماتریس جردن متعارف فرم J و (٣.١) در ضرایب ماتریس A آن، در که م�ͳشود تبدیل

y و م�ͳدهند تشیل Rn برای پایه�ای P ستون�های واق΄، در است. J = P−1AP که طوری به

است. پایه این به نسبت x مختصات

مجموعه روی هم�ارزی رابطه Έی تشابه و هستند متشابه J و A ماتریس�های که آنجایی از

م�ͳشود. افراز مجزا هم�ارزی کلاس�های به مجموعه این لذا است، n × n ͳحقیق ماتریس�های

ẏ = Jy و ẋ = Ax سیستم�های جواب�های هم�ارزی، کلاس Έی در J و A ماتریس دو هر برای

روابط با

x = Py, P−1AP = J

نیز کلاس اعضای سایر جواب�های شود، حل سیستم�ها از ͳی اگر بنابراین، هستند. وابسته هم به

م�ͳآیند. دست به

باشد. نامنفرد A ماتریس هرگاه نامند ساده را (٣.١) ͳخط سیستم تعریف١.٢.١.

سیستم جواب تنها x = 0 آنگاه باشد، ساده (٣.١) ͳخط سیستم اگر

ẋ = Ax = 0
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ماتریس که آنجایی از همچنین، دارد. مبدأ در ثابت نقطه Έی فقط (٣.١) سیستم لذا است.

سیستم بنابراین، دارند. یسان ویژه مقادیر پس هستند، متشابه آن، با متناظر جردن ماتریس و A

است. ساده نیز (٣.١) با متناظر متعارف

باشد. منفرد A هرگاه گویند غیرساده را (٣.١) ͳخط سیستم تعریف٢.٢.١.

غیر به سیستم، و است ͳغیربدیه جواب�های دارای ،Ax = 0 غیرساده سیستم دیΎر، عبارت به

امان دو صفحه، در ͳخط سیستم برای حالت، این در دارد. نیز دیΎری ثابت نقطه x = 0 از

وجود ثابت نقاط از ͳخط اول، حالت در است. صفر A یا و است Έی A رتبه یا دارد: وجود

رتبه که آنجایی از است. ثابت نقطه صفحه، از نقطه هر دوم، حالت در و م�ͳگذرد مبدأ از که دارد

م�ͳدهد. نشان را متناظر غیرساده سیستم رفتار متعارف، سیستم بنابراین، است، یسان A رتبه با J

شده ارایه مفاهیم همه م�ͳکنیم. ͳبررس را بعدی دو ͳخط سیستم�های ͳکیف رفتار ادامه، در

است. بالا بعد با سیستم�های به تعمیم قابل ͳراحت به سیستم�ها، این برای

ͳخط سیستم

ẋ = X(x) = Ax, x ∈ D ⊆ R2 (۴.١)

بΎیرید. نظر در را

ͳمنحن Έی توسط ϕ(t) = (x1(t), x2(t)) ،ͳیعن ،(۴.١) سیستم از جواب هر تعریف٣.٢.١.

م�ͳشوند. نامیده مدار یا و فاز مسیر جواب، منحن�ͳهای این م�ͳشود. داده نشان صفحه در

با و بوده سیستم ͳکیف رفتار دهنده نشان که است بعدی دو ͳلش فاز تصویر تعریف٢.١.۴.

م�ͳشود. داده نشان x1x2 فاز صفحه در x2 و x1 حسب بر t تغییر
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م�ͳدهیم نشان سپس و م�ͳکنیم ͳبررس را متعارف سیستم�های فاز تصویر ابتدا قسمت، این در

به متناظر متعارف سیستم فاز تصویر به توجه با را (۴.١) سیستم فاز تصویر م�ͳتوان چΎونه که

است. یسان سیستم، دو هر در نیز ثابت نقطه ماهیت دید، خواهیم که همچنان آورد. دست

صورت به م�ͳشود، ظاهر متعارف سیستم به (۴.١) سیستم تبدیل در که J ماتریس .۵.٢.١ قضیه

حالت چهار از ͳی

J1 =

[
λ1 0

0 λ2

]
, λ1 > λ2, J2 =

[
λ0 0

0 λ0

]
,

J3 =

[
λ0 1

0 λ0

]
, J4 =

[
α −β

β α

]
, β > 0

هستند. ͳحقیق اعداد λ2 و λ1 ،λ0 ،β ،α که است

.[٣] به کنید رجوع برهان.

A ماتریس ویژه مقادیر که است ͳحالت با متناظر ،J1 ماتریس ،۵.٢.١ قضیه در .۶.٢.١ تذکر

ویژه مقادیر و قطری A ماتریس که است ͳحالت با متناظر ،J2 ماتریس هستند. متمایز و ͳحقیق

ͳول هستند برابر A ماتریس ویژه مقادیر که است ͳحالت با متناظر ،J3 ماتریس هستند. برابر آن

مزدوج مختلط A ماتریس ویژه مقادیر که است ͳحالت با متناظر ،J4 ماتریس نیست. قطری A

هستند.

آن مشخصه چندجمله�ای ریشه�های λ2 و λ1 که بΎیرید نظر در را (۴.١) ساده ͳخط سیستم

ماهیت که م�ͳدهیم نشان باشد. ẏ = Jy آن، با متناظر ساده متعارف سیستم کنید فرض و هستند

دارد. ͳبستگ λ2 و λ1 ریشه�های ماهیت به ساده، متعارف سیستم از (0, 0) ثابت نقطه
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صورت به متعارف سیستم حالت، این در متمایز. و ͳحقیق ویژه مقادیر (الف)

ẏ1 = λ1y1,

ẏ2 = λ2y2

جواب�های دارای سیستم این است.

y1(t) = c1e
λ1t, y2(t) = c2e

λ2t

معادله حل از جواب منحن�ͳهای هستند. دلخواه و ͳحقیق ثابت�های c2 و c1 که است
dy2
dy1

=
λ2y2
λ1y1

خلاصه زیر صورت به λ2 و λ1 ویژه مقادیر به توجه با فاز تصاویر نوع رو، این از م�ͳآیند. دست به

م�ͳشود.

است. ناپایدار گره نوع از ثابت نقطه باشند، مثبت و ͳحقیق متمایز، ویژه مقادیر اگر •

مجانبی طور به که بوده گره نوع از ثابت نقطه باشند، ͳمنف و ͳحقیق متمایز، ویژه مقادیر اگر •

است. پایدار

است. ناپایدار و ͳزین نوع از ثابت نقطه باشد، ͳمنف دیΎری و مثبت ویژه مقادیر از ͳی اگر •

است. شده رسم ٧.١ شل در حالت سه این به مربوط فاز تصاویر

J3 و J2 شل�های به متعارف ماتریس�های حالت، این در برابر. و ͳحقیق ویژه مقادیر (ب)

م�ͳشود. تعیین زیر حالت دو به توجه با فاز تصاویر نوع صورت، این در است.

در حالت این با متناظر فاز تصاویر است. ستاره گره نوع از ثابت نقطه باشد، قطری A اگر •


