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যࡪْم�ِا္�ِاॐඟّ໌ْ૱ن�ِاনඟّ໌࣓م

೯داਪیپایا৯دীهٔ ච໋اردنಪࣥواষند. اورا ِ ঈوতندگان،ऑقّ ৯داষند،و ॷمارඟ໋انॷدنേھایاو و ৲ماষند ণپاس೯داਪیرا।ੂࣨورانਬభࣥودناو
وબف ଘ ৎࡁජف॰ฬدیا॥تو ൈબھایاو ျণگ. ୀࢾش౮ජࡁग़یایభ ଘ ژرفرو ༜ࢁඟتِ ໆَرِ و ျॻگا॥ت، او তناساਪی راه భزگامඵෑ
ढอণඟ໕ھاඟ໌زهٔزඖنراय़భھار ඳැراඅید،وبا ষభیاॠدی،وభوमࢌজฬ࣊یدی،وଘزمایઍ࡙ख़وصরฬودی.दଘدر়شخلاقرایا່ید،وଘرൕॐࢾشبادرا

ইുید.
 ਗی�دকم দواਘی و اঃࣇحان؛ از ୀآॠده ਟی�آਵࣣغ ا৷مان، و رویاد از দواਤঘی ਟی�േঙتا॥ت. و ৯دارد اষبازی یൊتا॥ت، ೯دا  ਗی�دকم দواਘی
ৗوریا॥ت భع࢙موردگار. ້آیඓࢻുه িشاਪ�ଡی৮دیدار،و با و کار، ଲیآਣশد با ভࡶণජتاد اورا مد(ص)ندهٔاووධෂஉراو॥ت.

دودฮیازدঀھاБЗداید،وباࣵࡆّتودॻࣱلمُචم່ماید. رࣺشان،وඟ໖ایا॥ت່وزان،ودਬࣥورীشروଃنوࣅیان.ඟَ໋หدِ
پاک೯دایا!БЗଦرگا॥تآهਗی�ඇඏ࣒مازخࡲتو؛وඟ໕ُଦدا॥ت،БЗرਛیآنభنارदدرتو؛وଦباഎࠝ࢟تا॥تآهਗی�ඇඏ࣒مازم࢘ࢆوت
و،وඵฬଦزا॥تୀاୀآهୀما৩ھانا॥تازسാࢸتو،و່ଦاඵවرا॥ت࢟توభاଌنगھان؛وଦا৯دکا॥تభنارേھایآنगھان.
ൾফنکاراز گاریૼنభآنا॥تਵࣥو່ଥما! ശণر داه ودॿمرا کارمراଘૼن৶ما ৯داৣم،صلاحِ ণیدنرا راهِ ا०భඟ໋شऒودభماৣمیا ೯دایا!

.ଡوھایশفاঅࣂࡣتوازඓ راঘ࣒ماගশھایوতฬناه

از່ماীشاتතअرتعلی(ع)

ͷی



:ଘمقدৎ

৮دروماෙय़భبانوतداکارم
ঙࢡඥرସ୍موୀاฬభزඇඓ࣒م

دو



ฬଘم೯دا
الْخال˼ق˂. یʿشͺْ͒ر لَم˂ الْمʿخلوق یʿشͺْ͒ر لَم˂ من و

عطا را دانش و علم کسب راه در تلاش توفیق اینجانب به که را متعال پروردگار ستایش و سپاس
دهم. قرار استفاده مورد خویش وطن علمͬ پیشرفت راه در را آموخته�هایم بتوانم امیدوارم فرمود.

حسین دكتر آقای جناب خود، راهنمای اساتید دریغ بی زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه�ی آغاز در
این آنان ارزنده�ی راهنمایی بدون قطعاً که نمایم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه ایواز، کریم دكتر و خیری

نمͬ�رسید. انجام به مجموعه
دارم. را تشͺر کمال پذیرفته�اند، را پایاننامه این داوری زحمت که جدیری دکتر آقای از همچنین
مخصوصاً و بوده�اند من مشوق و یار همواره مراحل تمامͬ در که خانواده�ام اعضاء کلیه از پایان در
سپاسͽزاری نموده�اند، تمام من بر را استادی حق که گرامͬ همسر محمد��رضایی رحیم جنابآقایدکتر

مͬ�کنم.

اධری رࣅنا
دی۱۳۹۳

سه



رعنا نام: اکبری دانشجو: خانوادگͬ نام

کلͬ و جزئͬ جهش ͷی با A نوع آنفلوانزای تکاملͬ مدل ͷی عنوان:

خیری حسین دكتر : راهنما استاد

دانشͽاه دیفرانسیل معادلات گرایش: كاربردی ریاضͬ رشته: ارشد� کارشناسͬ تحصیلͬ: مقطع
تبریز

١٣١ صفحات: تعداد ١٣٩٣ دی التحصیلͬ: فارغ تاریخ ریاضͬ علوم دانشͺده

تکثیر. عدد کلͬ، و موضعͬ پایداری مدل�سازی، ،A آنفلوانزای واژه�ها: کلید

چͺیده

این وجود خاطر به یابد. تکامل گسترده و جزئͬ مͺانیسم�های طریق از مͬ�تواند A آنفلوانزای ویروس
بیماری�هایی و شده میزبان در پی�درپی آلودگͬ�های باعث مͬ�توانند پاتوژن�ها تکاملͬ، مͺانیسم�های

کنند. ایجاد بالا �میر �و مرگ با همه�گیر،
و ͬͺدینامی سیستم�های ریاضͬ تحلیل به مربوط اولیه�ی مفاهیم بیان از پس پژوهشͬ، کار این در
را آن کیفͬ رفتار و کرده بیان را A آنفلوانزای بیماری (SIR) ساده�ی مدل مقدماتͬ، تعاریف ارائه�ی
را گسترده و جزئͬ تکاملͬ مͺانیسم�های با A آنفلوانزای از جدیدی مدل ادامه در مͬ�کنیم. بررسͬ
H۵N۱ آنفلوانزای انسانͬ، فصلͬ آنفلوانزای گونه�های از نوع سه منظور این برای مͬ�کنیم. معرفͬ
و مͬ�کنیم مدل�سازی را همه�گیر تکامل�یافته�ی H۵N۱ آنفلوانزای و انسان به پرنده از شده منتقل
معرفͬ را ͷی هر به مربوط تکثیر عدد و کرده بررسͬ جداگانه طور به را کدام هر تک�گونه�ای تعادل
تعادل�های موضعͬ پایداری و کرده بررسͬ یͺدیͽر با همزیستͬ در را گونه�ها تعادل سپس مͬ�کنیم.
را کلͬ پایداری به رسیدن برای مناسب شرایط نهایت در و مͬ�کنیم تحلیل و تجزیه را آمده وجود به

مͬ�گیریم. نتیجه



مطالب فهرست

۶ مقـدمـه

٩ اولیه مفاهیم و ͬͺدینامی سیستم�های ١
١١ . . . . . . . . . . . . . . . . ͬͺدینامی سیستم�های در جواب رفتار مطالعه ١.١
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آن�ها پایداری و ثابت نقاط ٢.١
١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . صفحه در فاز تصویر ٣.١
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعادل نقاط انواع ۴.١
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . متمایز حقیقͬ ویژه�ی مقادیر ١.۴.١
٢١ . . . . . . . . . . . . (λ = α± iβ)متمایز مختلط ویژه�ی مقادیر ٢.۴.١
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تکراری حقیقͬ ویژه�ی مقادیر ٣.۴.١
٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ثابت نقاط در خطͬ�سازی ۵.١
٢٩ . . . . . . . . . . . . . . . . لیاپانوف توابع با ثابت نقاط پایداری بررسͬ ۶.١
٣٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . حدی دور�های و حدی نقاط ٧.١
٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انشعاب�ها ٨.١
٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . پایدار ساختاری طور به برداری میدان ١.٨.١
٣۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . غیرهذلولوی نقاط در انشعاب ٢.٨.١

۴٢ بیماری�ها مدل��سازی و A آنفلوانزای بیماری تاریخچه�ی ٢
۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . A آنفلوانزای بیماری تاریخچه�ی ١.٢
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . A آنفلوانزای ویروس بررسͬ ١.١.٢
۴۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . بیماری�ها ریاضͬ مدل�های انواع بررسͬ ٢.٢
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . SI مدل ١.٢.٢
۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . SIS مدل ٢.٢.٢

١



٢ مطالب فهرست

۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . SIR مدل ٣.٢.٢
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . SIRS مدل ۴.٢.٢
۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . SEIR مدل ۵.٢.٢
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . A آنفلوانزای بیماری مدل�سازی ٣.٢
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . A آنفلوانزای بیماری SIR مدل ١.٣.٢
۵٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . آستانه پدیده�ی ۴.٢
۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تکثیر عدد ۵.٢
۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . R۰ اهمیت ١.۵.٢
۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کنترل سیاست�های ٢.۵.٢
۶٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عفونت نیروی ٣.۵.٢

۶۴ گسترده و جزئͬ تغییرات با A نوع آنفلوانزای تکاملͬ مدل ٣
۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعاریف و اولیه مفاهیم ١.٣
۶٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . مرغͬ آنفلوانزای از قطعͬ تکاملͬ مدل ͷی ٢.٣
٧۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تک�گونه تعادل ٣.٣
٨۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همزیستͬ تعادل ۴.٣
٨۵ . . . . . . . . . . . . . (ρ ̸= ۰) مستمر جهش حالت در همزیستͬ ١.۴.٣

از پیش سناریوی و (ρ = خودبخودی(۰ جهش صورت در همزیستͬ ٢.۴.٣
٩٣ . . . . . . . . . . . . همه�گیر آنفلوانزای گونه تهاجمͬ و همه�گیری
٩٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تعادل موضعͬ پایداری ۵.٣
٩٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انسانͬ آنفلوانزای تعادل ١.۵.٣
١٠٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . تنهایی به همه�گیر آنفلوانزای گونه� ٢.۵.٣
١٠۴ . . . . . . . . . . . . . . تنهایی به انسان به پرنده آنفلوانزای گونه� ٣.۵.٣
١٠۵ . . . . . . . پرندگان و همه�گیر آنفلوانزای گونه�های همزیستͬ تعادل ۴.۵.٣
١٠۶ . . . . . . . (ρ = ۰) پرندگان آنفلوانزای و انسانͬ آنفلوانزای گونه�های ۵.۵.٣
١١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . رقابتͬ حذف و همزیستͬ روی کلͬ نتایج ۶.٣
١٢٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بررسͬ و بحث ٧.٣

١٢٣ مراجع



اشͺال فهرست

١٣ . . . .R۲ در مبدأ بحرانͬ نقطه برای (۴.٢.١) تعریف در N و′ N همسایͽͬ�های ١.١
١٣ . . . .R۲ در مبدأ بحرانͬ نقطه برای (۵.٢.١) تعریف در N و′ N همسایͽͬ�های ٢.١
١۴ . . . .R۲ در مبدأ بحرانͬ نقطه برای (٧.٢.١) تعریف در N و′ N همسایͽͬ�های ٣.١

در نظر مورد ثابت نقطه منفرد؛ ثابت نقطه ͷی با متناظر ممͺن̞ فاز خط چهار ۴.١
١۵ . . . . . . . . . . است. دافع (د) در و گذر (ج) و (ب) در جاذب، (الف)،

(ب) λ۱)؛ > λ۲ > ۰) ناپایدار گره (الف) به منجر متمایز و حقیقͬ ویژه مقادیر ۵.١
٢٠ . . . . مͬ�شود. (λ۲ < ۰ < λ۱) زینͬ نقطه (ج) و (λ۲ < λ۱ < ۰) پایدار گره

(α = ۰) مرکز (ب) α)؛ > ۰) ناپایدار کانون (الف) به منجر مختلط ویژه مقادیر ۶.١
٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مͬ�شود. (α < ۰) پایدار کانون (ج) و

ستاره گره به منجر (λ۱ = λ۲ = λ۰) برابر ویژه مقادیر باشد، قطری A وقتͬ ٧.١
٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پایدار. (ب) ناپایدار؛ (الف) مͬ�شود:

نامتعارف گره به منجر (λ۱ = λ۲ = λ۰) برابر ویژه مقادیر نباشد، قطری A وقتͬ ٨.١
٢٣ . . . . . . . . . . .(λ۰ < ۰) پایدار (ب) λ۰)؛ > ۰) ناپایدار (الف) مͬ�شود:
٢۵ . . . . . . (٨.١) متعارف سیستم فاز تصویر روی x = Py خطͬ تبدیل تاثیر ٩.١
٢٩ . . . . . . دارند. بستگͬ det(A) و tr(A) به ẋ = Ax سیستم�های فاز تصاویر ١٠.١
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .(١٠.١) سیستم فاز تصویر ١١.١

منحنͬ مͬ�دهد. نشان را انشعابزینͬ-گره ،(١٠.١) انشعاببرایسیستم نمودار ١٢.١
٣٧ است. ناپایدار رفتار دهنده نشان خط�چین، منحنͬ و پایدار رفتار دهنده نشان پر،

است. ترنس�کریتیͺال انشعاب نشان�دهنده ،(١١.١) سیستم برای انشعاب نمودار ١٣.١
ناپایدار رفتار نشان�دهنده خط�چین، منحنͬ و پایدار رفتار نشان�دهنده پر، منحنͬ

٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است.

٣



۴ اشͺال فهرست

منحنͬ است. انشعابچنگال دهنده نشان ،(١٣.١) سیستم برای انشعاب نمودار ١۴.١
٣٩ است. ناپایدار رفتار دهنده نشان خط�چین، منحنͬ و پایدار رفتار دهنده نشان پر،

منحنͬ مͬ�دهد. نشان را هاف انشعاب ، (١۴.١) سیستم برای انشعاب نمودار ١۵.١
۴٠ است. ناپایدار رفتار دهنده نشان خط�چین، منحنͬ و پایدار رفتار دهنده نشان پر،

پر، منحنͬ است. ساب�کریتیͺال هاف انشعاب دهنده نشان که انشعاب نمودار ١۶.١
۴١ . . است. ناپایدار رفتار دهنده نشان خط�چین، منحنͬ و پایدار رفتار دهنده نشان

افراد با ارتباط در مستعد افراد شدن آلوده نشان�دهنده� توپر پیͺان SI؛ مدل نمودار ١.٢
افراد نرخ که است عفونͬ بیماری سطح نشان�دهنده� توخالͬ پیͺان و بوده عفونͬ

۴۶ . . . . . . . . مͬ�دهد. قرار تاثیر تحت آلوده کلاس به جابجایی در را مستعد
پیͺان و بوده کلاس�ها بین حرکت نشان�دهنده� توپر پیͺان SIS؛ مدل نمودار ٢.٢
جابجایی در را مستعد افراد نرخ استکه بیماریعفونͬ سطح نشان�دهنده� توخالͬ

۴٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . مͬ�دهد. قرار تاثیر تحت آلوده کلاس به
پیͺان و بوده کلاس�ها بین حرکت نشان�دهنده� توپر پیͺان SIR؛ مدل نمودار ٣.٢
جابجایی در را مستعد افراد نرخ استکه بیماریعفونͬ سطح نشان�دهنده� توخالͬ

۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . مͬ�دهد. قرار تاثیر تحت آلوده کلاس به
پیͺان و بوده کلاس�ها بین حرکت نشان�دهنده� توپر پیͺان SIRS؛ مدل نمودار ۴.٢
جابجایی در را مستعد افراد نرخ استکه بیماریعفونͬ سطح نشان�دهنده� توخالͬ

۴٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . مͬ�دهد. قرار تاثیر تحت آلوده کلاس به
پیͺان و بوده کلاس�ها بین حرکت نشان�دهنده�ی توپر پیͺان SEIR؛ مدل نمودار ۵.٢
در را مستعد افراد نرخ که است عفونͬ بیماری سطح نشان�دهنده�ی توخالͬ

۴٩ . . . . . . . . . . . . . . مͬ�دهد. قرار تاثیر تحت آلوده کلاس به جابجایی
۵٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . SIR اساسͬ مدل نمودار ۶.٢

(ج) و I عفونͬ افراد (ب) ،S مستعد افراد (الف) به مربوط زمانͬ نمودارهای ٧.٢
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . R یافته بهبود افراد

در و مͬ�رسد ماکزیمم مقدار ͷی به ρ =
α

β
در I ؛نمودار SI فاز صفحه تصویر ٨.٢

به هرگز یͺنواخت، کاهش وجود با مستعدها تعداد ولͬ مͬ�رسد. صفر به نهایت
۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمͬ�رسد. صفر



۵ اشͺال فهرست

این مͬ�دهد. نشان را R۱ > ۱ حالت در F (I) تابع نمودار راست سمت شͺل ١.٣
چپ سمت شͺل مͬ�کند؛ قطع I∗ ≈ ۳٫ ۵ حدود در را y = ۱ افقͬ خط نمودار
افقͬ خط نمودار این که مͬ�دهد نشان را R۱ < ۱ حالت در F (I) تابع نمودار
پارامترها مͬ�کند؛ قطع I∗۲ ≈ ۰٫ ۲ و I∗۱ ≈ ۰٫ ۱ نقطه�ی دو حدود در را y = ۱

سال، در µ = ۰٫ ۰۱۳۳ سال، هر در تولد Λ = ۱۳٫ ۳ عنوان به نمودار دو برای
هر در سال، در γ = ۰٫ ۰۰۵ و γ(a) = γa سال، در k = ۳٫ ۶ سال، در α = ۵۲

سمت شͺل �است. شده گرفته نظر در شده جایͽزین آمینواسید هر ازای به و فرد
شͺل که حالͬ در دارد، سال هر در و فرد هر در را β = ۰٫ ۰۷ حالت�های راست
تکثیر عدد دارد. سال هر در و فرد هر در را β = ۰٫ ۰۲ حالت�های چپ سمت

٨٠ R۱است. = ۰٫ ۳۸ سمتچپ شͺل برای R۱و = ۱٫ ۳۴ راست سمت شͺل برای
مͬ�دهد. نشان (γI∗, αγI∗) صفجه�ی در را پارامتری نمودار چپ، سمت شͺل ٢.٣
در صفحه�ها مͬ�دهد. نشان wاست، از تابعͬ زمانͬ�که را α راست سمت شͺل

١١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . شده�اند. رسم w ∈ [π/۳۲, π/۱۶] شرایط
آلوده افراد تعداد y محور مͬ�دهد. نشان I(t) در را نوسانات چپ سمت شͺل ٣.٣
نشان را Ib(t) در نوسانات راست سمت شͺل مͬ�دهد. نشان ۱۰۵ ضریب با را

١١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مͬ�دهد.



مقدمـه

سراسر در سپس و شد مشاهده ͷزیͺم کشور در بار اولین برای H١N١ خوک̞ͬ آنفلوانزای ویروس

ناشͬ �میر �و مرگ که خوکͬ، آنفلوانزای همه�گیر بیماری آهسته�ی پیشروی کرد. پیدا گسترش جهان

از ناشͬ خطرات روی بر پژوهش�ها تمرکز از مانع است، فصلͬ آنفلوانزاهای از ͬͺی اندازه�ی به آن از

نمͬ�شود. آن

میلیون ۴٠ حدود طوری�که به شد ظاهر آنفلوانزا از همه�گیری بیماری میلادی، ١٩١٨ سال در

بار دو آنفلوانزا همه�گیر بیماری� همچنین شدند. کشته بیماری این خاطر به جهان سراسر در انسان

و تکامل حال در همیشه آنفلوانزا ویروس که آنجا از داد. رخ میلادی ١٩۶٨ و ١٩۵٧ �سال�های در

دارد. وجود ویروس این همه�گیری از تهدیدی همواره بنابراین است، جهش

مͬ�تواند جهش صورت در است، حیوانات در آلودگͬ ایجاد به قادر که آنفلوانزا ویروس از نوعͬ

مͬ�باشد. نمونه�ها این از ͬͺی آسیا، در مرغͬ آنفلوانزای گسترش کند؛ آلوده هم را انسان�ها

آنفلوانزای ویروس توسط جهان در نفر ٣٠٠ به ͷنزدی شدن کشته و ابتلا از شده گزارش موارد

هشدار را انسان�ها در مرغͬ آنفلوانزای همه�گیر بیماری وقوع امͺان گذشته، سال�های در مرغͬ

برای درصد ١٠٠ (حدود مرغͬ آنفلوانزای بیماری بالای �میر �و مرگ میزان به توجه با مͬ�دهد.

آنفلوانزا ویروس �میر �و مرگ میزان با مقایسه در این که انسان�ها) برای درصد ٧٠ از بیش و پرندگان

است ممͺن مرغͬ آنفلوانزای همه�گیر بیماری بنابراین مͬ�باشد، زیاد بسیار میلادی ١٩١٨ سال در

بͽذارد. تاثیر انسان�ها در ١٩١٨ سال آنفلوانزای همه�گیر بیماری از بیشتر

صورت در ویروس این اما شود؛ منتقل انسان�ها بین در نمͬ�تواند مرغͬ آنفلوانزای خوشبختانه،

مرغͬ آنفلوانزای از ناشͬ بالای �میر �و مرگ احتمال بود. خواهد انسان�ها میان در انتقال به قادر جهش،

۶



٧ مقدمه

جهش�یافته، مرغͬ آنفلوانزای که معتقدند کارشناسان حال، این با است؛ نشده اثبات جهش�یافته

داشت. خواهد را انسان�ها بین انتقال توانایی
١(WHO)ͬبهداشتجهان نزدیͷتوسطسازمان آینده�ای در آنفلوانزایمرغͬ بیماریهمه�گیر خطر

بنابراین هستند؛ محدود منابع و گران، ویروسͬ ضد داروهای که آنجا از است. شده داده هشدار

است. بسیاری اهمیت دارای جهان در مرغͬ آنفلوانزای گسترش مͺانیسم مطالعه�ی

مدل�ها این هستند. بیماری�ها کنترل و گسترش تحلیل برای مهمͬ ابزارهای ریاضͬ مدل�های

از ͬͺی بدهند. ارائه بیماری�ها انتشار نهفته�ی جنبه�های از مهمͬ اطلاعات سادگͬ عین در مͬ�توانند

در موجود اختلافات و تشابهات از واضح درکͬ آوردن بدست اپیدمولوژی مدل�های تحلیل اهداف

این گیریم. به�کار مختلف کاربرد�های برای را مدل�ها این مͬ�دهد اجازه که مدل�هاست جواب رفتار

مورد در اطلاعاتͬ ،٢ پایه تکثیر عدد مثال عنوان به مͬ�دهند؛ ارائه مهمͬ بسیار مفهومͬ نتایج مدل�ها

ابزار کامپیوتری شبیه�سازی�های و ریاضͬ مدل�های مͬ�دهد. قرار ما اختیار در بیماری انتشار سرعت

سوالات به پاسخͽوئͬ تخمین�ها، کیفͬ ارزیابی آن�ها، بررسͬ و تئوری ساختاری ایجاد برای کارآمدی

تحقیق روند مͬ�تواند اپیدمولوژی مدل�سازی هستند. داده�ها از کلیدی پارامترهای محاسبه و کیفͬ

بدون کند. پیش�بینͬ را سیستم کلیات و کرده پیشنهاد را مهم داده�های جمع�آوری داده، تشخیص را

آن انتقال کاهش جهت در مͬ�تواند منطقه ͷی در مسری بیماری�های انتقال کاراکترهای درک تردید

باشد. مفید بیماری

بیماری�هاست. بردن بین از برای کنترل طرح�های کاربرد اپیدمولوژی، مهم جنبه�های از ͬͺی

پیشͽیری مختلف، تصمیم�های کردن بهینه تخمین�، کردن، عملͬ مقایسه، برای بیماری�ها مدل�های

کنترل برای نیاز مورد تزریقͬ واکسن مقدار ارائه در مدل�ها این هستند. ضروری کنترل برنامه�ریزی و

در آبله با مقابله برای برنامه�ای جهانͬ، سلامت سازمان مثال عنوان به هستند. مفید بسیار بیماری�ها

استراتژی مͬ�شدند. مبتلا آن به سال هر در نفر میلیون ١۵ حدود که نمود آغاز میلادی ١٩۶٧ سال

شیوع این کنترل و شیوع بر نظارت گسترده، واکسیناسیون برنامه�های شامل جهانͬ سلامت سازمان

عمومͬ واکسیناسیون در فوق�العاده موفقیت ͷی برنامه این بود. محلͬ واکسیناسیون برنامه�های با

١World Health Organization
٢The basic reproduction number



٨ مقدمه

.[۵٢،۵٣] شد ریشه�کن میلادی ١٩٧٧ سال در جهانͬ به�صورت آبله نهایت در طوری�که به بود،

بیماری�هاست، برایدرکبهتر موثر روش�های از ͬͺی بیماری�ها در ریاضͬ مدل�سازی این�که به توجه با

اولیه�ی مفاهیم بیان از پس داریم نظر در �است، شده تنظیم [١] مرجع اساس بر که پایاننامه این در

آن، انواع و ثابت نقاط قبیل از مقدماتͬ تعاریف و ͬͺدینامی سیستم�های ریاضͬ تحلیل به مربوط

دورهای حدی، نقاط لیاپانوف، پایداری قضیه و هارتمن خطͬ�سازی قضیه فاز، تصویر پایداری،

ضمن دوم فصل در کنیم، بیان را گسسته سیستم�های پایداری بررسͬ همچنین و انشعاب�ها حدی،

و A آنفلوانزای بیماری از ساده�ای مدل� ارائه�ی و عفونͬ بیماری�های از ͬͺدینامی مدل�های ارائه�ی

A آنفلوانزای ویروس جهش و گسترش روند از تاریخچه�ای سیستم�، این به مربوط ریاضͬ تحلیل

کلͬ و جزئͬ تکاملͬ مͺانیسم�های با A آنفلوانزای از جدید مدلͬ سوم فصل در مͬ�کنیم. بیان را

از شده منتقل H۵N۱ آنفلوانزای انسانͬ، فصلͬ آنفلوانزای گونه�ی سه شامل که مͬ�کنیم معرفͬ

جداگانه طور به ادامه در بود. خواهد همه�گیر تکامل�یافته�ی H۵N۱ آنفلوانزای و انسان به پرنده

به فصل این از بخشͬ مͬ�کنیم. معرفͬ را گونه�ها تکثیر عدد و کرده بررسͬ را تک�گونه�ای تعادل

همه�گیر گونه�ی ͷی به آنͬ جهش و مداوم جهش سناریوی دو و شده اختصاصداده� همزیستͬ تعادل

در و شده ارائه تعادل موضعͬ پایداری از تحلیلͬ و تجزیه همچنین است. گرفته قرار بررسͬ مورد

مͬ�شود. نتیجه�گیری کلͬ پایداری برای شرایط نهایت



١ فصل

اولیه مفاهیم و ͬͺدینامی سیستم�های

٩



١٠ اولیه مفاهیم و ͬͺدینامی سیستم�های .١ فصل

با D ⊆ Rn حالت فضای در را نقطه هر موقعیت که است معینͬ قانون ،ͬͺدینامی سیستم

مͬ�توان سیستم، فعلͬ وضعیت دانستن با ،ͬͺدینامی سیستم ͷی در مͬ�دهد. شرح زمان گذشت

به کاربردی، یا ͬͺفیزی مساله ͷی مدل که صورتͬ در بنابراین، کرد. پیش�بینͬ را آن آینده�ی وضعیت

مͬ خاص، لحظه ͷی در متحرک وضعیت دانستن و آن حل با باشد، ͬͺدینامی سیستم ͷی صورت

سیستم�های کیفͬ رفتار درک این�رو، از کرد. پیش�بینͬ بعدی، و قبلͬ لحظه�های در را آن وضعیت توان

مقادیر از استفاده با زمان هرگاه ،ͬͺدینامی یͷسیستم در است. برخوردار ویژه�ای اهمیت از ͬͺدینامی

یعنͬ کند، تغییر پیوسته طور به اگر و گویند گسسته را ͬͺدینامی سیستم شود، سنجیده t ∈ Z صحیح

تکراری نگاشت با معمول به�طور گسسته سیستم�های مͬ�گویند. پیوسته را ͬͺدینامی سیستم ،t ∈ R

�صورت به

xn+۱ = f(xn),

به�صورت دیفرانسیل معادله�ی توسط معمول به�طور پیوسته سیستم�های حالͬ�که در توصیفمͬ�شوند،

dx

dt
= F (x),

برای مشابه روندی با است، برقرار پیوسته سیستم�های برای که شرایطͬ بیشتر مͬ�شوند. توصیف

مͬ�شود. برده کار به گسسته سیستم�های

سیستم�های و خطͬ سیستم�های مͬ�شوند: تقسیم دسته دو به ͬͺدینامی سیستم�های کلͬ حالت در

ͷی X هرگاه گویند n مرتبه از خطͬ سیستم را X : Rn → Rn ،ẋ = X(x) سیستم غیرخطͬ.

آنجایی از گویند. غیرخطͬ سیستم �را آن باشد، غیرخطͬ نگاشت ͷی X اگر باشد. خطͬ نگاشت

سیستم�ها صریح جواب یافتن همواره لذا کرد، حل تحلیلͬ به�صورت نمͬ�توان را سیستم�ها بیشتر �که

برای هندسͬ و تحلیلͬ روش�های ترکیب از است لازم بنابراین نیست. ممͺن آن�ها رفتار درک برای

کرد. استفاده سیستم�ها رفتار درک



١١ اولیه مفاهیم و ͬͺدینامی سیستم�های .١ فصل

ͬͺدینامی سیستم�های در جواب رفتار مطالعه ١.١

برای صریح فرمولͬ یافتن ،ͬͺدینامی سیستم ͷی جواب توصیف برای مناسب روش�های از ͬͺی

اما نیست. امͺان�پذیر همواره جواب، برای صریح فرمولͬ کردن پیدا کلͬ حالت در است. آن جواب

آسان بسیار روش�ها این از استفاده و درک که دارند وجود جواب توصیف جهت دیͽری روش�های

است.

آن، جواب منحصربفردی و وجود از باید بپردازیم، ͬͺدینامی سیستم جواب توصیف به اینکه از قبل

سیستم حل بدون �را آن منحصربفردی و جواب وجود که روشͬ است لازم این�رو از باشیم. گاه آ

شود. بیان کند، تضمین

باشد. پیوسته تابعͬ X هرگاه ،X ∈ C(D) گویند باشد. D ⊆ Rn+۱ کنید فرض .١.١.١ تعریف

باشند. پیوسته و موجود kام مرتبه تا X مشتق�های هرگاه ،k > ۰ ،X ∈ Ck(D) گویند همچنین،

Rn+۱ در بازی مجموعه زیر D کنید فرض جواب). منحصربفردی و وجودی (قضیه ٢.١.١ قضیه

اولیه مقدار مسأله آنگاه ،X ∈ C(D) اگر باشد. x۰ شامل

ẋ =
dx

dt
= X(t, x), x(۰) = x۰,

روی منحصربفرد جواب دارای مسأله آنگاه ،∂X
∂x

∈ C(D) اگر همچنین، است. جواب دارای I روی

است. I

جواب دارای آن در اولیه مقدار مسأله که است بازه�ای بزرگترین I ،٢.١.١ قضیه در .٣.١.١ تذکر

مͬ�گویند. ماکزیمال بازه را I بازه است.

نمودار این مͬ�شود. داده نمایش x(t) نمودار با هندسͬ طور به (١.١) سیستم از x(t) جواب

بدست برای جواب منحنͬ�های دقیق رسم همواره مͬ�دهد. نشان tx صفحه�ی در را جواب منحنͬ

نیست. لازم نیز کلͬ حالت در طرفͬ، از و نبوده مقدور آن�ها کیفͬ رفتار آوردن



١٢ اولیه مفاهیم و ͬͺدینامی سیستم�های .١ فصل

آن�ها پایداری و ثابت نقاط ٢.١

صورت به سیستم�هایی .١.٢.١ تعریف

dx

dt
= ẋ = X(x), x ∈ S ⊆ R, (D = R× S) (١.١)

سمت در t صریح، طور به یا باشد، t از مستقل f تابع اگر مͬ�شود نامیده خودگردان سیستم ͷی

نگردد. ظاهر X(x) تابع راست

از برخͬ کردن پیدا خودگردان، ͬͺدینامی سیستم ͷی کیفͬ رفتار درک برای روش�ها بهترین از ͬͺی

است. نقاط این ͬͽهمسای در سیستم رفتار بررسͬ و خاصسیستم نقاط

نقطه�ی تعادل، ثابت(نقطه�ی یͷنقطه بͽیرید. نظر در را (٢.١) خودگردان سیستم تعریف٢.٢.١.

ͷی اگر مͬ�کند. صدق ẋ = X(x) = ۰ معادله�ی در که است نقطه�ای ساکن)، نقطه�ی بحرانͬ،

مͬ�ماند. باقͬ آنجا در همیشه برای شود، شروع نقطه این از جواب

x۰ نقطه از ͬͽهمسای ͷی هرگاه گویند منفرد را (٢.١) سیستم از x۰ ثابت نقطه .٣.٢.١ تعریف

باشد. ͬͽهمسای آن در (٢.١) ثابت نقطه تنها x۰ که به�طوری باشد داشته وجود

مسأله کلیت به کار این کرد. اختیار مبدأ را x۰ ثابت نقطه مͬ�توان همواره که است �ذکر به لازم

داد. انتقال مبدأ به را x۰ مͬ�توان y = x− x۰ مختصات تبدیل با زیرا نمͬ�کند؛ وارد خللͬ هیچ

آن اساس بر و هستند برخوردار ویژه�ای اهمیت از ͬͺدینامی سیستم رفتار بررسͬ در بحرانͬ نقاط

بحرانͬ نقطه هر ͬͽهمسای در (٢.١) سیستم جواب رفتار کرد. درک را سیستم تحول نحوه مͬ�توان

است. ناپایدار و خنثͬ پایدار پایدار، مجانبی طور به حالت سه از ͬͺی به�صورت فقط و فقط

N ͬͽهمسایͷی برای هر�گاه گویند، پایدار را (٢.١) سیستم از x۰ بحرانͬ نقطه ͷی تعریف٢.١.۴.

مسیری هر که طوری به باشد داشته وجود تعادل نقطه� از Ń ⊆ N کوچ�ͷتر ͬͽهمسای ͷی ، x۰ از

بماند. باقͬ N در t افزایش با مͬ�شود، Ń وارد که



١٣ اولیه مفاهیم و ͬͺدینامی سیستم�های .١ فصل

.R۲ در مبدأ بحرانͬ نقطه برای (۴.٢.١) تعریف در N و′ N همسایͽͬ�های :١.١ شͺل

هرگاه گویند، پایدار مجانبی طور به را سیستم(٢.١) از x۰ ثابت نقطه .۵.٢.١ تعریف

باشد؛ پایدار -١

افزایش با Nمͬ�شود، وارد که مسیری هر که طوری به باشد، داشته وجود x۰ Nاز ͬͽهمسایͷی -٢

کند. میل x۰ به t

اندازه به باشد، x۰ ͬͺنزدی در کافͬ اندازه�ی به اگر مسیری هر پایداری، تعریف در که کنید توجه

بر علاوه زیرا است؛ پایداری از قوی�تر مجانبی، پایداری اما مͬ�ماند. باقͬ آن ͬͺنزدی در دلخواه

شود. ͷنزدی x۰ به کافͬ اندازه�ی به مسیری هر ، t افزایش با که مͬ�کند ایجاب پایداری

.R۲ در مبدأ بحرانͬ نقطه برای (۵.٢.١) تعریف در N و′ N همسایͽͬ�های :٢.١ شͺل



١۴ اولیه مفاهیم و ͬͺدینامی سیستم�های .١ فصل

طور به اما باشد پایدار هرگاه گویند، خنثͬ پایدار را (٢.١) سیستم از x۰ ثابت نقطه تعریف٢.١.۶.

نباشد. پایدار مجانبی

نباشد. پایدار هرگاه گویند، ناپایدار را (٢.١) سیستم از x۰ ثابت نقطه .٧.٢.١ تعریف

حداقل ، Ń ⊆ N ͬͽهمسای هر برای که طوری به دارد وجود x۰ Nاز ͬͽهمسایͷی دیͽر عبارت به

نمͬ�ماند. باقͬ N در ولͬ مͬ�شود، Ń وارد که دارد وجود مسیر ͷی

.R۲ در مبدأ بحرانͬ نقطه برای (٧.٢.١) تعریف در N و′ N همسایͽͬ�های :٣.١ شͺل

دافع را ناپایدار ثابت نقاط جاذبو را هستند پایدار مجانبی طور به که ثابتͬ نقاط .٨.٢.١ تعریف

مͬ�نامند.

خودگردان معادله ثابت نقاط

ẋ = X(x), x ∈ D ⊆ R (٢.١)

کرد. دسته�بندی گذر و جاذب دافع، نوع سه به نقاط این ͬͺنزدی در جواب رفتار اساس بر مͬ�توان را

گوییم باشد. (٣.١) خودگردان معادله ثابت نقطه c کنید فرض .٩.٢.١ تعریف



١۵ اولیه مفاهیم و ͬͺدینامی سیستم�های .١ فصل

(الف)، در نظر مورد ثابت نقطه منفرد؛ ثابت نقطه ͷی با متناظر ممͺن̞ فاز خط چهار :۴.١ شͺل
است. دافع (د) در و گذر (ج) و (ب) در جاذب،

کنند؛ میل آن به c به ͷنزدی جواب�های هرگاه جاذباست c •

شوند؛ دور آن از c به ͷنزدی جواب�های هرگاه است دافع c •

شوند. دور آن از دیͽر طرف از و ͷنزدی c به طرف ͷی از جواب�ها هرگاه است گذر c •

ثابتِ نقاط تعداد هرگاه گویند کیفͬ هم�ارز را خودگردان دیفرانسیل معادله دو .١٠.٢.١ تعریف

باشد. یͺسان ثابت) نقاط (ماهیت ثابت نقاط کیف̞ͬ رفتار ترتیب همچنین و باشند داشته یͺسان

این�صورت در باشد. خودگردان معادله ثابت نقطه ͷی c کنید فرض .١١.٢.١ قضیه

است؛ جاذب نوع از c آنگاه ،dX
dx
(c) < ۰ اگر .١

است؛ دافع نوع از c آنگاه ،dX
dx
(c) > ۰ اگر .٢

شود. بررسͬ بالا مراتب مشتقات باید ثابت نقطه نوع تعیین برای آنگاه ،dX
dx
(c) = ۰ اگر .٣

را ثابت نقطه از ξ(t)ͷکوچ انحراف ͷی باشد. خودگردان معادله ثابت نقطه c فرضکنید برهان.

و x(t) = c+ ξ(t) لذا بͽیرید، نظر در

ξ̇ = ẋ = X(x) = X(c+ ξ).

به�عبارت ،c حول X تیلور بسط محاسبه با

ξ̇ = X(c) + ξ
dX

dx
(c) +

ξ۲

۲

d۲X

dx۲
(c) + · · ·


