


 



 

 دانشکده علوم ریاضی
 گروه ریاضی کاربردي

 
نامه کارشناسی ارشد پایان  

 رشته ریاضی کاربردي، گرایش آنالیز عددي
 

هاي برنشتاین و کاربرد آنها در حل عددي  اي انتگرال چندجمله
 معادلات تابعی

 
:استادان راهنما  

 دکتر محمد شفیع دهاقین و دکتر قاسم برید لقمانی
:پژوهشگر  

وطنیهمیثم   
١٣٩١مھر   



ابتارات مطالعات، نتاي; بر مترتب مادي حقوق کليه
نامه پايان اين موضوع تحقيق از ͳناش نوآوري�هاي و

است. شهرکرد دانشΎاه به متعلق



মࡑشوओودشان،భاଌنໆردଌୃنروزگارانනرଌن௵نا॥ت، ଘپاسعاهໆرشاروඟ໋مایاঃید
ඟاید، ଘپاسقࢋیБЗرঝشان،່یادرسا॥توໆرඟ໋دایوୃسসభناشان९ଘجاࠥتਗی໋�

وଘپاساশثاروख़࡛ࢴت�یਟی�భࡂشان،່ච໋ଽوইشਖ৶ی�ند،
اଌنहख़ࢤوଐراଘما৮،୍ସభدرБЗرদواروঙࢡඥرඟ໋اقدرمৎقدمਗی�࣒م.

آ



اونچૢهฬودانبൎندیکاࣹساسرا،ॻ༚భࢋکلاਗیاز౼ࣁسಧ࣡ࡶسباࣆ࣊ه�یग़࠳ઍومیاس،ଘرویࣵࡔمඋیدیک
ਗଧୀی�ر୍موآنراঀଘࢩه�یૡঙه�یواબଡࡱت�یاଌنਠඇ౷یਟی�اষھاଘآণتانষیو່یدل�یزلالগدਗଢی�࣒م:

ای୍دانپاکوراণپاسਗی�দوم،
ଘحࢇ࢟تਟی�اষھاশࢌජ໑ایاریඟ໊دی،

وଘرॐࢡࢵت࢟ت�শࢌراୀૼن৳مامඟ໊دی،
داিشوع࢙ࢡشانرا หھادی৩مকرراໆیتاداণوا ඟ໊دیଽభحال௵ی�امඅند خاৗواده�ایऒوبଘૼنࠝطا

ਟی�ریاభا౻ංیارمبఴذار৯د.
ऒୀودلازمਗی�داৣمازدوণ࣎معਚیاୀاਖ࣓ঘیوૡঙهସ୍ایगభࢨتໆଘراجامرسا৯دناଌنहख़ࢤوජ໑ଐایاری৶ࢤود৯د،
दدردای৶مام.ජ໑اࢋदدردایوণپاسऒودرااززॐماتਟی�భغاণتادانراঘ࣒مایБЗرদوارمপنابآ༚یدනرख़مدॲࣣع
اীشان،اଌنहख़ࢤوଘଐاجام دونراঘ࣒ماਪی�یارز৯ده� دنوপنابآ༚یدනر३༚مୀیدॹمایاୀازਗی�৶مام،੪ऩعاً

ਖ৶ی�رণید.ঙࢠൾنازୀاభاৣمدیوख़ࡏ૮نوऒواଽاৣمଘخاী�ਝජໍشانلพ়ࢁඟرادارم.
باآرزویड़وनࡺࢹتୀای৳مامସ୍ان

ඇඖ࣐مو౹ดه
۱۳۹۱ෙय़

ب



چͺيده

چͺيده
قرار بررسͬ مورد را آنها خواص و کرده تعریف را برنشتاین چندجمله�ای�های ابتدا نامه پایان این در
دوم نوع فردهلم انتͽرال معادلات عددی حل به چندجمله�ای�ها این از استفاده با سپس مͬ�دهیم.
دوم و اول نوع ولترای انتͽرال معادلات حل برای را برنشتاین چندجمله�ای�های ادامه در مͬ�پردازیم.
برنشتاین چندجمله�ای�های از استفاده با را زوج مرتبه دیفرانسیل معادلات سرانجام مͬ�بریم. کار به
آمده دست به نتایج مͬ�توان عددی مثال�های بیان با مذکور حالت�های از ͷی هر در و مͬ�کنیم حل

نمود. مشاهده را برنشتاین چندجمله�ای�های کارگیری به از حاصل

.45F05 ،45B05 :٢٠١٠ ریاضͬ موضوعͬ بندی رده

معادلات دوم، نوع فردهلم انتͽرال معادلات برنشتاین، چندجمله�ای�های : کلیدی کلمات
زوج. مرتبه دیفرانسیل معادلات دوم، نوع ولترای انتͽرال معادلات اول، نوع ولترای انتͽرال
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مقدمه

ایفا شیمͬ و بیولوژی ،ͷفیزی ویژه به پایه علوم و مهندسͬ علوم در مهمͬ نقش انتͽرال معادلات
صورت معادلات این حل جهت کارآمد روش�های ارائه برای زیادی مطالعات همچنین مͬ�کنند.
توجه با و شده ظاهر گوناگون شͺل�های در معادلات این .[٢٢] ،[٢١] ،[١٣] ،[٢] است گرفته
مͬ�شوند. طبقه�بندی متفاوتͬ کلاس�های در تحقیقات توسعه راستای در آنها حل پیچیدگͬ�های به
در آن�ها حل روش�های و انتͽرالͬ معادلات برای جامعͬ طبقه�بندی [٢٠] پولیانین راهنمای کتاب
حل قدیمͬ روش�های شامل بیشتر مرجع این اینͺه به توجه با اما مͬ�دهد، قرار علاقه�مندان اختیار
،[۴] ،[١] نیست کافͬ وجه هیچ به جدیدتر تحقیقات به دستیابͬ برای لذا است، معادلات این

.[١۴] ،[۵] ،[٣]
مانند نظری علوم یا نجوم زیست�شناسͬ، شیمͬ، ،ͷفیزی قبیل از طبیعت در چه پدیده�ای هر در
حاکم قوانین مطابق که دارند وجود مختلفͬ پارامترهای غیره و روانشناسͬ مدیریت، جامعه�شناسͬ،
معادله و است معادله ͷی ریاضͬ، زبان به ارتباط این بیان دارند. ارتباط یͺدیͽر با پدیده آن بر
مطالعه مستقل متغیر چند یا ͷی به نسبت تابع ͷی تغییرات آهن آن در که پدیده�ای از حاصل
این باشد داشته ͬͽبست مستقل متغیر ͷی به فقط تابع اگر است. دیفرانسیل معادله ͷی مͬ�شود،
باشد، ͬͺی از بیش مستقل متغیرهای تعداد اگر و بود خواهد معمولͬ دیفرانسیل معادله ͷی معادله

.[١٨] ،[٧] آمد. خواهد پدید جزیͬ دیفرانسیل معادله ͷی
در اکثرا چندجمله�ای�ها این مͬ�کنند. ایفا ریاضͬ در را موثری نقش برنشتاین چندجمله�ای�های
این کامپیوتری گرافی�ͷهای ظهور با .[٧] دارند کاربرد تقریب نظریه و دیفرانسیل معادلات حل
منحنͬ�های از خواصبسیاری .[١٠] یافتند فراوانͬ اهمیت بزیه منحنͬ�های رسم در چندجمله�ای�های
ای�های چندجمله که آنجایͬ از مͬ�باشد. برنشتاین چندجمله�ای�های خواص از ناشͬ رویه�ها و بزیه
پایه ͷی فرم به لذا هستند، انتͽرال�پذیر هم و مشتق�پذیر هم برنشتاین چندجمله�ای�های مانند قطعه�ای
آنها مجموع و مثبت چندجمله�ای�ها این علاوه به .[١۶] مͬ�شوند تعریف متناهͬ بازه روی کامل

مͬ�شود. استفاده دوم مرتبه غیرخطͬ و خطͬ دیفرانسیل معادلات حل برای آنها از و است ͷی



نمادها فهرست
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١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف

انتͽرال معادلات پیدایش ١.١

هر بود، شده پیشنهاد ١٨٨٨ سال در ٢ ریموند دوبویس- توسط انتͽرال معادله نام ١ بوچر نظر به بنا
تا ١٨٢٣ سال�های بین خود رساله در آبل است. منسوب ٣ آبل به انتͽرال معادله پیدایش اولین چند

شͺل به معادلاتͬ روی مطالعه مشغول ١٨٢۶
f(x) =

∫ x

a
(t− a)−αg(t)dt ٠ < α < ١

به بنا همچنین مͬ�کرد. صدق f(a) = ٠ شرط در و بوده معلوم و پیوسته تابعͬ f آن در که بود،
روی مطالعه حال در که برمͬ�گردد ١٧٨٢ سال در ۴ لاپلاس به انتͽرال معادله پیدایش دیͽر، روایتͬ

صورت به انتͽرالͬ معادله سال همان در وی بود. آنها معͺوس و لاپلاس تبدیلات
F (x) =

∫ ∞

٠
e−xtf(t)dt

مفهوم ۵ فوریه ١٨٢٠ سال در مͬ�رفت. کار به دیفرانسیل معادلات حل برای که نمود معرفͬ را
مͬ�شود. منجر انتͽرال معادله حل به فوریه معͺوس تبدیل یافتن که کرد مطرح را فوریه تبدیلات

شͺل به معادله�ای به بعد سال دو وی

f(x) =

√
٢
π

∫ ∞

٠
sin(xy)g(y)dy

معادله مطالعه با ١٨٢۶ سال در ۶ پواسون است. انتͽرالͬ معادله نوع از معادله این که رسید
انتͽرال معادله به مغناطیس

g(x) = f(x) +

∫ x

٠
k(x− y)g(y)dy

١Bocher
٢Du Bois-Reymond
٣Abel
۴Laplace
۵Fourier
۶Poisson



۶ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١

این همͽرایͬ شد. معادله این حل به موفق λ پارامتر با توانͬ سری ͷی به g(x) بسط با او رسید.
انتͽرال، معادله توسعه راه در دیͽر مهم گام ͷی و شد اثبات ٧ لیوویل توسط ١٨٣٧ سال در سری

شد. برداشته انتͽرالͬ، معادلات ͷکم به دیفرانسیل معادلات از برخͬ حل ͬͽونͽچ یعنͬ
توسط بار اولین مͬ�رود کار به انتͽرالͬ معادلات برای برای امروزه که دوم و اول نوع اصطلاحات

شͺل�های به لیوویل و آبل معادلات هیلبرت از قبل البته شد. پیشنهاد ٨ هیلبرت
g(y) =

∫ x

a
K(x, y)f(y)dy

f(x) = g(x) +

∫ x

a
K(x, y)f(y)dy

در مهم نمونه�های از دو هر که بود مطرح است مجهول تابعͬ f و معلوم توابعͬ g و K آنها در که
هستند. انتͽرال معادلات

ͷی جواب یافتن با است معادل دیریͺله مسئله جواب یافتن که کرد ثابت ٩ نیومان ١٨٧٠ سال در
معادله ١٨٩۶ سال در ١٠ پوآنͺاره مͬ�گویند. مرزی انتͽرال معادله آن به اصطلاحا که انتͽرالͬ معادله

صورت به انتͽرالͬ
f(x) = u(x) +

∫ x

a
k(x, y)u(y)dy

دیفرانسیل معادله با که کرد معرفͬ را
∇(u) =

∂٢u

∂x٢
+
∂٢u

∂y٢

مطالعاتͬ معادله این جواب به رسیدن برای نوزدهم قرن اواخر در ١١ فردهلم ایوان ͷاری است. معادل
حل برای فردهلم داد. ارائه را انتͽرال معادلات عمومͬ نظریه که بود ١٢ ولترا ویتو این اما داد، انجام
هولمͽر ͷاری توسط سمیناری ارائه از بعد کرد. استفاده دوم نوع انتͽرال معادلات از دیریͺله مسئله
حل به موفق او و شد علاقه�مند انتͽرال معادله به هیلبرت فردهلم، کارهای روی ١٩٠١ سال در ١٣

ͬͺی گردید. انتͽرال معادلات از استفاده با علوم سایر و ͷفیزی و ریاضیات در معادلات از بسیاری
انتͽرال معادله صورت به مرزی مقدار دیفرانسیل معادلات فرموله�کردن هیلبرت مهم کارهای از
ویل هرمن توسط انتͽرال معادله جواب روی زیادی تحقیقات اخیر قرن دوم نیمه اوایل در است.
معادلات حل عددی روش�های روی بر مطالعات بیشتر اخیر سال�های در است. گرفته صورت ١۴

است. شده متمرکز انتͽرال
٧Lhouvill
٨Hilbert
٩Neumann
١٠Poincare
١١Erik Ivan- Fredholm
١٢Vito-Voltra
١٣Erik Holmger
١۴Hermann Weyl
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انتͽرال معادلات انواع معرفͬ ٢.١

مجهول، تابع ͷی شامل عبارت ͷی از آن از بخشͬ در که است معادله�ای انتͽرال معادله ͷی
است. شده اشاره انتͽرال معادلات از نمونه�هایͬ به زیر مثال در مͬ�شود. انتͽرال�گیری

معلوم�اند. توابع سایر و مجهول y(t) تابع زیر انتͽرال معادلات در .١.٢.١ مثال

f(x) =

∫ b

a
k(x, t)y(t)dt a ≤ x ≤ b (١.١)

y(x) = f(x) +

∫ b

a
k(x, t)y(t)dt a ≤ x ≤ b (٢.١)

y(x) =

∫ b

a
k(x, t)y٢(t)dt a ≤ x ≤ b (٣.١)

y(x) =

∫ b

a

∫ b

a
k(x, t, s)y(t)y(s)dtds a ≤ x ≤ b (۴.١)

صورت: به مͬ�توان را (٢.١) و (١.١) معادلات از ͷی هر
L[y(x)] = f(x)

از: عبارتست L عملͽر (١.١) معادله در لذا است. عملͽرخطͬ ͷی L آن در که داد نمایش
L[y(x)] =

∫ b

a
k(x, t)y(t)dt a ≤ x ≤ b (۵.١)

شͺل به L عملͽر (٢.١) معادله در و
L[y(x)] = y(x)−

∫ b

a
k(x, t)y(t)dt a ≤ x ≤ b (۶.١)

معادلات در مͬ�شویم. روبرو ولترا و فردهلم معادلات با انتͽرال، معادلات ͷکلاسی نظریه در است.
معادله لذا است. متغیر انتͽرال�گیری ناحیه ولترا معادلات در و ثابت انتͽرال�گیری ناحیه فردهلم

cy(t) = f(t) + λ

∫ b

a
k(t, s, y(s))ds a ≤ t ≤ b (٧.١)

معادله و فردهلم معادله ͷی

cy(t) = f(t) + λ

∫ t

a
k(t, s, y(s))ds a ≤ t ≤ b (٨.١)

مͬ�باشد. ولترا معادله ͷی
گویند. انتͽرال معادله هسته شده تعریف (s, t) صفحه از a ≤ s, t ≤ b مربع روی که k(t, s, y(s))

نوشته اغلب λ پارامتر است. مجهول تابعͬ y(t) و بوده معلوم f(t) و هسته توابع معادلات این در
در همچنین و پایداری مسائل در مثال عنوان به و خاص نظری تحقیقات برخͬ در ولͬ نمͬ�شود
با ارتباط در ویل هرمن توسط تحقیقاتͬ اخیرا است. برخوردار خاصͬ اهمیت از ویژه مقدار مسائل
است. گرفته صورت باشد، داشته جواب مͬ�تواند انتͽرال معادله λ از مقادیری چه ازای به اینͺه

مسائل به مربوط کلͬ طور به فردهلم و ولترا انتͽرال معادلات یعنͬ انتͽرال، معادلات نوع دو این
با متغیرند انتͽرال�گیری بالایͬ حد دارای که ولترا معادلات لذا مرزی�اند. مقدار و اولیه مقدار
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به که روش�هایͬ با بیشتر فردهلم انتͽرال معادلات که حالͬ در مͬ�شوند حل چندگامͬ روش�های
حل�اند. قابل مͬ�شود، منجر جبری معادلات دستͽاه تقریبͬ حل

انتͽرال معادلات هسته ٣.١

برای را روشͬ هسته، نوع و شͺل به توجه با مͬ�توان، انتͽرال معادلات عددی حل روش�های در
هسته�ها از خاص حالت چند به زیر در برساند. مسئله جواب به تر سریع را ما که کرد انتخاب حل

مͬ�کنیم. اشاره
متقارن هسته با را معادله کند، صدق k(s, t) = k(t, s) رابطه در خطͬ انتͽرال معادله ͷی هسته اگر •

مͬ�کند. ایفا کلیدی نقش فردهلم انتͽرال معادلات نظریه در خاصیت این گوییم. ١۵

را هسته باشد، k(t, s) = k(a + b − t, a + b − s) شͺل به خطͬ انتͽرال معادله ͷی هسته اگر •
گوییم. ١۶ تقارن مرکز دارای

گوییم. پیچشͬ را انتͽرال معادله آنͽاه ، k(t, s, y(s)) = f(t− s)g(s, y(s)) اگر •
صورت به هسته فردهلم، انتͽرال معادله در اگر •

k(t, s, y(s)) = k١(t, s, y(s)) a ≤ s ≤ t

k(t, s, y(s)) = k٢(t, s, y(s)) t ≤ s ≤ b

باشند، ناپیوسته احتمالا s به نسبت آن مشتق یا k طوریͺه به باشند رفتار خوش k٢ و k١ و باشد
گوییم. دوبخشͬ را هسته این آنͽاه

بعدی ͷی انتͽرال معادلات ۴.١

علامت زیر u(x) مجهول تابع آن در که است معادله�ای انتͽرال معادله شد گفته که طور همان
صورت به u(x) مجهول تابع حسب بر انتͽرال معادله ͷی از نمونه�ای دارد. قرار انتͽرال

u(x) = f(x) +

∫ β(x)

α(x)
K(x, t)u(t)dt. (٩.١)

K(x, t) انتͽرال�اند. حدود β(x) و α(x) و مͬ�شود نامیده انتͽرال معادله ,K(xهسته t) آن در که است
هستند. معلوم قبل از هم f(x) تابع و

درباره زیر مثال در مͬ�کند. صدق (٩.١) رابطه در که است u(x) یعنͬ مجهول تابع تعیین ما هدف
کرد. خواهیم بحث انتͽرال معادله ͷی به اولیه مقدار مسئله ͷی تبدیل نحوه

اولیه مقدار مسئله
u′(x) = ٢xu(x) x ⩾ ٠ (١٠.١)

١۵Symmetry
١۶Symmetry Center
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اولیه شرط با
u(٠) = ١ (١١.١)

حل متغیرها کردن جدا ایده بردن کار به با سادگͬ به مͬ�توان را (١٠.١) معادله مͬ�گیریم. نظر در را
صورت به آن شرط به توجه با دیفرانسیل معادله این جواب کرد.

u(x) = ex
٢ (١٢.١)

داشت: خواهیم بͽیریم انتͽرال x تا ٠ از t به نسبت (١٠.١) رابطه طرفین از اگر اما بود. ∫خواهد x

٠
u′(t)dt =

∫ x

٠
٢tu(t)dt (١٣.١)

رابطه اولیه شرط به توجه با که
u(x) = ١+

∫ x

٠
٢tu(t)dt (١۴.١)

انتͽرال معادله ͷی (١۴.١) که دریافت مͬ�توان (١۴.١) و (٩.١) روابط مقایسه با مͬ�شود. نتیجه
است. f(x) = ١ تابع و K(x, t) = ٢t هسته با

معادلات در انتͽرال علامت زیر که است u(x) مجهول تابع تعیین ما اصلͬ هدف که همان�طور
انتͽرال معادلات به مͬ�کند. صدق شده داده انتͽرال معادله در و شده ظاهر (١۴.١) و (٩.١)
خطͬ انتͽرال علامت زیر u(x) مجهول تابع زیرا مͬ�گویند خطͬ انتͽرال معادلات (١۴.١) و (٩.١)
یا u٢(x) نظیر غیرخطͬ توابعͬ با انتͽرال علامت زیر u(x) تابع اگر اما دارد، ͷی توان یعنͬ است

گویند. غیرخطͬ را انتͽرال معادله آنͽاه شود، تعویض غیره و eu(x) یا cosu(x)

فردهلم خطͬ انتͽرال معادلات ۵.١

به انتͽرال�گیری بالای حد و پایین حد آنها در که فردهلم، خطͬ انتͽرال معادلات استاندارد شͺل
صورت به اند b و a ثابت اعداد ترتیب

ϕ(x)u(x) = f(x) + λ

∫ b

a
K(x, t)u(t)dt ٠ ≤ x, t ≤ b (١۵.١)

شده�اند. داده λ پارامتر و f(x) تابع و ،K(x, t) انتͽرال معادله هسته آن در که است
ظاهر خطͬ طور به انتͽرال علامت داخل u(x) مجهول تابع زیرا گویند خطͬ را (١۵.١) معادله
به ϕ(x) انتخاب حسب بر خطͬ فردهلم انتͽرال معادلات است. ͷی u(x) توان یعنͬ است، شده

مͬ�شوند: تقسیم عمده دسته دو
معادله به (١۵.١) معادله آنͽاه ϕ(x) = ٠ اگر الف:

f(x) + λ

∫ b

a
K(x, t)u(t)dt = ٠ (١۶.١)

مͬ�نامند. اول نوع فردهلم انتͽرال معادله را آن که مͬ�شود تبدیل
معادله آنͽاه ϕ(x) = ١ اگر ب:

u(x) = f(x) + λ

∫ b

a
K(x, t)u(t)dt (١٧.١)
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مͬ�گویند. دوم نوع فردهلم انتͽرال معادله آن، به که داشت خواهیم را
بر طرفین تقسیم با (١۵.١) معادله از مͬ�توان را (١٧.١) معادله که است ضروری نͺته این به توجه
به ϕ(x) ̸= ٠ و ϕ(x) = ٠ شروط از فوق حالت دو بنابراین آورد. دست به ϕ(x) ̸= ٠ شرط با ϕ(x)

مͬ�آیند. دست

ولترا خطͬ انتͽرال معادلات ۶.١

انتͽرال�گیری پایین و بالا حدود آنها در که معادلاتͬ یعنͬ ولترا، خطͬ انتͽرال معادلات استاندارد شͺل
صورت به مͬ�شود، ظاهر x از تابعͬ صورت به

ϕ(x)u(x) = f(x) + λ

∫ x

a
K(x, t)u(t)dt (١٨.١)

مͬ�باشد. خطͬ صورت به انتͽرال علامت داخل در u(x) مجهول تابع آن در که است،
نظر در فردهلم انتͽرال معادلات خاص حالت ͷی عنوان به مͬ�توان را (١٨.١) که کرد توجه باید
ولترا انتͽرال معادلات شود. فرض صفر x ∈ [a, b] و t > x برای K(x, t) هسته طوریͺه به گرفت

کرد. تقسیم گروه دو به ϕ(x) مقدار به توجه با مͬ�توان را
صورت به (١٨.١) معادله آنͽاه ϕ(x) = ٠ اگر الف:

f(x) + λ

∫ x

a
K(x, t)u(t)dt = ٠ (١٩.١)

مͬ�گویند. اول نوع ولترای انتͽرال معادله آن به که مͬ�شود تبدیل
شͺل به (١٨.١) معادله آنͽاه ϕ(x) = ١ اگر ب:

u(x) = f(x) + λ

∫ x

a
K(x, t)u(t)dt (٢٠.١)

مͬ�نامند. دوم نوع ولترای انتͽرال معادله را آن که آمد خواهد در
داشت: خواهیم را زیر نتایج (٢٠.١) تا (١۵.١) معادلات به توجه با

ولترا) و فردهلم معادلات ١(ساختار نتیجه
داخل در خطͬ طور به تنها u(x) مجهول تابع اول نوع خطͬ فردهلم و ولترا انتͽرال معادلات در
مجهول تابع دوم، نوع خطͬ فردهلم و ولترا انتͽرال معادلات در اما مͬ�شود، ظاهر انتͽرال علامت

مͬ�شود. ظاهر خطͬ صورت به انتͽرال علامت از خارج در هم و انتͽرال علامت داخل در هم
انتͽرال�گیری) ٢(حدود نتیجه

اما مͬ�شود، انجام ثابت حدود با متناهͬ فاصله ͷی روی انتͽرال�گیری فردهلم، انتͽرال معادلات در
انتͽرال�گیری بالای حد معمولا و انتͽرال�گیری بازه حدود از ͬͺی حداقل ولترا انتͽرال معادلات در

است. متغیر
انتͽرال) معادلات ظهور (منشا ٣ نتیجه

البته مͬ�شوند. ظاهر بیولوژی و شیمͬ ،ͷفیزی مهندسͬ، مسائل از بسیاری در انتͽرال معادلات
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اگر که طوری به مͬ�روند، کار به هم دیفرانسیل معادلات جواب نمایش عنوان به انتͽرال معادلات
ظاهر که انتͽرالͬ معادله آنͽاه باشد، مرزی مقدار مساله ͷی صورت به نظر مورد دیفرانسیل معادله
اولیه مقدار مساله ͷی قالب در نظر مورد دیفرانسیل معادله اگر و بود خواهد فردهلم نوع از مͬ�شود

بود. خواهد ولترا انتͽرال معادله ͷی حاصل معادله آنͽاه باشد،
مختلفͬ ایده�های و تͺنی�ͷها مͬ�شود، حاصل مساله�ای نوع چه از انتͽرال معادله اینͺه حسب بر

مͬ�گیرد. قرار استفاده مورد انتͽرال معادله جواب تعیین برای
خطͬ) (خاصیت ۴ نتیجه

صورت به انتͽرال علامت داخل در فردهلم و ولترا انتͽرال معادلات در u(x) مجهول تابع تاکنون
F (u(x)) مانند u(x)حسب بر غیرخطͬ عبارتͬ انتͽرال، علامت داخل در اگر مͬ�شد. ظاهر ͷی توان
معادلات از مثال�هایͬ داشت. خواهیم را ولترا و فردهلم غیرخطͬ انتͽرال معادلات آنͽاه گیرد، قرار

صورت به غیرخطͬ انتͽرال

u(x) = f(x) + λ

∫ x

a
K(x, t)u٢(t)dt

u(x) = f(x) + λ

∫ x

a
K(x, t)eu(t)dt

u(x) = f(x) + λ

∫ ١

٠
K(x, t) sin(u(t))dt

u(t) جای به (٩.١) معادله با مقایسه در فوق روابط در مͬ�کنیم مشاهده که طور همان بود. خواهند
است. شده آورده sin(u(t)) و eu(t) و u٢(t) ترتیب به

بودن) همͽن (خاصیت نͺته
شرط (٢٠.١) دوم نوع ولترای انتͽرال معادله و (١٧.١) دوم نوع فردهلم انتͽرال معادله در اگر
این غیر در مͬ�نامند، همͽن انتͽرال معادله ͷی را حاصل معادله آنͽاه باشد، برقرار f(x) = ٠

مͬ�گویند. همͽن غیر انتͽرال معادله ͷی را نظر مورد معادله صورت
انتͽرال) معادله (رفتارتͺین ۵ نتیجه

بازه دیͽر عبارت به باشد. مجازی انتͽرال�گیری اگر مͬ�نامند (تͺین) منفرد را انتͽرال معادله ͷی
باشد. بͬ�کران موردنظر بازه از نقطه چند یا ͷی در معادله هسته اینͺه یا باشد نامتناهͬ انتͽرال�گیری

انتͽرال معادله ͷی جواب ٧.١

کند. صدق شده داده معادله در که است تابعͬ انتͽرال�گیری، بازه روی انتͽرال معادله جواب ͷی
کنید. توجه زیر مثال�های به رابطه این در

ولترای انتͽرال معادله از جواب ͷی u(x) = ex تابع .١.٧.١ مثال
u(x) = ١+

∫ x

٠
u(t)dt (٢١.١)
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به (LHS) معادله چپ طرف ، (RHS) معادله راست طرف در u(x) = ex جایͽذاری با زیرا است،
مͬ�آید: دست به زیر صورت

RHS = ١+

∫ x

٠
etdt

= ١+ et |x٠

= ex = u(x) = LHS.

فردهلم انتͽرال معادله از جوابͬ u(x) = x تابع .٢.٧.١ مثال

u(x) =
۵
۶x− ١

٩ +
١
٣

∫ ١

٠
(x+ t)u(t)dt (٢٢.١)

داریم: u(x) = x جایͽذاری با زیرا است،

RHS =
۵
۶x− ١

٩ +
١
٣

∫ ١

٠
(x+ t)u(t)dt

=
۵
۶x− ١

٩ +
١
٣ [
xt٢

٢ +
t٣

٣ ]|١٠

= x = u(x) = LHS.

آبل مساله ٨.١

در نامعلوم، هموار منحنͬ ͷی طول در پایین سمت به که را ذره ͷی حرکت ١٨٢٣ سال در آبل
آن بر فرض مسئله این در کرد. مطالعه را مͬ�شد، لغزیده جاذبه نیروی تأثیر تحت قائم، صفحه ͷی
سمت به مجهول منحنͬ طول در ، x ارتفاع با P نظیر نقطه ͷی در سͺون حالت از ذره که است
زمان کل شود. لغزیده است، صفر آن عمودی فاصله که O نقطه نظیر منحنͬ روی نقطه ترین پایین
به چون و است شده داده T یعنͬ منحنͬ روی نقطه پایین�ترین به نقطه مرتفع�ترین از ذره لغزیدن

صورت به را آن مͬ�توان دارد، ͬͽبست x ارتفاع
T = h(x) (٢٣.١)

سرعت لذا باشد. داشته S با برابر طولͬ O و P نقاط بین حرکت منحنͬ که کنید فرض داد. نشان
رابطه وسیله�ی به O و P بین منحنͬ روی Q نظیر نقطه ͷی در
ds

dT
= −

√
٢g(x− t) (٢۴.١)

شتاب g و مͬ�کند تعریف را Q نقطه عمودی فاصله که است متغیری t آن در که مͬ�شود مشخص
داشت: خواهیم (٢۴.١) رابطه طرف دو از انتͽرال�گیری با مͬ�کند. مشخص را جاذبه

T = −
∫ P

O

ds√
٢g(x− t)

.

دادن: قرار با
ds = u(t)dt



١٣ آبل مساله ٨.١

صورت به لغزنده ذره حرکت معادله (٢٣.١) از استفاده همچنین و
f(x) =

∫ x

٠

١√
x− tu(t)dt

(٢۵.١)

به و دارد x ارتفاع به ͬͽبست آن مقدار و است معلوم تابع ͷی f(x) که کنید توجه مͬ�آید. دست به
صورت

f(x) =
√
٢gh(x)

سمت به آن روی نقطه بالاترین از لغزیدن زمان h(x) و جاذبه ثابت g آن در که مͬ�شود مشخص
علامت داخل در u(x) مجهول تابع تعیین آبل مسأله اصلͬ هدف است. منحنͬ روی نقطه ترین پایین

مͬ�کند. مشخص را فوق منحنͬ معادله که است انتͽرال
در K(x, t) هسته علاوه به دارد. شهرت هم اول نوع ولترای انتͽرال معادله به آبل انتͽرال معادله

صورت به (٢۵.١) معادله
K(x, t) =

١√
x− t

میل K(x, t) → ∞ آنͽاه t→ x اگر زیرا است، منفرد فوق هسته که مͬ�دهد نشان رابطه این است.
مسأله حل برای مناسب فرمول ͷی تعیین برای تنها را لاپلاس تبدیلات مطالب این ادامه در مͬ�کند.
تبدیلات نظر، مورد روش در که کرد توجه باید مͬ�گیریم. کار به (٢۵.١) انتͽرال معادله یعنͬ آبل

نمͬ�بریم. کار به منفرد انتͽرال معادلات با شدن مواجه برای را لاپلاس
رابطه (٢۵.١) انتͽرال معادله طرفین بر لاپلاس تبدیل اعمال با

L(x)] = L[u(x)]L[x−
١
٢ ] = L[u(x)]

Γ(١٢)

z
١
٢

(٢۶.١)

تعریف بخش، همین انتهای در است. شده داده نشان Γ نماد با گاما تابع آن در که مͬ�شود نتیجه
است. شده آورده یادآوری جهت آن با متناظر روابط برخͬ و گاما تابع

به قبل معادله�ی Γ(١٢) =
√
π اینͺه به توجه با

L[u(x)] = z
١
٢

√
π
L[f(x)]

صورت به را آن مͬ�توان که مͬ�شود تبدیل
L[u(x)] = z

π
(
√
πz−

١
٢L[f(x)]) (٢٧.١)

دادن: قرار با نوشت.
h(x) =

∫ x

٠
(x− t)−

١
٢ f(t)dt

داشت: خواهیم (٢٧.١) رابطه در
L[u(x)] = z

π
L[h(x)]

رابطه به توجه با که
L[h′(x)] = zL[h(x)]


