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ام خانواده



ণپاسࢂචاری

سایۀ در تا کرد عطا من به که نعمتهایی این خاطر به بزرگ خدای از مͬ�کنم سپاسͽزاری

این در که کنم مͬ تشͺر عزیزم خانوادۀ از برسانم. پایان به را تحصیلͬ مقطع این آن

کردند. یاری تحصیل مدّت این تمام در را من و بود سرم بالای الطافش سایۀ مدت

پایان این مراحل طول در که ابطحͬ مرتضͬ دکتر آقای عزیزم راهنمای استاد از همچنین

به تقوی علͬ سیˁد دکتر آقای عزیزم مشاور استاد کنم.از مͬ تشͺر کردند همراهͬ مرا نامه

غلامرضا دکتر آقایان داور محترم اساتید کنم.از مͬ تشͺر کردند من به که ͬͺکم خاطر

وهمچنین کنم مͬ تشͺر نامه پایان این داوری خاطر به رمضانپور محمد ودکتر عباسپور

کنم. مͬ تشͺر کردند همراهͬ نامه پایان کار در مرا که دوستانͬ کلیه از



چͺیده

پذیر میانگین شبه باناخ جبرهای

وسیله�ی: به
وند هاشم داود

که باناخ جبرهای تقریبی پذیری میانگین و باناخ جبرهای پذیری میانگین شبه مفاهیم بررسͬ به نامه پایان این در

که شود مͬ داده پردازیم.نشان مͬ گردید معرفͬ ٢٠٠٨ سال در لوی و ژانگ قهرمانͬ، توسˁط مشترک کار ͷی در

با آزاد گروه روی فوریه جبر بعلاوه و است کراندار تقریبی واحد دارای کراندار پذیر انقباض تقریباً باناخ جبر هر

ارائه است گروه نیم ͷی S که ℓ
١
(S) جبرهای از مثالهایی نیست.بعلاوه عملͽری پذیر میانگین تقریباً مولد، دو

که شود مͬ داده نشان مثالها این از استفاده نیستند.با پذیر میانگین امˁا هستند پذیر میانگین تقریباً که شود مͬ

دربارۀ نتایجͬ خره بلا دهد.و نمͬ نتیجه را ای دنباله پذیری میانگین تقریباً لزوماً کراندار پذیری انقباض تقریباً

شود. مͬ ارائه فشرده موضعاً گروههای روی سͽال جبرهای

قطر پذیر، میانگین تقریباً باناخ جبر پذیر، میانگین شبه باناخ جبر پذیر، میانگین باناخ جبر کلیدی: های واژه

سͽال. جبر فوریه، جبر تقریبی، همانͬ تقریبی،

د
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١ فصل

اولیه مقدمات تعاریفو

کنیم.اثباتهای مͬ ارائه را داریم نیاز آنها به کار ادامه برای که مقدماتͬ وقضایای تعاریف فصل این در

صرفنظر اثباتآنها از استولذا آمده مربوطه مراجع نیستودر تکنیͺهایخاصͬ نیازمند معمولا˟ قضایا

شده گرفته [٣٠]،[٢٨]،[٢٧]،[٢٢]،[١٣]،[١٢]،[۶]،[۵]،[۴] مراجع از فصل این میͺنیم.مطالب

است.

تابعͬ آنالیز از مقدماتͬ ١-١

باشد. زیر شرایط دارای C×X −→ X نگاشت و آبلͬ گروه ͷیX کنیم فرض .١.١.١ تعریف

α, β ∈ C, x ∈ X α)؛ + β)x = αx+ βx (١)

α ∈ C, x, y ∈ X +α(x؛ y) = αx+ βy (٢)

α, β ∈ C, x ∈ X x(αβ)؛ = α(βx) (٣)

x ∈ X ١x؛ = x (۴)

گوئیم. مختلط برداری فضای را X صورت این در

ͷی را ∥ · ∥ : X −→ R+ نگاشت باشد. مختلط برداری فضای ͷیX کنیم فرض .٢.١.١ تعریف

هرگاه Xگوئیم، روی نرم نیم

x, y ∈ X +x∥؛ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ (١)

١



α ∈ C, x ∈ X ∥α.x∥؛ = |α|∥x∥ (٢)

.x = ٠ آنگاه ∥x∥ = ٠ هرگاه گوئیم نرم را ∥ · ∥ نرم نیم

صورت این در باشد آن روی نرم ͷی ∥.∥ و مختلط برداری فضای X کنیم فرض .٣.١.١ تعریف

d(x, y) = ∥x − y∥ آنگاه باشد، دار نرم فضای ͷی X گوئیم.اگر دار نرم فضای ͷی را (X, ∥.∥)

متر با هرگاه است Xباناخ کند.فضای مͬ تبدیل ͷمتری فضای ͷی به Xرا که Xاست روی متر ͷی

باشد. کامل فضای ͷی d

دوتایی عمل هرگاه گوئیم مختلط جبر Aرا رویCباشد. برداری Aفضای فرضکنیم تعریف١.١.۴.

A× A −→ A

(a, b) 7−→ ab

باشد. زیر شرایط دارای طوریͺه به باشد داشته وجود ضرب نام به

a, b, c ∈ A هر برای a(b+ c) = ab+ ac (١)

a, b, c ∈ A هر برای a(bc) = (ab)c (٢)

a, b, c ∈ A,α ∈ C هر برای α(ab) = (αa)b = a(αb) (٣)

طوری به باشد موجود e ∈ A عنصر گوئیم.اگر جابجائͬ را A آنگاه a, b ∈ A هر برای ab = ba اگر

گوئیم. A همانͬ عنصر را e و گوئیم یͺدار را A آنگاه ea = ae = a که

a, b ∈ A هر برای هرگاه گوئیم جبری نرم ͷی را A جبر روی ∥.∥ نرم .۵.١.١ تعریف

∥ab∥ ≤ ∥a∥∥b∥

گوئیم. نرمدار جبر را (A, ∥.∥)

گوئیم باناخ جبر را A صورت این باشد.در دار نرم جبر ͷی (A, ∥.∥) کنیم فرض .۶.١.١ تعریف

باشد. Aهمͽرا در کشͬ ی دنباله هر یعنͬ شود. کامل فضای ͷی نرم از حاصل ͷمتری به نسبت هرگاه

دهیم مͬ قرار صورت این باشد.در فشرده هاسدورف فضای X کنیم فرض .٧.١.١ مثال

C(X) = {f : X −→ C; است {fپیوسته

٢



جبر ͷی اعمال این با C(X) صورت این کنیم.در مͬ تعریف وار نقطه را C(X) روی جبری اعمال

کنیم. مͬ تعریف یͺنواخت نرم را C(X) روی است.نرم مختلط

∥f∥u = sup{|f(x)|;x ∈ X}

شود. مͬ یͺدار و جابجائͬ باناخ جبر ͷی به تبدیل C(X) نرم این با

عمل L١
(R) = {f : R پذیر →−اندازه C;

∫ +∞
−∞ |f(x)|dx < ∞} کنیم مͬ تعریف .٨.١.١ مثال

کنیم. مͬ تعریف پیچش را L١
(R) روی ضرب

f ⋆ g(x) =

∫ +∞

−∞
f(x− y)g(y) dx

کنیم: مͬ تعریف زیر صورت به را کنیم.ونرم مͬ تعریف وار نقطه را اسͺالری ضرب و جمع عمل

∥f∥١ =

∫ +∞

−∞
|f | dx

گوئیم. R گروه جبر آن به است.که باناخ جبر ͷی فوق نرم و جبری اعمال با L١
(R)صورت این در

X روی را خانواده این باشد. X روی نرمها نیم از ای خانواده {pα}α∈I
کنیم فرض .٩.١.١ تعریف

.pγ (x) ̸= ٠ بطوریͺه باشد داشته وجود γ ∈ Iͷی لااقل ٠ ̸= x ∈ X هر برای هرگاه گوئیم جداساز

Xروی برداری فضای روی کننده جدا نرمهای نیم از ای خانواده {pα}α∈I
فرضکنیم .١٠.١.١ قضیه

باشد. Xمͬ روی محدب موضعاً توپولوژی ͷی ،X روی -توپولوژی (pα)صورت این در باشد. C

[٢٧] مرجع (به شود. مͬ تبدیل محدّب موضعاً ͷتوپولوژی برداری فضای ͷی Xبه توپولوژی این با و

شود) مراجعه

باشد. X روی خطͬ عملͽرهای فضای B(X) و باناخ فضای ͷی X کنیم فرض .١١.١.١ تعریف

بطوریͺه

∥T∥ = sup{∥T (x)∥ : ∥x∥ ≤ ١} <∞

به نقطه را اسͺالری ضرب و جمع اعمال B(X) روی . ∥T∥ <∞ هرگاه گوئیم کراندار را T عملͽر

کنیم. مͬ تعریف ترکیب را ضرب و کنیم مͬ تعریف نقطه

TS = T ◦ S ; S, T ∈ B(X)

داریم صورت این در

∥TS∥ ≤ ∥T∥.∥S∥

٣



نگاشت خانواده f ∈ X
∗ و x ∈ X هر برای است. یͺدار باناخ جبر ͷی بالا اعمال با همراه B(X)

های

px : B(X) −→ R+

; T 7−→ ∥T (x)∥

p
f,x

: B(X) −→ R+

; T 7−→ |f(T (x))|

WOT با را B(X) روی توپولوژی - (p
f,x
)
f∈X

∗
,x∈X

کند. مͬ صدق ١٠.١.١ ی قضیه شرایط در

روی -توپولوژی (px)x∈X
همچنین گوئیم. B(X) روی ضعیف عملͽری توپولوژی را آن و داده نشان

کنید) مراجعه [۴] مرجع .(به گوئیم قوی عملͽری توپولوژی را آن و داده نشان SOT با را B(X)

از است عبارت A برای چپ تقریبی همانͬ ͷباشد.ی باناخ جبر ͷی A کنیم فرض .١٢.١.١ تعریف

بطوریͺه A در (eα) تور ͷی

eα.a −→ a (a ∈ A)

(eα) تور ͷی A برای طرفه دو همانͬ ͷاست.ی تعریف قابل راست تقریبی همانͬ ترتیب همین به

گوییم کراندار را (eα) تقریبی است.همانͬ چپ تقریبی همانͬ هم و راست تقریبی همانͬ هم که است

α هر برای بطوریͺه باشد داشته Mوجود ثابت گاه هر

∥eα∥ ≤M

همریختͬ ͷی را T : A −→ B باشند.نگاشت باناخ جبرهای B و A کنیم فرض .١٣.١.١ تعریف

باشیم داشته b ∈ A و a ∈ A هر برای و باشد خطͬ نگاشت T گاه هر گوییم

T (ab) = T (a)T (b)

گوییم. مختلط همریختͬ ͷی را T صورت این در T ̸= ٠ و B = C اگر

و است پیوسته ϕ آنگاه باشد، A باناخ جبر روی مختلط همریختͬ ͷی ϕ کنیم فرض .١۴.١.١ گزاره

داریم

∥ϕ∥ ≤ ١

ϕ(١) = ١ داریم باشد یͺدار A صورتیͺه در

کنید. مراجعه [١٣] مرجع به اثبات.

است. A∗ یͺه گوی از ای مجموعه زیر مختلط های همریختͬ تمام مجموعه بنابراین

۴



زیر همه باشد.گردایه مختلط های همریختͬ تمام مجموعه m(A) کنیم فرض .١۵.١.١ تعریف

شͺل m(A)به های مجموعه

V (φ; x١, x٢, ..., xn, ϵ١, ϵ٢, ..., ϵn) = {ψ; |φ(xi)− ψ(xi)| ≤ ϵi i = ١,٢, ..., n}

فضای را توپولوژی این m(A)با m(A)است. روی گلفاند١) توپولوژی(توپولوژی برای پایه زیر ͷی

گوییم. A ماکسیمال آل ایده

به ε رابطه ͷی با همراه ∆ یعنͬ باشد. مرتب جزئͬ مجموعه ͷی ∆ کنیم فرض .١۶.١.١ تعریف

γ مانند ∆ از عنصری α, β ∈ ∆ هر برای گاه باشد.هر انعکاسͬ و متقارن متعدی،پاد ε که قسمͬ

گوییم. دار جهت مجموعه ͷی ∆را آنگاه αi ≤ γ (i = ١,٢) بطوریͺه باشد داشته وجود

به دار جهت مجموعه ͷی از تابع ͷی از است عبارت ͷتوپولوژی فضای در تور ͷی .١٧.١.١ تعریف

گاه، هر xα → x دهیم مͬ نشان و گوییم همͽرا x نقطه به را (xα) تور توپولوژیͷ.همچنین فضای

. xγ ∈ U ، γ ≥ i هر برای بطوریͺه باشد داشته وجود i ∈ ∆ ، x شامل U باز ی مجموعه هر برای

و ͷتوپولوژی فضاهای از ای خانواده {Sα} و ناتهͬ ی مجموعه ͷی S کنیم فرض .١٨.١.١ تعریف

ی پایه زیر ی بوسیله شده تولید توپولوژی باشد. ها نگاشت از ای خانواده fα : S −→ Sα∪
α

{f−١

α
(Uα) ; Uα ⊆ Sα {باز

ی مجموعه روی توپولوژی کوچͺترین توپولوژی - fα حقیقت در گوئیم. S روی توپولوژی - fα را

شود) مراجعه [٢٧] مرجع است.(به پیوسته آن در fα هر که است S

ضعیف توپولوژی را X روی -توپولوژی X∗ . باشد باناخ فضای X کنیم فرض .١٩.١.١ تعریف

هر بطوریͺه است X روی توپولوژی کوچͺترین ضعیف توپولوژی دیͽر عبارت به نامیم. مͬ X روی

است. پیوسته آن در X∗ عنصر

باشد. X∗∗ در X متعارف ی نشاننده κ و باناخ فضای ͷی X کنیم فرض .٢٠.١.١ تعریف

κ : X −→ X
∗∗

; x 7−→ x̂ و x̂ : X
∗ −→ C ; f 7−→ f(x)

X
∗ روی ستاره ضعیف توپولوژی را X∗ روی -توپولوژی X̂ ، X̂ = {x̂ : x ∈ X} دهیم مͬ قرار

است. پیوسته آن در x̂ هر که است توپولوژی کوچͺترین آن و نامیم مͬ

١Gel’fand

۵



{Tα : X −→ و باناخ های فضا Y و X کنیم ٢فرض یͺنواخت) کرانداری (اصل .٢١.١.١ قضیه

supα∥Tα(x)∥ < ∞ ، x ∈ X هر برای اگر باشد. کراندار خطͬ های نگاشت از ای خانواده Y }

. supα∥Tα∥ <∞ آنگاه

شود. مراجعه [٢٨] مرجع به اثبات.

توپولوژی با A صورت این در باشد، باناخ جبر ͷی A کنیم ٣فرض (گلدشتاین) .٢٢.١.١ قضیه

است موجود (aν) ∈ A تور a ∈ A
∗∗ هر برای تر دقیق طور به است. چͽال A∗∗ در ستاره ضعیف

ستاره. ضعیف درتوپولوژی aν −→ a و ∥aν∥ ≤ ∥a∥ ،ν هر ازای به که طوری به

شود. مراجعه مرجع[۴] ٨١٨از ی صفحه به اثبات برای اثبات.

باهم باناخ فضاهای در محدب های مجموعه ضعیف بستار و قوی (مازور)۴بستار .٢٣.١.١ قضیه

است. برابر

شود. [۴]مراجعه مرجع از ٨١٨ ی صفحه به اثبات.

ϕ : X×Y −→ Z نگاشت باشد. نرمدار خطͬ فضاهای Z و Y Xو فرضکنیم تعریف١.١.٢۴.

هرگاه گوئیم دوخطͬ نگاشت را

باشد خطͬ y 7−→ ϕ(x, y)نگاشت ، x ∈ X هر برای (الف)

باشد. خطͬ x 7−→ ϕ(x, y)نگاشت y ∈ Y هر برای (ب)

وجود Mی ثابت هرگاه گوئیم کراندار را ϕ : X × Y −→ Z دوخطͬ نگاشت .٢۵.١.١ تعریف

، y ∈ Y هر برای و x ∈ X هر برای بطوریͺه باشد داشته

∥ϕ(x, y)∥ ≤M∥x∥.∥y∥

صورت به را ϕ نرم باشد، کراندار ϕ اگر

∥ϕ∥ = sup{∥ϕ(x, y)∥ ; ∥x∥ ≤ ١ , ∥y∥ ≤ ١}

BL(X, Y ;Z) به Zرا X×Yبه از کراندار و خطͬ نگاشتهایدو تمام ی مجموعه کنیم. تعریفمͬ

دهیم. مͬ نشان

٢Uniform Boundedness Principle
٣Goldstine
۴Mazur

۶



فضای ͷی BL(X, Y ;Z) آنگاه باشند نرمدار و خطͬ فضاهای Z و Y و X اگر .٢۶.١.١ گزاره

باشد. باناخ فضای ͷی Z اگر است باناخ فضا این است. نرمدار خطͬ

شود. مراجعه [١٣] مرجع به اثبات.

برای باشند Y ∗ ∗Xو دوگان فضاهای با نرمدار خطͬ فضاهای Y Xو کنیم فرض .٢٧.١.١ تعریف

دهیم مͬ قرار y ∈ Y و x ∈ X هر

x⊗ y(f, g) = f(x)g(y)

فضای زیر است. BL(X∗
, Y

∗
;C) از عنصری x ⊗ y صورت این در . g ∈ Y

∗ و f ∈ X
∗ که

Y و X جبری تانسوری ضرب حاصل را BL(X∗
, Y

∗
;C) در x ⊗ y تمام ی بوسیله شده تولید

دهیم. مͬ نمایش X ⊗ Y با را آن و نامیده

ضعیف تانسور نرم Xرا ⊗ Y روی BL(X∗
, Y

∗
;C) بوسیله عملͽری القایی نرم .٢٨.١.١ تعریف

u =
∑n

i=١
x

i
⊗ y

i
∈ X هر برای .پس گوئیم

∥u∥w = sup{|
n∑

i=١

f(x
i
)g(y

i
)| ; ∥f∥ ≤ ١ , ∥g∥ ≤ ١}

ضعیف تانسور ضرب را BL(X∗
, Y

∗
;C) در ضعیف تانسور نرم به نسبت X ⊗ Y ی شده کامل

دهیم. مͬ نشان X ⊗w Y با را آن و گوئیم Y Xو

زیر صورت به X ⊗ Y روی را p تابع باشد. نرمدار خطͬ فضاهای Y و X فرض .٢٩.١.١ تعریف

کنیم. مͬ تعریف

p(u) = inf{
n∑

i=١

∥x
i
∥∥y

i
∥ ; u =

n∑
i=١

x
i
⊗ y

i
}.

روی نرم ͷی p تابع شود. مͬ گرفته u متناهͬ نمایشهای ی همه ی مجموعه روی inf آن در که

شود) مراجعه [١٣] مرجع گوئیم.(به تصویری تانسور نرم را آن که است X ⊗ Y

X تصویری تانسور ضرب را تصویری تانسور نرم به نسبت X ⊗ Y ی شده کامل .٣٠.١.١ تعریف

دهیم. مͬ نمایش X⊗̂Y به را آن و گوئیم Y و

از متشͺل BL(X∗
, Y

∗
;C) خطͬ فضای زیر عنوان به توان مͬ را X⊗̂Y فضای .٣١.١.١ گزاره

صورت. این گرفت.در نظر در
∑∞

n=١
∥xn∥∥yn∥ <∞ که u =

∑∞

n=١
xn⊗ yn شͺل به عناصری
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u ∈ X⊗̂Y هر برای

p(u) = inf{
∞∑
i=١

∥x
i
∥∥y

i
∥ ; u =

∞∑
i=١

x
i
⊗ y

i
}

کنید. رجوع [١٣] مرجع به اثبات.

σ : X⊗Y یͺتای→− نگاشتخطͬ ϕ : X×Y −→ Z نگاشتدوخطͬ هر برای .٣٢.١.١ قضیه

. y ∈ Y و x ∈ X هر برای σ(x⊗ y) = ϕ(x, y) بطوریͺه دارد وجود Z

شود. مراجعه [١٣] مرجع به اثبات.

روی تصویری تانسور نرم صورت این در باشند. نرمداری Bجبرهای Aو فرضکنیم .٣٣.١.١ گزاره

است. جبری نرم ͷی A⊗B

A⊗B روی یͺتایی صورتضرب این در باشند. نرمدار Bجبرهای Aو فرضکنیم .٣۴.١.١ گزاره

و کند مͬ تبدیل جبر ͷی به را آن که دارد وجود

(a⊗ b)(c⊗ d) = (ac⊗ bd)

.b, d ∈ B هر برای و a, c ∈ A هر برای

مدول - Aͷی را X باشد. خطͬ فضای ͷی X و نرمدار جبر ͷی A کنیم فرض .٣۵.١.١ تعریف

بطوریͺه، باشد. داشته وجود (a, x) 7−→ a.xی ضابطه A×Xبا −→ X نگاشت هرگاه چپگوئیم

باشد. خطͬ x 7−→ a.xنگاشت ، a ∈ A هر برای (الف)

باشد خطͬ a 7−→ a.xنگاشت ، x ∈ X هر برای (ب)

علاوه و باشد یͺدار A اگر . (ab).x = a.(b.x) باشیم داشته x ∈ X و a, b ∈ A هر برای (ج)

گوئیم. یͺانͬ را X ، e.x = x باشیم داشته x ∈ X هر برای براین

است. تعریف قابل یͺانͬ راست مدول - A و راست مدول - Aترتیب همین به

ثابت هرگاه باشد. A روی چپ مدول - AͷیX و نرمدار جبر ͷی A کنیم فرض .٣۶.١.١ تعریف

، x ∈ X و a ∈ A هر برای بطوریͺه باشد داشته وجود C
X

∥a.x∥ ≤ C
X
∥a∥.∥x∥

ͷیX این بر علاوه اگر Xگوئیم. مدول ثابت را C
X
گوئیم، نرمدار چپ مدول - Aͷی Xرا آنگاه

گوئیم. باناخ چپ مدول - Aͷی را X باشد باناخ فضای

٨



a, b هر برای و باشد راست مدول - Aͷی همچنین و چپ مدول - AͷیX اگر .٣٧.١.١ تعریف

x ∈ X و

a(xb) = (ax)b

هرگاه گوئیم یͺانͬ شبه را X مدول دو - A گوئیم. مدول دو - Aͷی را X آنگاه

X = A.X.A = {a.x.b|a, b ∈ A, x ∈ X}

باناخ راست مدول - A هم و باناخ چپ مدول - A هم هرگاه گوئیم باناخ مدول -دو Aͷی را X و

شود. گفته آن خلاف اینکه مͽر است، مدول دو - Aͷی مدول - A از منظور بعد به این از باشد.

f :M −→ N خطͬ نگاشت باشند. باناخ های مدول -A ،N Mو فرضکنیم تعریف٣٨.١.١.

a ∈ A mو ∈M هر برای براین علاوه و بوده کراندار هرگاه گوئیم باناخ مدولͬ همریختͬ ͷی را

f(a.m) = a.f(m) , f(m.a) = f(m).a

صورت به که π : A⊗̂A −→ A ضرب نگاشت باشد. باناخ جبر ͷی A اگر .٣٩.١.١ مثال

است. مدولͬ همریختͬ ͷی شود مͬ تعریف a⊗ b 7−→ ab

π((a⊗ b).c) = π(a⊗ bc) = abc = π(a⊗ b).c

π(a.(b⊗ c)) = π(ab⊗ c) = abc = a.π(b⊗ c)

∥π(a⊗ b)∥ = ∥ab∥ ≤ ∥a∥.∥b∥ = p(a⊗ b)

به ترتیب به که π∗∗ و π∗ های نگاشت است، A⊗̂A از باناخ مدول زیر - A ͷی ker π بنابراین

اند. مدولͬ های ریختͬ هم نیز شود مͬ تعریف زیر صورت

π
∗
: A

∗ −→ (A⊗̂A)∗ ; π
∗
(f) = f ◦ π , f ∈ A

∗

π
∗∗
: (A⊗̂A)∗∗ −→ A

∗∗
; π

∗∗
(F ) = F ◦ π∗

, F ∈ (A⊗̂A)∗∗

خطͬ باشد.نگاشت باناخ -مدول A ͷی X و باشد باناخ جبر ͷی A کنیم فرض .۴٠.١.١ تعریف

،a, b ∈ A هر برای هرگاه گوئیم اشتقاق ͷی Dرا : A −→ X کراندار

D(ab) = D(a).b+ a.D(b)

اشتقاق را آن که است اشتقاق ͷی adx : x 7−→ ax − xa نگاشت صورت این در x ∈ X اگر

گوئیم. مͬ x با متناظر درونͬ

٩



. کنیم مͬ باشدتعریف باناخ -مدول AͷیX کنیم فرض .۴١.١.١ ملاحظه

(a.f)(x) = f(xa), (f.a)(x) = f(ax), (a ∈ A, x ∈ X, f ∈ X∗)

X(n) توان مͬ مشابه طریق است.به باناخ -مدول A ͷی فوق مدولͬ ضرب با X∗ صورت این در

کرد. تبدیل باناخ -مدول Aͷی به را ( X -ام n ی مرتبه (دوگان

D : A −→ ی پیوسته اشتقاق هر هرگاه گوئیم ضعیف پذیر Aرامیانگین باناخ جبر تعریف۴٢.١.١.

D : A −→ A(n) ی پیوسته اشتقاق هر هرگاه گوئیم ضعیف پذیر -میانگین n را آن باشد.و Aدرونͬ

ضعیف پذیر -میانگین n ، n هر برای گاه هر گوئیم ضعیف پذیر میانگین غالبأ را آن و باشد. درونͬ

کرد. تعریف را ضعیف تقریبی پذیری میانگین توان مͬ تقریبی، پذیری میانگین مشابه باشد.

اشتقاق هر X باناخ -مدول A هر برای هرگاه گوئیم پذیر میانگین را A باناخ جبر .۴٣.١.١ تعریف

باشد. درونͬ D : A −→ X
∗

اشتقاق هر n هر برای هرگاه گوئیم تقریبی ضعیف پذیر میانگین غالبأ Aرا باناخ جبر تعریف١.١.۴۴.

باشد. درونͬ Dتقریبأ : A −→ A(n) ی پیوسته

حقیقͬ آنالیز از مقدماتͬ ١-٢

نیز ͷتوپولوژی فضای ͷیG فرضکنیم، براین علاوه باشد. گروه ͷیG فرضکنیم تعریف١.٢.١.

های نگاشت بطوریͺه باشد

G×G −→ G ; (x, y) 7−→ xy و G −→ G ; x 7−→ x
−١

مͬ کار ͷتوپولوژی گروههای با وقتͬ گوئیم. ͷتوپولوژی گروه ͷی را G صورت این در باشد پیوسته

فضای ͷی عنوان به G گاه هر است. نیز هاسدورف آن توپولوژی که کنیم مͬ فرض معمولا˟ کنیم،

فشرده موضعاً را G گروه صورت این در باشد، نیز فشرده موضعاً فضای ͷی هاسدورف ͷتوپولوژی

گوئیم.

محمل با پیوسته توابع تمام ی مجموعه باشد، فشرده موضعاً گروه ͷی G کنیم فرض .٢.٢.١ تعریف

که طوری به G روی f پیوسته توابع تمام ی مجموعه و دهیم مͬ نشان C٠٠(G) با را G روی فشرده

بطوریͺه باشد داشته Kوجود ⊆ G فشرده ی مجموعه زیر ͷی ε > ٠ هر برای

|f(x)| ≤ ε , x ∈ G \K هر برای

١٠



این در ∥f∥u = sup
x∈G

|f(x)| دهیم مͬ قرار f ∈ C٠(G) هر برای دهیم. مͬ نشان C٠(G) با را

است. آن چͽال فضای زیر C٠٠(G) و باناخ جبر ͷی (C٠(G), ∥ . ∥u)صورت

Xباشد های مجموعه زیر از گردایه ͷیM و ناتهͬ ی مجموعه ͷیX کنیم فرض .٣.٢.١ تعریف

جبر - σ ͷی صورتMرا این در ،
∪∞

i=١
E

i
∈ M آنگاه . {E

i
}∞

i=١
⊆ M و ∅ ∈ M بطوریͺه

پذیر اندازه ی مجموعه ͷی را A ∈ M هر و پذیر اندازه فضای ͷی را (X,M) گوئیم. X روی

گوئیم.

µ : تابع باشد. آن روی جبر - σ ͷی M و پذیر اندازه فضای ͷی X کنیم فرض .۴.٢.١ تعریف

هرگاه Xگوئیم روی اندازه ͷی Mرا −→ [٠,∞]

µ(∅) = ٠ (١)

باشیم داشته باشد، X در هم از جدا پذیر اندازه های زیرمجموعه E١ , E٢ , E٣ , ... اگر (٢)

µ(

∞∪
i=١

E
i
) =

∞∑
i=١

µ(E
i
)

گوئیم. اندازه فضای ͷی را (X,M, µ) تایی سه

Xباشد. های مجموعه زیر از گردایه ͷی E ⊆ P(X) و Xیͷمجموعه فرضکنیم تعریف٢.١.۵.

است تعریفخوشتعریف این گوئیم. E ی بوسیله شده تولید جبر - σ را E شامل جبر - σ کوچͺترین

. (P(X)) دارد وجود جبرها - σ از ͬͺی لااقل زیرا

شده تولید جبر - σ صورت این در باشد. ͷتوپولوژی فضای ͷی X کنیم مͬ فرض .۶.٢.١ تعریف

فضای برل های مجموعه جبر - σ را آن و داده نشان B(X) با را X باز های مجموعه ی بوسیله

گوئیم. برل ی مجموعه ͷی را B(X) عضو هر گوئیم. X ͷتوپولوژی

جبر - σ بورل دامنه با X روی اندازه ͷی µ و ͷتوپولوژی فضای ͷی X کنیم فرض .٧.٢.١ تعریف

گوئیم. برل ی اندازه ͷی را µصورت این در باشد. برل های عه مجمو

را µصورت این در E ∈ B(X) و باشد. X روی بورل ی اندازه ͷی µ کنیم فرض .٨.٢.١ تعریف

هرگاه گوئیم خارجͬ منظم E روی

µ(E) = inf{µ(U) ; U ⊇ E , است باز U}

١١



هرگاه گوئیم داخلͬ منظم E روی را µ و

µ(E) = sup{µ(K) ; K ⊆ E , است {Kفشرده

باشد. خارجͬ منظم هم و باشد داخلͬ منظم هم E روی هرگاه گوئیم منظم E روی را آن و

ی اندازه ͷی را µ باشد. X ͷتوپولوژی فضای روی بورل اندازه ͷی µ کنیم فرض .٩.٢.١ تعریف

باشد. منظم X از برل ی مجموعه هر روی هرگاه گوئیم X روی منظم

اندازه ͷی باشد. فشرده موضعاً هاوسدورف ͷتوپولوژی فضای ͷی X کنیم فرض .١٠.٢.١ تعریف

گوئیم. رادون ی اندازه را باشد متناهͬ X از فشرده ی مجموعه هر روی که X روی منظم برل

هر برای بطوریͺه باشد داشته وجود ای M ثابت هرگاه گوئیم کراندار را µ اندازه .١١.٢.١ تعریف

. µ(A) < M باشیم داشته A ∈ M

رادون های اندازه تمام ی مجموعه باشد. فشرده موضعاً گروه ͷی G کنیم فرض .١٢.٢.١ تعریف

جبری اعمال Gگوئیم. روی اندازه جبر را آن و دهیم مͬ M(G)نمایش با Gرا روی کراندار و مختلط

شوند. مͬ تعریف زیر صورت M(G)به روی

(µ+ ν)(E) = µ(E) + ν(E) ; µ, ν ∈M(G) , E ∈ B(G)

(λ.µ)(E) = λµ(E) ; λ ∈ C , µ ∈M(G) , E ∈ B(G)

(µ ∗ ν)(E) =
∫

G

µ(Ex
−١
)dν =

∫
G

ν(x
−١
E)dµ

(µ+ ν)(f) =

∫
G

f d(µ+ ν) =

∫
G

f dµ+

∫
G

f dν = µ(f) + ν(f)

(λµ)(f) =

∫
G

f d(λµ) =
∫

G

fλ dµ = λµ(f)

µ ∗ ν(f) =
∫

G

f d(µ ∗ ν) =
∫

G

∫
G

f(xy)dµ. dν , λ ∈ C و f ∈ C٠(G) هر برای

دهیم قرار اگر

∥ν∥ = |ν|(G) = sup{
n∑

i=١

|ν(En)| ; E١ , ..., En G برای بورل های مجموعه از افراز ͷی }

شود. مͬ تعریف زیر صورت به و باشد مͬ ν کل تغییر ، |ν| آن در که

|ν|(E) = sup{
n∑

i=١

|ν(En)| ; E١ , ..., En E برای برل های مجموعه از افراز ͷی}

١٢



جائͬ M(G)جابه شود. مͬ تبدیل باناخ جبر ͷی به فوق ی تعریفشده جبری اعمال M(G)با آنگاه

باشد. جائͬ جابه G اگر تنها و اگر است

پایای را G روی بورل ی اندازه ͷی باشد. فشرده موضعاً گروه ͷی G کنیم فرض .١٣.٢.١ تعریف

روی چپ هار ی اندازه ͷی . λ(xE) = λ(E) ، E ∈ B(G) و x ∈ G هر برای گاه هر گوئیم چپ

باشد. مͬ G روی چپ پایای رادون ی اندازه ͷی G

است. چپ هار ی اندازه ͷی دارای فشرده موضعاً گروه هر .١۴.٢.١ گزاره

کنید. مراجعه [۶] مرجع به اثبات.

تابع شود) مراجعه [۶] مرجع باشد.(به G روی چپ هار انتگرال ͷی I کنیم فرض .١۵.٢.١ تعریف

کنیم. مͬ تعریف زیر صورت به را ∆

∆(x) =
I(f

x
−١ )

I(f)
=
µ(Ex)

µ(E)
است G روی چپ هار اندازۀ µ

f
x
−١ دارد. بستگͬ x به فقط و ندارد بستگͬ f انتخابهای ∆به مقدار . ٠ ̸= f ∈ C

+

٠٠(G) آن در که

شود. مͬ تعریف زیر صورت به

f
x
−١ (y) = f(yx

−١
) ; y ∈ G هر برای

که است پیوسته ریختͬ هم ͷی ∆ : G −→ (٠,+∞) باشد. مͬ C+

٠٠(G) از عنصری ͷی که

، E ∈ B(G) و x ∈ X هر برای و d(yx٠) = ∆(x٠)dy

λ(Ex) = ∆(x).λ(E)

گوئیم. G مودولار تابع ∆را

تمام ی مجموعه باشد. λ هار ی اندازه با فشرده موضعاً گروه ͷی G کنیم فرض .١۶.٢.١ تعریف

اعمال با L١
(G) دهیم. مͬ نشان L١

(G) به را λ به نسبت پذیر انتگرال مقدار مختلط توابع

(f + g)(x) = f(x) + g(x) و (λ.f)(x) = λf(x) ; λ ∈ C و x, y ∈ G هر برای

نرم با و دهد مͬ C روی خطͬ فضای ͷی تشͺیل باشد، مͬ برقرار جا همه تقریباً تساوی آن در که

کنید فرض f, g ∈ L
١
(G) هر برای است. باناخ فضای ͷی ∥f∥١ =

∫
G
|f |dλ <∞

(f ∗ g)(x) =
∫

G

f(xy
−١
)g(y) dy =

∫
G

g(y
−١
x)f(y) dy

از طولپای ی نشاننده ͷی f 7−→ fdλ شود.نگاشت مͬ تبدیل باناخ جبر به L١
(G) ضرب این با

شود) مراجعه [۶] مرجع باشد.(به M(G)مͬ از ای بسته ایدال به L١
(G)

١٣


