
تعالی بسمه

ارشد کارشناسی پایان�نامه از دفاع جلسه

برخی حل در موضعی ناپیوسته گالرکین روش

کسری-زمانی تحولی معادلات

فولادی سمیه سخنران:

صبح ۸ ساعت ۹۲/ ۶/ ۳۰ زمان:
ریاضی علوم دانشکده خوارزمی سالن مکان:

داوران هیئت

مختاری رضا دکتر −۱

تاتاری مهدی دکتر −۲

قم) صنعتی (دانشگاه قربانی مهرزاد دکتر −۳

سبدانی مزروعی رضا دکتر −۴

چکیده
تحولی معادلات از برخی حل در موضعی ناپیوسته گالرکین روش آنالیز و پیاده�سازی به پایان�نامه این در
می�پردازیم. KBK معادله و انتقال-انتشار معادله و شرودینگر غیرخطی و خطی معادله مانند کسری-زمانی
پیاده�سازی بر مبنی که می�گیرد صورت کامل گسسته� موضعی ناپیوسته گالرکین روش با آنالیز و حل عبارتی به

است. مکان در موضعی ناپیوسته گالرکین روش و زمان در متناهی تفاضل طرح

کسری-زمانی، شرودینگر معادله متناهی، تفاضل روش موضعی، نا�پیوسته گالرکین روش کلیدی: واژه�های
کسری-زمانی KBK معادله کسری-زمانی، انتقال-انتشار معادله



اصفهان صنعتی دانشگاه
ریاضی علوم دانشکده

برخی حل در موضعی ناپیوسته گالرکین روش
کسری-زمانی تحولی معادلات

کاربردی ریاضی ارشد کارشناسی نامه रولادیپایان ૟േॶه
راهنما ൏ख़تاریاستاد دන඿ررضا
١٣٩٢ شهریور



اصفهان صنعتی دانشگاه
ریاضی علوم دانشکده

فولادی سمیه خانم کاربردی ریاضی ارشد کارشناسی نامه پایان
عنوان تحت

برخی حل در موضعی ناپیوسته گالرکین روش

کسری-زمانی تحولی معادلات

گرفت. قرار نهایی تأیید و بررسی مورد زیر تخصصی کمیته توسط ۹۲/ ۶/ ۳۰ تاریخ در

مختاری رضا دکتر راهنما استاد −۱

تاتاری مهدی دکتر مشاور استاد −۲

قم) صنعتی (دانشگاه قربانی مهرزاد دکتر داور١ استاد −۳

سبدانی مزروعی رضا دکتر داور٢ استاد −۴

زنگنه ظهوری حمیدرضا دکتر دانشکده تکمیلی تحصیلات سرپرست
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..
ابتکارات مطالعات، نتایج بر مترتّب مادی حقوق کلیه

پایان�نامه این موضوع تحقیق از ناشی نوآوری�های و

است. اصفهان صنعتی دانشگاه به متعلّق

پنج



مطالب فهرست

نه تصاویر فهرست

١ مقدمه ١ فصل

١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پیشگفتار ١.١

٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . اولیه مفاهیم ٢.١

٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . توابع فضای ١.٢.١

٨ . . . . . . . یک�بعدی فضای در ناپیوسته و پیوسته خطی قطعه�ای چندجمله�ای تقریب ٢.٢.١

١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . درونیابی ٣.٢.١

١۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری حسابان ۴.٢.١

٢١ گالرکین روش�های ٢ فصل

٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گالرکین روش ١.٢

٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بعدی یک مسأله مدل ١.١.٢

٢۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نا�پیوسته گالرکین روش ٢.٢

٢۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . یک�بعدی مسأله ١.٢.٢

٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بالاتر ابعاد در مسائل ٢.٢.٢

٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . موضعی نا�پیوسته گالرکین روش ٣.٢

٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مسأله مدل ١.٣.٢

شش



۴٣ کسری-زمانی معادلات حل در LDG روش ٣ فصل

۴٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شرودینگر معادله ١.٣
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٧۵ آ� فصل

٧۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی شار ١.آ�

٧٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . عددی شار�های انواع ١.١.آ�

٧٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نابرابری�ها ٢.آ�

٧٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . گرین-گوس. قضیه ٣.آ�

٨٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . انتگرال�گیری قواعد ۴.آ�

٨٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بازه�ها برای گاوسی انتگرال�گیری قاعده ١.۴.آ�

٨١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . تصویر عملگر ۵.آ�

٨۴ مراجع

٨٧ نمایه و انگلیسی به فارسی واژه�نامه

هفت



٩٣ فارسی به انگلیسی واژه�نامه

هشت



تصاویر فهرست

١٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . v ∈ Vh پیوسته خطی قطعه�ای تابع ١.١

١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . شبکه φ۰روی نیم�کلاهی تابع همچنین و φi کلاهی تابع ٢.١

١١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناپیوسته خطی قطعه�ای تابع ٣.١

١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . I = [x۰, x۱] بازه در Πf خطی درونیاب و f تابع ۴.١

١٣ . . . . . . . . . i = ۰, ۱, . . . , ۵ ،xi گره شش با I = [x۰, x۱] بازه در Πf خطی درونیاب و f تابع ۵.١

١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Vh فضای بتوی f از Phf متعامد تصویر ۶.١

١۴ . . i = ۰, ۱, . . . , ۵ ،xi باگره�های I = [۰, ۱] شبکه روی آن L۲-تصویر عملگر و f = x sin(πx) تابع ٧.١

٢٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پلاستیکی میله ١.٢

٢٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . v ∈ Vh تابع از توضیحی ٢.٢

۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . یک درجه چندجمله�ای از استفاده با روش همگرایی مرتبه بررسی ٣.٢

۴٢ . . . . . . . . . . دو درجه چندجمله�ای�های فرض با T = ۱ زمان در عددی و دقیق جواب مقایسه ۴.٢

۴٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . دو درجه چندجمله�ای�های فرض با T = ۱ زمان در عددی جواب ۵.٢

دوم درجه چندجمله�ای�های با (چپ) q موهومی قسمت و (راست) p حقیقی قسمت برای همگرایی مرتبه ١.٣

۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . α = ۰٫ ۱ و

دوم درجه چندجمله�ای�های با (چپ) q موهومی قسمت و (راست) p حقیقی قسمت برای همگرایی مرتبه ٢.٣

۶٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . α = ۰٫ ۵ و

دوم درجه چندجمله�ای�های با (چپ) q موهومی قسمت و (راست) p حقیقی قسمت برای همگرایی مرتبه ٣.٣

۶١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . α = ۰٫ ۶ و

دوم درجه چندجمله�ای�های با (چپ) q موهومی قسمت و (راست) p حقیقی قسمت برای همگرایی مرتبه ۴.٣

۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . α = ۰٫ ۲ و

۶۴ . . . . . . . . . . . α = ۰٫ ۲ با موهومی(چپ) قسمت حقیقی(راست) قسمت برای همگرایی مرتبه ۵.٣

نه



۶۴ . . . . . . . . . . . α = ۰٫ ۴ با موهومی(چپ) قسمت حقیقی(راست) قسمت برای همگرایی مرتبه ۶.٣

۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . α = ۰٫ ۷ با یک درجه چندجمله�ای�های برای همگرایی مرتبه ٧.٣

۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . α = ۰٫ ۷ با دوم درجه چندجمله�ای�های برای همگرایی مرتبه ٨.٣

٧٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . α = ۰٫ ۸ با یک درجه چندجمله�ای�های برای همگرایی مرتبه ٩.٣

٧٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . α = ۰٫ ۸ با دوم درجه چندجمله�ای�های برای همگرایی مرتبه ١٠.٣

ده



چکیده
کسری- تحولی معادلات از برخی حل در موضعی ناپیوسته گالرکین روش آنالیز و پیاده�سازی به پایان�نامه این در

و حل عبارتی به می�پردازیم. KBK معادله و انتقال-انتشار معادله و شرودینگر غیرخطی و خطی معادله مانند زمانی

در متناهی تفاضل طرح پیاده�سازی بر مبنی که می�گیرد صورت کامل گسسته� موضعی ناپیوسته گالرکین روش با آنالیز

است. مکان در موضعی ناپیوسته گالرکین روش و زمان

معادله کسری-زمانی، شرودینگر معادله متناهی، تفاضل روش موضعی، نا�پیوسته گالرکین روش کلیدی: واژه�های

کسری-زمانی KBK معادله کسری-زمانی، انتقال-انتشار



١ فصل

مقدمه

پیشگفتار ١.١

قرن به کسری حسابان تاریخ است. شده معرفی کسری حسابان عنوان تحت ناصحیح مرتبه انتگرال و مشتق امروزه

توجه که است توسعهپذیری ریاضی موضوع کسری، حسابان رشته برمیگردد. صحیح مرتبه حسابان زمان به یعنی ،١٧

لیوویل، لایب�نیتز، هوپیتال، همچون دارند، اساسی نقش کسری حسابان توسعه برای که ریاضی علاقهمندان از بسیاری

.[۴٩ ،۴٧ ،۴۶ ،٣۶–٣۴ ،٣١ ،١٨ ،١١ ،٣] است کرده جلب خود به را لتنیکوف و گراندوالد ریمان،

انتگرال و مشتق مفهوم اما شد، معرفی ریمان و لیوویل توسط ١٩ قرن پایان در کسری مشتق از تعریف نخستین

هوپیتال و لایب�نیتز توسط ١۶٩۵ سال در متداول صحیح مرتبه مشتق و انتگرال حساب از تعمیمی عنوان به غیرصحیح

مانند مختلفی رشتههای در پدیدهها از بسیاری طرح در را ارزشی با ابزارهای کسری مشتق معادلات بهتازگی شد. بیان

بسیاری و لرزه زمین غیرخطی نوسانات در وسیعی کاربرد همچنین است. بخشیده بهبود اقتصاد و فیزیک مهندسی،

دارد. سیالات پویای حرکت و متخلخل جسم در جریان نفوذ مدلهای مانند فیزیکی پدیدههای از

،١٩٩٩ پادلبنی ،١٩٩٧ (مایناردی ریاضی مدل��سازی در گسترده�ای کاربرد کسری مرتبه پاره�ای مشتقات معادلات

برگرز -KdV معادله مانند است شده کار آن�ها روی به�تازگی که مختلف کسری مشتق معادلات و (٢٠٠٢ فورد و دیتلم

،٢٠٠٧ همکاران و (لیو کسری مکان-زمان پاره�ای مشتقات معادلات ،(٢٠١١ همکاران و سزار (توسط کوراموتو

انتشار مسأله ،(٢٠٠۴ روپ و (فیکس کسری مرتبه مرزی مقدار دو با مسأله ،(٢٠٠٨ ماریو ،٢٠٠٨ همکاران و چن

پاره�ای مشتق معادلات و (٢٠٠۵ (مومانی کسری KdV معادله (٢٠١١ ما جیانگو ،٢٠٠٧ زو و (لین زمان-کسری

دارد. (٢٠٠٩ مومانی و (اودیبات سیالات مکانیک کسری

آنالیز و پیشنهاد پاره�ای مشتقات با معادلات حل برای روشی به�عنوان ١٩٧٠ سال اوایل بار اولین ناپیوسته گالرکین

به یعنی نوترون، خطی انتقال از چارچوبی در هیل و رید توسط ١٩٧٣ سال در ناپیوسته گالرکین طرح اولین شد.

بیضوی معادلات برای ناپیوسته گالرکین روش .[۴٠] شد معرفی زمان از مستقل خطی هذلولوی معادله یک صورت

معرفی و تاریخچه توسعه از کامل�تری شرح .[۴] شد ارائه ١٩٧٧ سال در چهارم مرتبه معادلات برای بیکر توسط
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روش روی چالشی مقاله�های از تعدادی .[٢] شد ارائه مارینی و کاکبرن برتسی، آرنولد، توسط نا�پیوسته گالرکین روش

کارنیاداکیسجمع�آوری و شو کاکبرن، توسط شده ویرایش مقاله�های مجموعه در بیضوی مسائل برای ناپیوسته گالرکین

از استفاده با غیر�خطی زمان به وابسته مسأله�های از ساده�تر حل برای روشی مقاله�ها این در .[٢٠،١٧،١۴،١٢،١١] شد

حل�کننده�های با مکان در نا�پیوسته گالرکین گسسته�سازی و [۴٨] زمان برای بالا مرتبه صریح رانگ-کوتا گسسته�سازی

مختلفی حوزه�های در می�توان را ناپیوسته گالرکین روش کاربرد دارد. وجود عددی، شار به�عنوان تقریبی یا دقیق ریمان

عایق، وسایل شبیه�سازی اقیانوس�شناسی، هواشناسی، ریز، دانه�های جریان گاز، دینامیک الکترومغناطیس، مانند

کرد. بیان هوا وضع پیش�بینی متلاطم، جریان توربینی، ماشین�آلات و دستگاه متخلخل، رسانه�های در آلوده�کننده انتقال

که دیگری مقاله�های و [١٩] مروری مقاله� ،[١۵ ،١٠] مقاله� به کاربرد�ها و پیاده�سازی�ها به�علاوه بیشتر، جزییات برای

برگزار متحده ایالت نیوپورت در واقع ژوده جزیره در ١٩٩٩ سال در که ناپیوسته گالرکین روش�های همایش نخستین در

می�شوند. شامل را کامل�تری جزییات نیز [١٠] مروری مقاله و [١۵] مقاله همچنین می�دهیم. ارجاع شد،

شده کار جالب مقاله�های شامل که است شده داده اختصاص ناپیوسته گالرکین روش روی خاص موضوع دو به�تازگی

شو و کاکبرن .[٢٢ ،١۶] است کاربرد�ها و به�کارگیری آنالیز، الگوریتم، طراحی مانند جنبه�ها همه در روش این روی

.[١٣] کردند معرفی دوم) مرتبه مشتقات (با انتقال-انتشار مسائل برای را موضعی ناپیوسته گالرکین روش اولین

ناپیوسته گالرکین روش از تعمیمی عنوان به میتوان را شد معرفی آن�ها توسط که موضعی ناپیوسته گالرکین روش

دارای روش این .[۵] دانست تراکم�پذیر ناویه-استوکس معادله از جوابهایی برای ریبی و بیسی توسط شده مطرح

بقا قانون خاصیت ویژگی، مهم�ترین شاید است. ساخته جذابتر کاربردی محاسبات برای را آن که است ویژگی چند

و متخلخل یا پرمنفذ محیط�های با سیالات میآید. حساب به کاربردها در مستحکمی ویژگی که است روش این در

نشده تحمیل پیوستگی داخلی عنصر هر در چون محاسباتی، دیدگاه از است. نوع این از نمونههایی انتقال پدیدههای

هر ساخت در دلخواه درجه از چندجملهای�هایی با آویزان نقاط با کلی شبکههای بیشتر روی میتوان را روش است،

کرد. تعریف عنصر

غیر�خطی دستگاه روی شده استفاده نا�پیوسته گالرکین مکانی گسسته�سازی مانند شکلی موضعی، ناپیوسته گالرکین روش

مسأله برای زمانی گسسته�سازی برای صریح رانگ-کوتای روش که است زمانی آن کارائی البته دارد. محض، انتقال

ناپیوسته گالرکین روش [٢٨] در یان و شو شود. استفاده است، انتشار عبارت بر غالب انتقال عبارت که انتقال-انتشار

با معادلات برای را ناپیوسته گالرکین روش تعمیم و کردند پیاده�سازی سوم مرتبه مشتق با KdV معادله برای موضعی

موضعی ناپیوسته گالرکین روش یان و شو لوی، دادند. ارائه [۵۴] در پنجم و چهارم مکانی مشتق با پاره�ای مشتقات

نامیده کامپکتون و دارند فشرده محمل یا تکیه�گاه با متحرک موجی جواب که غیرخطی پراکندگی معادلات برای را

مراجع [۵۵] موضعی ناپیوسته گالرکین روش با شده انجام کارهای بیشتر مطالعه برای .[٣٣] بخشیدند بهبود می�شوند،

است. کرده معرفی را خوبی

کاربرد�های و می�کند توصیف را فیزیکی پدیده�های بیشتر که است اصلی مدل�های از یکی غیر�خطی شرودینگر معادله

کوانتوم مکانیک اساسی معادلات از نیز کسری شرودینگر معادله دارد. غیر�خطی اپتیک و سیالات دینامیک در مهمی

ریدا .[٣٧] کرد معرفی فیمن مسیر انتگرال بسط از نتیجه�ای به�عنوان آن�را لاسکین نیک بار اولین که است کسری
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یلدریم کردند. پیاده�سازی غیرخطی شرودینگر زمانی کسری معادله برای را آدومین تجزیه روش [۴١] در همکاران و

عددی روش�های اگر�چه .[۵۶] گرفت کار به معادله این تحلیلی جواب آوردن به�دست برای را هموتوپی آشفتگی روش

عنصر روش از استفاده با عددی تقریب تازگی به اما است شده پیشنهاد کسری پاره�ای مشتق معادلات برای زیادی

مناسبی روش ناپیوسته، گالرکین متناهی عنصر روش است. شده گرفته کار به شرودینگر کسری معادله برای متناهی،

بالا تکرارهای بدون بالا همگرایی مرتبه و انعطاف�پذیری و کارایی که دلیل این به است. پاره�ای مشتق معادلات برای

بر مبنی که است کامل گسسته� موضعی ناپیوسته گالرکین روش با آنالیز و حل نامه پایان این از هدف می�آید. به�دست

نامه پایان ساختار ادامه باشد. مکان در موضعی ناپیوسته گالرکین روش و زمان در متناهی تقاضل طرح پیاده�سازی

فضای شامل فصل این است. اصلی مفاهیم از بهتر درک برای لازم پیش�نیاز�های شامل اول فصل است. زیر شرح به

روش انواع دوم فصل در است. کسری حسابان و درونیابی ناپیوسته، و پیوسته خطی قطعه�ای توابع تقریب توابع،

روش پیاده�سازی می�شود. بیان است، موضعی ناپیوسته گالرکین ناپیوسته، گالرکین پیوسته، گالرکین شامل که گالرکین

پایداری و خطا تخمین بررسی و غیرخطی و خطی کسری-زمانی معادلات از تعدادی حل در موضعی ناپیوسته گالرکین

ویژگی�های و استفاده مورد نامساوی�های شامل پایان�نامه پیوست پایان، در و است شده آورده سوم فصل در آن�ها

است. عددی شارهای انواع و خطا آنالیز در تصویر عملگر

اولیه مفاهیم ٢.١

این در استفاده مورد درونیابی و می�پردازیم گالرکین روش�های پیاده�سازی در مورد�نیاز فضاهای معرفی به بخش این در

می�شود. آورده کسری حسابان از توضیحی مختصر سپس می�کنیم. بیان را فضاها

توابع فضای ١.٢.١

کند. مراجعه مرجع این به می�تواند بیشتر جزییات برای خواننده و است [٣٠] از برگرفته بخش این مطالب

باناخ فضاهای

باشد. حقیقی اعداد میدان روی خطی فضای یک بیانگر X می�کنیم فرض

اگر گوییم نرم را ∥.∥ : X −→ [۰,∞) نگاشت ١.٢.١ تعریف

+u∥؛ v∥ ≤ ∥u∥+ ∥v∥ ،u, v ∈ X هر برای •

∥λu∥؛ = |λ|∥u∥ ،λ ∈ R و u ∈ X هر برای •

u؛ = ۰ اگر �فقط� و اگر� ∥u∥ = ۰ •

�

باشد. نرم�دار فضای X می�کنیم فرض حال
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می�نویسیم و می�شود نامیده u ∈ X به همگرا {uk}∞k=۱ ⊂ X دنباله ٢.٢.١ تعریف

uk −→ u,

اگر

lim
k−→∞

∥uk − u∥ = ۰.

�

٣.٢.١ تعریف

به�طوری�که باشد داشته وجود N > ۰ عدد ε > ۰ هر برای اگر گوییم کوشی دنباله را {uk}∞k=۱ ⊂ X دنباله •

∥uk − ul∥ < ε ∀k, l ≥ N.

u ∈ X باشد، کوشی دنباله {uk}∞k=۱ اگر به�عبارتی، باشد؛ همگرا X در کوشی دنباله هر اگر است کامل X •

است. u به همگرا {uk}∞k=۱ به�طوری�که دارد وجود

است. کامل و خطی نرم�دار فضای ،X باناخ فضای •

�

Lp؛ فضاهای ۴.٢.١ مثال

می�کنیم تعریف باشد، اندازه�پذیر f : Ω −→ R اگر .۱ ≤ p ≤ ∞ و باشد Rn از باز زیرمجموعه Ω می�کنیم فرض

∥f∥Lp(Ω) =

 (
∫
Ω |f |pdx)

۱
p , ۱ ≤ p <∞,

ess supΩ|f |, p = ∞.

Lp(Ω) فضای می�کنیم. معرفی ،∥f∥Lp(Ω) <∞ که f : Ω −→ R اندازه�پذیر توابع تمام از خطی فضای را Lp(Ω)

� .[۴۵] است باناخ فضای

هیلبرت فضاهای

باشد. حقیقی اعداد میدان روی خطی فضای یک بیانگر H می�کنیم فرض

هرگاه گوییم داخلی ضرب را (, ) : H×H −→ R نگاشت ۵.٢.١ تعریف

,u)؛ v) = (v, u) ،u, v ∈ H هر برای •
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باشد؛ خطی v ∈ H هر برای u 7−→ (u, v) نگاشت •

,u)؛ u) ≥ ۰ ،u ∈ H هر برای •

u؛ = ۰ اگر فقط و اگر (u, u) = ۰ •

�

می�شود تعریف زیر صورت به آن به وابسته نرم باشد، داخلی ضرب یک (, ) اگر

∥u∥ = (u, u)
۱
۲ , u ∈ H.

� گویند. هیلبرت فضای کامل داخلی ضرب فضای یک به ۶.٢.١ تعریف

داخلی ضرب با L۲(Ω) فضای ٧.٢.١ مثال

(f, g) =

∫
Ω
fgdx,

� است. هیلبرت فضای

سوبولف فضای

بعضی در و نیستند پاره�ای مشتقات با معادلات مقدماتی نظریه برای مناسبی مجموعه�های اغلب [٣٠] هولدر فضا�های

به نیاز بنابراین کنند. معرفی می�شوند، ساخته فضا�ها این در که جوابی برای خوبی تحلیلی تخمین نمی�توانند مواقع

هستند. کمتر همواری دارای آن�ها در توابع که داریم دیگری فضا�های معرفی

ضعیف مشتقات

فضای علت همین به باشند. پیوسته همچنین و باشند داشته وجود پاره�ای مشتقات که است نیاز کلاسیک حالت در

گفت می�توان بنابراین باشند. پیوسته مشتقات و تابع نیست نیاز معادله ضعیف شکل در اما می�شود. تعریف Ck(Ω)

بیان برای می�شود. استفاده معادله ضعیف شکل در که است ضعیف مشتق برای دیگری تعریف ضعیف پاره�ای مشتق

می�پردازیم. ضعیف پاره�ای مشتق تعریف به مفاهیم این بیان از بعد داریم. مفهوم چند معرفی به نیاز تعریف این

به�عبارتی می�گیرد؛ غیر�صفر مقدار آن روی تابع که است مجموعه�ای بستار ،ϕ تابع محمل ٨.٢.١ ملاحظه

supp(ϕ) = {(x, y) ∈ R۲ : ϕ(x, y) ̸= ۰}.

است. Ω در فشرده (تکیه�گاه) محمل ϕ تابع می�شود گفته باشد، فشرده supp(ϕ) اگر
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Ω در فشرده تکیه�گاه با ،ϕ : Ω −→ R مشتق��پذیر بینهایت�بار توابع فضای C∞
c (Ω) می��کنیم فرض ٩.٢.١ ملاحظه

می�نامیم. آزمایشی توابع را ϕ ∈ C∞
c (Ω) توابع باشد.

داریم جز�به�جز انتگرال�گیری از ،ϕ ∈ C∞
c (Ω) اگر .u ∈ C۱(Ω) می�کنیم فرض

∫
Ω
u
∂ϕ

∂xi
dx = −

∫
Ω

∂u

∂xi
ϕdx. (١.١)

کلی�تر حالت برای

آن�گاه |α| = α۱ + · · ·+ αn = k مرتبه با α = (α۱, . . . , αn) و u ∈ Ck(Ω) باشد، صحیح عدد k اگر

∫
Ω
uDαϕdx = (−۱)|α|

∫
Ω
Dαuϕdx, (٢.١)

آن در که

Dαϕ =
∂α۱

∂xα۱
۱

· · · ∂
αn

∂xαn
n
ϕ.

به�طور تابع که است کافی نباشد، مشتق�پذیر بار k ،u اگر حال .u ∈ Ck(Ω) که است برقرار زمانی فقط (٢.١) رابطه

چپ سمت در زیرا باشد، برقرار (٢.١) رابطه ،Dαu به�جای آن جای�گذاری با که باشد داشته وجود v جمع�پذیر موضعی

باشد. جمع�پذیر موضعی به�طور u است کافی (٢.١)

از فشرده زیرمجموعه هر روی که است تابعی موضعی) جمع�پذیر تابع (یا موضعی انتگرال�پذیر تابع ١٠.٢.١ ملاحظه

باشد. انتگرال�پذیر دامنه،

اگر است. اندازه�پذیر لبگ تابع f : Ω −→ C و باشد Rn فضای در باز مجموعه Ω می�کنیم فرض ١١.٢.١ تعریف

باشیم داشته Ω روی f برای

∫
K
|f | < +∞,

مجموعه است. موضعی انتگرال�پذیر f پس است. متناهی Ω از K فشرده زیرمجموعه� هر روی f لبگ انتگرال یعنی

می�دهیم نشان L۱
loc با را توابع چنین

L۱
loc = {f : Ω −→ Cاندازه�پذیر : f |K ∈ L۱(K) ∀K ⊂ Ω, Kفشرده}.

�

و می�نامیم u α-ام مرتبه ضعیف پاره�ای مشتق را v هستند. L۱
loc(Ω) در u, v می�کنیم فرض ١٢.٢.١ تعریف
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می�نویسیم

Dαu = v,

باشیم، داشته ϕ ∈ C∞
c (Ω) آزمایشی تابع هر برای اگر

∫
Ω
uDαϕdx = (−۱)|α|

∫
Ω
vϕdx.

�

و n = ۱ و Ω = (۰, ۲) اگر ١٣.٢.١ مثال

u(x) =

 x, ۰ < x ≤ ۱,

۱, ۱ ≤ x < ۲.

می�کنیم تعریف

v(x) =

 ۱, ۰ < x ≤ ۱,

۰, ۱ < x < ۲ .اگر

که می�شود داده نشان آسانی به

∫ ۲

۰
uϕ′dx =

∫ ۱

۰
xϕ′dx+

∫ ۲

۱
ϕ′dx

=−
∫ ۱

۰
ϕdx+ ϕ(۱)− ϕ(۱) = −

∫ ۲

۰
vϕdx.

�

است. نامنفی صحیح عدد یک k و ۱ ≤ p ≤ ∞ می�کنیم فرض ادامه، در

به�طوری�که است u : Ω −→ R جمع�پذیر موضعی به�طور توابع همه شامل ،Wk,p(Ω)سوبولف فضای ١۴.٢.١ تعریف

عبارتی به باشد. متعلق Lp(Ω) فضای به و باشد داشته وجود ضعیف شکل در Dαu ،|α| ≤ k با α هر برای

Wk,p(Ω) = {u : Ω −→ R, u ∈ L۱
loc(Ω)|Dαu ∈ Lp(Ω), |α| ≤ k}.

�
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می�کنیم تعریف زیر صورت به را فضا این در نرم .u ∈ Wk,p(Ω) می�کنیم فرض ١۵.٢.١ تعریف

∥u∥Wk,p(Ω) =

 (
∑

|α|≤k

∫
Ω |Dαu|pdx)

۱
p , ۱ ≤ p <∞ ∑,اگر

|α|≤k ess supΩ|Dαu|, p = ∞ .اگر

�

١۶.٢.١ ملاحظه

تعریف H ۰(Ω) = L۲(Ω) همچنین .k = ۰, ۱, . . . برای Hk(Ω) = Wk,۲(Ω) نوشت می�توان p = ۲ اگر •

می�شود.

است. همه�جا) (تقریباً a.e. طور به Wk,p(Ω) در توابع برابری که داریم توجه •

یک�بعدی فضای در ناپیوسته و پیوسته خطی قطعه�ای چندجمله�ای تقریب ٢.٢.١

و می�شود استفاده آن از کلی�تری توابع تقریب برای که می�پردازیم قطعه�ای چند�جمله�ای توابع معرفی به بخش این در

استفاده L۲-تصویر و روشدرونیابی دو از قطعه�ای چند�جمله�ای�های تقریب محاسبه برای است. آسان�تر آن پیاده�سازی

می�شود. بیان تقریب�ها این خطای برای تخمینی بخش این در همچنین می�کنیم.

خطی چند�جمله�ای�های فضای

خطی چند�جمله�ای توابع از برداری فضای P۱(I) باشد. حقیقی اعداد محور روی بازه�ای I = [x۰, x۱] می�کنیم فرض

می�شود� تعریف زیر صورت به I روی

P۱(I) = {v : v(x) = c۰ + c۱x, x ∈ I, c۰, c۱ ∈ R}.

است. v = c۰ + c۱x شکل به توابع همه شامل P۱(I) عبارتی به

را v ∈ P۱(I) تابع هر چون هستند. {۱, x} جمله�ای تک توابع P۱(I) برای پایه توابع معمول�ترین گفت بتوان شاید

یکتا طور به v خطی ترکیب ضرایب ،c۱ و c۰ شدن مشخص با نوشت. توابع این از خطی ترکیب صورت به می�توان

آزادی درجه�های تنها c۱ و c۰ این�که وجود با است؛ آزادی درجه دو دارای v می�شود گفته ترتیب این به می�شود. تعیین

نیست. v برای ممکن

اما می�شود مشخص یکتا طور به شده، داده نقطه دو با خط یک که می�کنیم یادآوری خطی، تابع بهتر درک برای

مشخص برای (۲,۳) و (۰, ۱) مثال برای دهند. نشان را خط یک می�توانند که دارند وجود بسیاری نقطه�های جفت

مقدار�های با می�توان را v خاص، حالت در .(−۱, ۰) و (۴, ۵) نقاط همین�طور می�شوند، استفاده v = x + ۱ کردن

می�کنیم فرض موضوع این دادن نشان برای کرد. مشخص I در x۱ و x۰ انتهایی نقاط در α۱ = v(x۱) و α۰ = v(x۰)
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می�شود نتیجه زیر خطی دستگاه v = c۰ + c۱x در x۱ و x۰ دادن قرار با هستند. معلوم α۱ = v(x۱) و α۰ = v(x۰)

۱ x۰

۱ x۱


c۰
c۱

 =

α۰

α۱

 (٣.١)

بنابراین است. مثبت مقداری به�وضوح و بوده I بازه طول همان که x۱ − x۰ با است برابر ماتریس این دترمینان

می�گیرد. را α۱ و α۰مقدارهای ترتیب به x۱ و x۰ در که دارد وجود P۱(I) در v تابع یک فقط که گرفت نتیجه می�توان

است. واندرموند ماتریس اخیر، دستگاه ماتریس که داریم توجه

α۱ و α۰ گره�ای مقدار�های با P۱(I) در تابع هر که می�دانیم می�دهیم. انتساب را گره نام x۱ و x۰ نقاط به ادامه، در

گره��ای پایه� توابع جدید، پایه�های می�کنیم. معرفی P۱(I) برای را {λ۰, λ۱} جدید پایه�های حال می�شوند. مشخص

هستند زیر شکل به که می�شود نام�گذاری

λj(xi) =

 ۱, i = j,

۰, این�صورت غیر .در
(۴.١)

نوشت زیر خطی ترکیب صورت به می�توان را P۱(I) در v خطی تابع هر که است این گره�ای، پایه توابع معرفی دلیل

v(x) = α۰λ۰(x) + α۱λ۱(x).

زیر شکل به می�توان را گره�ای پایه توابع نیست. واندرموند ماتریس وارون به نیازی قبلی نمایش برخلاف این�جا در

داد نشان

λ۰ =
x۱ − x

x۱ − x۰
, λ۱ =

x− x۰
x۱ − x۰

,

می�آید. به�دست [۱, ۰]T و [۰, ۱]T راست سمت با (٣.١) خطی دستگاه حل یا و (۴.١) تعریف از که

پیوسته خطی قطعه�ای چند�جمله�ای�های فضای

دامنه گام اولین در است لازم فضا این در پایه توابع بیان برای هستند. خطی قطعه�ای توابع خطی، توابع از گسترشی

میان v پیوستگی می�شود. داده خطی تابع یک به�وسیله v زیر�بازه، هر در بنابراین �کنیم. تقسیم زیر�بازه�ها به را v

بازه ریاضی، بیان به شود. تحمیل زیر�بازه�ها مشترک نقاط در آزادی درجه قرار�دادن با است ممکن مجاور، زیر�بازه�های

افراز با را {xi}ni=۰ گره�ای نقطه n+ ۱ و I = [a, b]

a = x۰ < x۱ < x۲ < · · · < xn−۱ < xn = b,


