
اصفهان صنعتی دانشگاه
ریاضی علوم دانشکده

پیوسته اول مرتبه منطق برای تمامیت از اثباتی

محض ریاضی ارشد کارشناسی نامه اঀھامনیدرزادهپایان
راهنما استاد

دන඿رਞං൞ख़یآਪ༚ی

١٣٩٣ شهریور



..
اب��ت��ک��ارات م��ط��ال��ع��ات، ن��ت��ای��ج ب��ر م��ت��رتّ��ب م��ادی ح��ق��وق ک��ل��ی��ه

پ��ای��ان�ن��ام��ه ای��ن م��وض��وع ت��ح��ق��ی��ق از ن��اش��ی ن��وآوری�ه��ای و

اس��ت. اص��ف��ه��ان ص��ن��ع��ت��ی دان��ش��گ��اه ب��ه م��ت��ع��لّ��ق



م��ط��ال��ب ف��ه��رس��ت

١ م��ق��دم��ه ١

٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پ��ای��ان�ن��ام��ه ک��ل��ی س��اخ��ت��ار ١.١

۴ پ��ی��وس��ت��ه گ��زاره�ای م��ن��ط��ق ٢

۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پ��ی��وس��ت��ه م��ن��ط��ق و ل��وک��اس��وی��چ م��ن��ط��ق ١.٢

۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ١ گ��روه اص��ل�ه��ا: ٢.٢

٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ن��ی��از م��ورد ق��ض��ای��ای ٣.٢

١٨ پ��ی��وس��ت��ه اول م��رت��ب��ه م��ن��ط��ق ٣

١٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . پ��ی��وس��ت��ه اول م��رت��ب��ه م��ن��ط��ق م��ع��ن��اش��ن��اس��ی و زب��ان ١.٣

٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . م��ت��ری��ک ت��ک��م��ی��ل و ج��ان��ش��ان��ی ٢.٣

۴٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ٢ گ��روه اص��ل�ه��ا: ٣.٣

۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ی��ی��ات ض��رور ۴.٣

۵٨ پ��ی��وس��ت��ه اول م��رت��ب��ه م��ن��ط��ق ت��م��ام��ی��ت ۴

۵٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ت��م��ام��ی��ت ق��ض��ی��ه ١.۴

۶٨ م��راج��ع

۶٩ ن��م��ای��ه و ان��گ��ل��ی��س��ی ب��ه ف��ارس��ی واژه�ن��ام��ه

٧٠ ف��ارس��ی ب��ه ان��گ��ل��ی��س��ی واژه�ن��ام��ه



چ��ک��ی��ده
�ت �ی� �ام� �م� ت� �ی �وع� ن� �ه ک� �ت اس� �ول اص� از �ه�ای �وع� �م� �ج� م� �ی �ررس� ب� �ه �ام� ن� �ان �ای� پ� �ن ای� �ی �ل� اص� �دف ه�

�ق �ط� �ن� م� در �ه ک� �ود �ی�ش� م� داده �ان �ش� ن� �اً �وص� �ص� �خ� م� �د. ده� �ه �ج� �ی� �ت� ن� را �ه �ت� �وس� �ی� پ� اول �ه �ب� �رت� م� �ق �ط� �ن� م� �رای ب�

�ر) گ� ا �ا �ه� �ن� ت� (و �ر گ� ا �ت اس� �ا �ل�ارض� �اب� ق� �اً) �ام� �م� (ت� �ا �ول�ه� �رم� ف� از �ه�ای �وع� �م� �ج� م� �ه �ت� �وس� �ی� پ� اول �ه �ب� �رت� م�

�ی �وع� ن� �ه �ت� �وس� �ی� پ� اول �ه �ب� �رت� م� �ق �ط� �ن� م� �ه ک� �ود �ی�ش� م� �ه �ج� �ی� �ت� ن� �ب �ل� �ط� م� �ن ای� از �د. �اش� ب� �ار �ازگ� س�

Σ ⊢ φ
.
− ۲−n �ر گ� ا �ا �ه� �ن� ت� و) �ر گ� (ا Σ |= φ آن �ر �اب� �ن� ب� �ه ک� �د، �ن� �ی�ک� م� �ا ارض� را �وی ق� �ت �ی� �ام� �م� ت� از �ب �ری� �ق� ت�

،Σ |= φ �ر گ� ا �ه ک� �د �ن� ک� �ی م� �ان �ی� ب� �وی ق� �ت �ی� �ام� �م� ت� از �ی �ب� �ری� �ق� ت� �ورت ص� �ن ای� .n < ω �ام �م� ت� �رای ب�

�ت �دس� ب� را φ �ی �ت� درس� از �ی �واه� �خ� دل� �ای �ب�ه� �ری� �ق� ت� �د �ن� �وان� �ی�ت� م� Σ از �ی �اه� �ن� �ت� م� �ای �ات�ه� �ب� اث� �ن �رای� �اب� �ن� ب�

�ی �ن� �ع� ی� �ود �ی�ش� م� �رح �ط� م� �ی �ت� �ن� س� �ور ط� �ه ب� �دل م� �ه �ری� �ظ� ن� در �ه ک� �اوت �ف� �ت� م� �ه�ای �ل� �ئ� �س� م� �لاوه �ه�ع� ب� �د. ده�

�ود �ی�ش� م� �ل �اص� ح� �ه �ت� �وس� �ی� پ� اول �ه �ب� �رت� م� �ق �ط� �ن� م� �ت �ی� �ام� �م� ت� از �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �ی �ررس� ب� را �ری �ذی� �م�پ� �ی� �م� �ص� ت�

اس��ت. ت��ص��م��ی��م�پ��ذی��ر ب��ازگ��ش��ت��ی) ش��م��ارش�پ��ذی��ر ح��ت��ی (ی��ا ب��ازگ��ش��ت��ی اص��ول ب��ا ک��ام��ل ن��ظ��ری��ه ی��ک ک��ه

پ��ی��وس��ت��ه. اول م��رت��ب��ه م��ن��ط��ق ت��م��ام��ی��ت، ک��ل��ی��دی: ک��ل��م��ات



١ ف��ص��ل

م��ق��دم��ه

ک��ام��ل م��ت��ری س��اخ��ت��اره��ای ک��لاس��ی��ک آن��ال��ی��ز ت��وس��ع��ه ب��ه م��ت��م��ای��ل ک��ه م��دل ن��ظ��ری��ه م��ت��خ��ص��ص��ی��ن م��ی��ان در پ��ی��وس��ت��ه اول م��رت��ب��ه م��ن��ط��ق

اس��ت. گ��رف��ت��ه ق��رار ع��لاق��ه م��ورد م��ی�ب��اش��د ب��ان��اخ) ف��ض��اه��ای و ه��ی��ل��ب��رت ف��ض��اه��ای اح��ت��م��ال، ج��ب��ره��ای (ه��م��ان��ن��د

ط��ب��ی��ع��ی س��وال��ی ش��ده، ش��روع چ��ارچ��وب ای��ن در م��دل ن��ظ��ری��ه م��ط��ال��ع��ه�ی ب��ا پ��ی��ش از ک��ه پ��ی��وس��ت��ه اول م��رت��ب��ه م��ن��ط��ق در ت��ح��ق��ی��ق ب��ا

ده��د؟ ن��ت��ی��ج��ه را ت��م��ام��ی��ت از ن��وع��ی ک��ه دارد وج��ود اص��ول از ج��ال��ب��ی م��ج��م��وع��ه�ی آی��ا م��ی�آی��د: وج��ود ب��ه ب��ررس��ی ب��رای

م��ی�ک��ن��د. ب��ررس��ی م��ق��دم��ات��ی) ک��لاس��ه��ای (م��ان��ن��د را م��ت��ن��اظ��رش��ان م��دل�ه��ای ک��لاس�ه��ای و اول م��رت��ب��ه ن��ظ��ری��ه�ی دق��ی��ق غ��ی��ر ب��ی��ان ب��ه

ای��ن در ت��ح��ق��ی��ق��ات ده��د. ب��دس��ت س��اخ��ت��ار آن خ��ود م��ورد در م��س��ت��ق��ی��م ب��ی��ن��ش��ی م��ی�ت��وان��د س��اخ��ت��ار ی��ک اول م��رت��ب��ه ن��ظ��ری��ه خ��واص

در ب��ه�ع��لاوه اس��ت. گ��راف�ه��ا و گ��روه�ه��ا م��ی��دان�ه��ا، ه��م��ان��ن��د ج��ب��ری اص��ط��لاح ب��ه س��اخ��ت��اره��ای ب��ه م��ح��دود ک��لاس��ی��ک ط��ور ب��ه م��ورد

در �ه (ک� �د �اش� �ی�ب� م� دارا را �لال �ق� �ت� اس� از �ار �ت� �وش�رف� خ� �ی �وم� �ه� �ف� م� �ه ک� �ی �ای� �ه�ه� �ری� �ظ� �دار-ن� �ای� پ� �ای �ه�ه� �ری� �ظ� ن� �ب �ل� اغ� �د �دی� ج� �دل م� �ه �ری� �ظ� ن�

از گ��س��ت��رش��ی ب��ه�ع��ن��وان [٧] در ک��ه پ��ی��وس��ت��ه اول م��رت��ب��ه م��ن��ط��ق م��ی�گ��ی��رد. ق��رار م��ط��ال��ع��ه م��ورد اس��ت)- ی��ک��ت��ا ه��م��ی��ش��ه وج��ود ص��ورت

�ه ب� �ری �ب� ج� �ای �اره� �ت� �اخ� س� �ک �ی� �لاس� ک� �ل �ی� �ل� �ح� ت� �ه ب� دادن �ت �ع� وس� �ازه�ی اج� �ت، اس� �ده ش� �ت �رداخ� پ� �ک �ی� �لاس� ک� اول �ه �ب� �رت� م� �ق �ط� �ن� م�

�ت��اره��ای س��اخ� ک��لاس�ه��ای ک��ه ک��رد ن��ش��ان خ��اط��ر (ب��ای��د م��ی�ده��د. را ک��ام��ل �ت��ری��ک م� �ت��اره��ای س��اخ� از �ن��وع��ی �ت� م� �ی��ع��ی �ب� ط� ک��لاس�ه��ای

ق��اب��ل ب��ن��اب��رای��ن و اس��ت ن��ام��ت��ن��اه��ی خ��اص��ی��ت��ی ک��م��ال اص��ل م��ث��لا ب��اش��ن��د، م��ق��دم��ات��ی ک��لاس��ی��ک م��ع��ن��ای ب��ه ن��م��ی�ت��وان��ن��د ک��ام��ل م��ت��ری��ک

و �ه �ت� �وس� �ی� پ� اول �ه �ب� �رت� م� �ق �ط� �ن� م� از �ی �ل� ک� �ی �ررس� ب� �ک ی� �رای ب� را [١] �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� �ت، �س� �ی� ن� �ک �ی� �لاس� ک� اول �ه �ب� �رت� م� �ق �ط� �ن� م� در �ان �ی� ب�

واح��د) (گ��وی�ه��ای ک��لاس م��ث��لا ب��ب��ی��ن��ی��د. اح��ت��م��ال ن��ظ��ری��ه و ت��اب��ع��ی آن��ال��ی��ز در م��ت��ری��ک س��اخ��ت��اره��ای از ان��واع��ی روی ک��ارب��رده��ای��ش

�ای �ض� ف� ی��ک در �ا �د�ه� �ام� �ش� �ی� پ� از �ول ب� �ر �ب� ج� (ی��ک �د. �ی�ان� �ات� �دم� �ق� م� �ی �ن� �ع� م� �ن �دی� ب� �ال �م� �ت� اح� �ای �ره� �ب� ج� ک��لاس و �ب��رت �ل� �ی� ه� �ای �اه� �ض� ف� از

�ای��داری پ� �ی��ک ک��لاس� �ه��وم �ف� م� �ه�ع��لاوه ب� اس��ت.) d(A,B) = µ(A) �ت��ر م� �ا ب� و �ف��ر ص� ان��دازه�ی �ا ب� ای��ده�آل�ه��ای �ری��ب �ق� ت� �ا ب� �ال��ی �م� �ت� اح�

و �ب��رت �ل� �ی� ه� ف��ض��اه��ای ک��لاس ک��ه اس��ت �ی��ز ش��گ��ف��ت�ان��گ� ح��دی ت��ا واق��ع، در ی��اب��د �ت��رش گ��س� �ت��ه �ی��وس� پ� اول �ب��ه م��رت� �ن��ط��ق م� ب��ه م��ی�ت��وان��د

اس��ت. اح��ت��م��الات��ی اس��ت��ق��لال و ت��ع��ام��د ت��رت��ی��ب ب��ه آن�ه��ا در اس��ت��ق��لال ک��ه ه��س��ت��ن��د پ��ای��دار اح��ت��م��ال ج��ب��ره��ای

پ��ی��وس��ت��ه اول م��رت��ب��ه م��ن��ط��ق ط��رف ی��ک از اس��ت. ش��ده ارائ��ه پ��ی��وس��ت��ه اول م��رت��ب��ه م��ن��ط��ق از پ��ی��ش م��ن��ط��ق ن��وع دو ی��خ��ی ت��ار ط��ور ب��ه

�ای �ده� �ن� �رای� ف� �ه �ت� �وس� �ی� پ� اول �ه �ب� �رت� م� �ط��ق �ن� م� �د �ن� �ان� �م� ه� �ه ک� �د �ن� �ت� �س� ه� �ای��ی �ق�ه� �ط� �ن� م� �اری �ت� �اخ� س� �ای �ه�ه� �ن� �ی� �ش� �ی� پ� دارد. �اری �ت� �اخ� س� �ه�ای �ن� �ی� �ش� �ی� پ�

١



م��ق��دم��ه .١ ٢ف��ص��ل

�ه�ه��ای �ن� �ی� �ش� �ی� پ� �ن �ی� �ن� چ� �د. �دادن� ن� �ه �ع� �وس� ت� �ام��ل ک� �ری��ک �ت� م� �ای �اره� �ت� �اخ� س� �ه�ی �ع� �ال� �ط� م� �ه ب� آن�را �اه �چ�گ� �ی� ه� ول��ی �د �رن� �ی�ب� م� �ار �ه�ک� ب� را �ن��ی �ی� �اش� م�

�ی ارزش� �د �ن� چ� �ق �ط� �ن� م� و [١۴] �چ �وی� �اس� �وک� ل� �ی ارزش� �د �ن� چ� �ق �ط� �ن� م� ،[١١] �ر �ل� �س� �ای� ک� و �گ �ان� چ� �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ق �ط� �ن� م� �ل �ام� ش� �اری �ت� �اخ� س�

در اس��ت. �ی �ل� ک� �دازه ان� از �ی��ش ب� �ل �ام� ک� �ری��ک �ت� م� �ای �اه� �ض� ف� �ه�ی �ع� �ال� �ط� م� �رای ب� �ر �ل� �س� �ای� ک� و �ان��گ چ� �ق �ط� �ن� م� �ود. �ی�ش� م� [١٧] �ا �ک� �اول� پ�

پ��ی��وس��ت��ه اول م��رت��ب��ه م��ن��ط��ق وج��ود ای��ن ب��ا ی��اف��ت��ه�ان��د. ت��وس��ع��ه م��ت��ف��اوت��ی م��ن��ظ��وره��ای ب��ه پ��اول��ک��ا م��ن��ط��ق و ل��وک��اس��وی��چ م��ن��ط��ق ح��ال��ی�ک��ه

دارد. م��ن��ظ��وری پ��ی��ش��ی��ن��ه�ه��ای پ��ی��وس��ت��ه اول م��رت��ب��ه م��ن��ط��ق دی��گ��ر ط��رف از اس��ت، ک��ای��س��ل��ر و چ��ای��ن��گ م��ن��ط��ق از ی��اف��ت��ه ب��ه��ب��ود گ��ون��ه�ای

از �ی ول� �د �ه�ان� �ت� �اف� ی� �ه �ع� �وس� ت� �ل �ام� ک� �ک �ری� �ت� م� �ای �اره� �ت� �اخ� س� �ه�ی �ع� �ال� �ط� م� �رای ب� �ه ک� �د �ن� �ت� �س� ه� �ی �ای� �ق�ه� �ط� �ن� م� آن �وری �ظ� �ن� م� �ای �ه�ه� �ن� �ی� �ش� �ی� پ�

اول م��رت��ب��ه م��ن��ط��ق م��ن��ظ��وری پ��ی��ش��ی��ن��ه�ه��ای ن��م��ی�ک��ن��ن��د. اس��ت��ف��اده پ��ی��وس��ت��ه اول م��رت��ب��ه م��ن��ط��ق روش�ه��ای م��ش��اب��ه م��اش��ی��ن��ی روش�ه��ای

[۶–۴] ،cats �ار �ص� �ت� اخ� �ه ب� �ا ی� �رده �ش� ف� �رد �ج� م� �ای �ه�ه� �ری� �ظ� ن� و [١۶] �اخ �ان� ب� �ای �اره� �ت� �اخ� س� �رای ب� �ون �س� �ن� ه� �ق �ط� �ن� م� �ل �ام� ش� �ه �ت� �وس� �ی� پ�

�ه �ب� �رت� م� �ن��ط��ق م� ای��ن�ک��ه �ه��م م� �اً م��خ��ص��وص� �م��ی�ب��رد. ن� رن��ج �ا �ن��ط��ق�ه� م� در �ت��ی ک��اس� �ی��ن �ن� چ� از دی��گ��ر �ت��ه �ی��وس� پ� اول �ب��ه �رت� م� �ن��ط��ق م� م��ی�ب��اش��د.

ک��لاس��ی��ک اول م��رت��ب��ه �ن��ط��ق م� ب��ه ج��ه��ات از ب��س��ی��اری در و داش��ت��ه پ��ی��ش��ی��ن �ن��ط��ق�ه��ای م� از ک��م��ت��ری �ن��ی��ک��ی ت��ک� درگ��ی��ری پ��ی��وس��ت��ه اول

�ن ای� �ت. اس� �ری��ک �ت� م� �از ب� �رده �ش� ف� �رد �ج� م� �ای �ه�ه� �ری� �ظ� ن� �ق �ط� �ن� م� �ا ب� �ادل �ع� م� �ق �ط� �ن� م� �ن ای� در �ان �ی� ب� �درت ق� �لاوه �ه�ع� ب� �ت. اس� �ر �ک�ت� �زدی� ن�

�ه�ای �ون� گ� �ا ب� �ادل �ع� م� �ی �ان� �ی� ب� �درت ق� �ان �ن� �چ� �م� ه� و �د �ی�ده� م� �ه �ع� �وس� ت� را �اخ �ان� ب� �ای �اره� �ت� �اخ� س� �رای ب� �ون �س� �ن� ه� �ق �ط� �ن� م� �ن �ی� �ن� �چ� �م� ه� �ق �ط� �ن� م�

�ه، �ت� �وس� �ی� پ� اول �ه� �ب� �رت� م� �ق �ط� �ن� م� �ک، �ی� �لاس� ک� اول �ه� �ب� �رت� م� �ق �ط� �ن� م� از �ی �رش� �ت� �س� گ� �وان �ن� �ه�ع� ب� �ت. داراس� را �ون �س� �ن� ه� �ق �ط� �ن� م� از �ی �ع� �ی� �ب� ط�

�ه�ه��ای م��ش��خ��ص� ب��س، �ذی��ری �ری��ف�پ� �ع� ت� �ه�ی �ی� ق��ض� �ری��گ، ک� �اب��ی درون�ی� �ه�ی �ی� ق��ض� �رام، گ� �ا �ی� دی� �ان�ه��ای �ره� ب� �م، �ول� �ک� �ای��م-اس� ل��ون�ه� �ه�ی �ی� ق��ض�

از �ی �اس� اس� �ی �ج� �ای� �ت� ن� �پ �ای� ت� �ذف ح� �ه�ی �ی� �ض� ق� �ن، �گ� �م� ه� و �اع �ب� اش� �ای �دل�ه� م� �ود وج� �رای ب� �ی �ج� �ای� �ت� ن� �ی، �دل� م� �ی��ت �ام� �م� ت� و �ور س� ح��ذف

�ه �ت� �وس� �ی� پ� اول �ه �ب� �رت� م� �ط��ق �ن� م� �ه�ع��لاوه ب� �د. �ن� �ی�ک� م� �رآورده ب� را �ات��ی �دم� �ق� م� م��دل �ه �ری� �ظ� ن� �ر �گ� دی� �ای��ج �ت� ن� �ه�ی �م� ه� �اً �ب� �ری� �ق� ت� و �ای��ی �ای� پ� �ه�ی �ری� �ظ� ن�

در م��دل ن��ظ��ری��ه�ی ب��رده��ای ک��ار در غ��لاف��ی) �ت��ن�ه��ای س��اخ� �اب��رای��ن �ن� ب� (و ض��رب��ی ف��وق �ت��ن�ه��ای س��اخ� ب��رای �اب��ی ردی� �اب��ل ق� چ��ارچ��وب��ی

�ز �ی� �ه� �ج� ت� �ا ب� �ه �ت� �وس� �ی� پ� اول �ه �ب� �رت� م� �ق �ط� �ن� م� در �ه، �دس� �ن� ه� و �ز �ی� �ال� آن� از �ط �رای� ش� �ان �ی� ب� در �ع واق� در و �د �ی�ده� م� �ت �دس� ب� �ه �دس� �ن� ه� و �ز �ی� �ال� آن�

دارد. وج��ود ط��ب��ی��ع��ی ک��ام��لا اح��س��اس��ی م��ش��ت��رک، زب��ان ی��ک ب��ا آن��ال��ی��ز و م��دل م��ت��خ��ص��ص��ی��ن ن��ظ��ری��ه�ی

پ��ای��ان�ن��ام��ه ک��ل��ی س��اخ��ت��ار ١.١

دوم: ف��ص��ل

و �ی �ت� درس� �ای �ای� �ض� ق� �م. �ی� �ن� �ی�ک� م� �ری��ف �ع� ت� را �ه �ت� �وس� �ی� پ� �زاره�ای گ� �ق �ط� �ن� م� و �چ �وی� �اس� �وک� ل� �زاره�ای گ� �ق �ط� �ن� م� �دا �ت� اب� �ل �ص� ف� �ن ای� در

م��ش��اب��ه��ی ق��ض��ای��ای م��ن��ط��ق، دو ای��ن ب��ی��ن م��ن��اس��ب ت��رج��م��ه�ای ارائ��ه�ی ب��ا و ک��رده اث��ب��ات ل��وک��اس��وی��چ م��ن��ط��ق ب��رای را ت��م��ام��ی��ت

آورد. خ��واه��ی��م ب��دس��ت پ��ی��وس��ت��ه گ��زاره�ای م��ن��ط��ق ب��رای را

س��وم: ف��ص��ل

�ان �ی� ب� �ی��ک �لاس� ک� اول �ه�ی �ب� �رت� م� �ق �ط� �ن� م� �ه �اب� �ش� م� �ه �ت� �وس� �ی� پ� اول �ه�ی �ب� �رت� م� �ق �ط� �ن� م� �ی �اس� �ن� �اش� �ن� �ع� م� و �ان زب� �دا �ت� اب� �ل �ص� ف� �ن ای� در

ت��ع��ب��ی��ر گ��زاره�ای ح��ال��ت م��ش��اب��ه م��ن��ط��ق��ی راب��ط�ه��ای و پ��ی��وس��ت��ه ت��واب��ع��ی ب��ه م��ح��م��ول��ی و ت��اب��ع��ی ن��م��اده��ای آن در ک��ه م��ی�ش��ود،

م��ی�ش��ود.

م��ق��دار ب��ه ب��س��ت��گ��ی ف��ق��ط س��اخ��ت ی��ک در ف��رم��ول ی��ک درس��ت��ی ی��ا ت��رم ی��ک م��ق��دار ک��لاس��ی��ک، اول م��رت��ب��ه�ی م��ن��ط��ق ه��م��ان��ن��د

در ف��رم��ول �ت��ی درس� در اث��ری �ه �ت� ب��س� �ی��ره��ای �غ� �ت� م� �ر �ی� �غ� ت� اس��ت. �رق��رار ب� �ز �ی� ن� �ن��ی �ی� �ان��ش� ج� ل��م و دارد �ا آن�ه� در آزاد �ی��ره��ای �غ� �ت� م�



م��ق��دم��ه .١ ٣ف��ص��ل

ن��دارد. س��اخ��ت ی��ک

دو �ر ه� �ه ب� �ت �ب� �س� ن� �ی �ت� درس� و �ت �ی� �ام� �م� ت� و �د �ن� �ت� �س� ه� �ازی �ل�س� �ام� ک� �ل �اب� ق� �ه ک� �وده ب� �ک �ری� �ت� م� دارای �ه �ت� �وس� �ی� پ� �ای �اره� �ت� �اخ� س�

اس��ت. ب��رق��رار ک��ام��ل ن��ا ی��ا ک��ام��ل م��ت��ری��ک�ه��ای ب��ا پ��ی��وس��ت��ه س��اخ��ت��اره��ای

م��ت��غ��ی��ره��ای ت��غ��ی��ر و ت��ع��م��ی��م ق��ض��ی��ه�ی اس��ت��ن��ت��اج، ق��ض��ی��ه�ی م��ان��ن��د آن خ��واص از ب��رخ��ی و ش��ده م��ع��رف��ی اص��ول از دس��ت��گ��اه��ی

م��ج��م��وع��ه�ی م��ی�ش��ود. ان��ج��ام م��ث��ال چ��ن��د روی آن�ه��ا اج��رای و اث��ب��ات�ه��ا ت��ول��ی��د ج��ه��ت در ی��ت��م�ه��ای��ی ال��گ��ور ارائ��ه�ی ب��ا ب��س��ت��ه

خ��واص از ب��رخ��ی و ک��لاس��ی��ک ح��ال��ت ب��ا آن�ه��ا ت��ع��ری��ف ت��ف��اوت در م��لاح��ظ��ات��ی ب��ا ف��رم��ول�ه��ا از ک��س��ی��م��ال م��ا س��ازگ��اره��ای

م��ی�ش��ود. ب��ی��ان آن�ه��ا

چ��ه��ارم: ف��ص��ل

ک��لاس��ی��ک ح��ال��ت در ه��ن��ک��ی��ن ک��ام��ل م��ج��م��وع��ه�ی ی��ک ت��ع��ری��ف ب��ودن ن��ام��ن��اس��ب ب��اره�ی در ب��ح��ث��ی ارائ��ه�ی ب��ا ف��ص��ل ای��ن در

�ر ب� �ی �ن� �ب� م� �م ی� دار �ی �ای� �ای� �ض� ق� �ک �ی� �لاس� ک� �ت �ال� ح� �د �ن� �ان� �م� ه� و �ده ش� �ه ارائ� آن �رای ب� �ی �ب� �اس� �ن� م� �ف �ری� �ع� ت� �ه، �ت� �وس� �ی� پ� �ت �ال� ح� �رای ب�

در �ه�ای �م��وع� م��ج� �ی��ن �ن� چ� ای��ن�ک��ه و �م��ال �ی� ک��س� �ا م� �ار �ازگ� س� و �ی��ن �ک� �ن� ه� �ام��ل ک� �ه�ی �ری� ن��ظ� ی��ک �ه ب� �ار �ازگ� س� �ه�ی �ری� ن��ظ� �ر ه� �ت��رش گ��س�

درج��ات ت��ع��ری��ف ب��ا ن��ت��ی��ج��ه ای��ن م��ی�ش��ود. ن��ت��ی��ج��ه پ��ی��وس��ت��ه م��ن��ط��ق ت��م��ام��ی��ت ای��ن�رو از م��ی�ش��ود. ارض��ا پ��ی��ش-س��اخ��ت��ار ی��ک

م��ی�ش��ود. ت��ق��وی��ت ف��رم��ول ب��رای اث��ب��ات�پ��ذی��ری و درس��ت��ی



٢ ف��ص��ل

پ��ی��وس��ت��ه گ��زاره�ای م��ن��ط��ق

پ��ی��وس��ت��ه م��ن��ط��ق و ل��وک��اس��وی��چ م��ن��ط��ق ١.٢

ب��ا S۰ از آزاد ب��ه�ط��ور S و ب��اش��د م��ج��زا ن��م��اده��ای از م��ج��م��وع��ه ی��ک S۰ = {Pi : i ∈ I} ک��ن��ی��م ف��رض ١.١.٢ ت��ع��ری��ف

� م��ی�ن��ام��ی��م. ل��وک��اس��وی��چ گ��زاره�ای م��ن��ط��ق ی��ک را S ش��ود. ت��ول��ی��د ¬ ی��گ��ان��ی ع��م��ل��گ��ر و −̇ دوت��ای��ی ع��م��ل��گ��ر

ب��اش��د. ل��وک��اس��وی��چ گ��زاره�ای م��ن��ط��ق ی��ک S ک��ن��ی��م ف��رض ٢.١.٢ ت��ع��ری��ف

ده��ی��م گ��س��ت��رش v : S → [۰, ۱] ی��ک��ت��ای ن��گ��اش��ت ب��ه را v۰ م��ی����������������ت��وان��ی��م ب��اش��د، ن��گ��اش��ت ی��ک v۰ : S۰ → [۰, ۱] گ��ر ا .١

ب��ه�ط��وری�ک��ه

υ(φ −̇ ψ) := v(φ) −̇ v(ψ) := max(v(φ)− v(ψ), ۰).

v(¬φ) := ۱− v(φ).

م��ی�ن��ام��ی��م. v۰ �ب��ن��اب��ر ش��ده ت��ع��ری��ف درس��ت��ی ن��س��ب��ت�ده��ی را v

و φ ∈ Σ �ر ه� �رای ب� v(φ) = ۰ �ر گ� ا �م، �ی� �ام� �ی�ن� م� Σ از �دل م� ی��ک را v و v |= Σ �م �ی� �س� �وی� �ی�ن� م� ،Σ ⊆ S �رای ب� .٢

.v |= {φ} گ��ر ا v |= φ م��ی�ن��وی��س��ی��م ه��م��چ��ن��ی��ن

ب��اش��د. داش��ت��ه م��دل ی��ک گ��ر ا م��ی�ن��ام��ی��م، ق��اب��ل�ارض��ا را Σ ⊆ S .٣

ب��اش��د. φ از م��دل ی��ک ه��م��چ��ن��ی��ن Σ از م��دل ه��ر گ��ر ا ،Σ |= φ م��ی�ن��وی��س��ی��م .۴

�

ی��م. دار س��رک��ار ل��وک��اس��وی��چ گ��زاره�ای م��ن��ط��ق ی��ک ب��ا ای��ن�ک��ه دادن ن��ش��ان ب��رای Σ |=L φ ب��ن��وی��س��ی��م م��ی�ت��وان��ی��م

۴
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�ا ی� �ی �ت� درس� از �ه درج� �ک ی� �ادل �ع� م� r ∈ (۰, ۱] �ر ه� و �ت اس� �ی �ت� درس� �ادل �ع� م� ۰ �ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ه �ظ� �لاح� م� ٣.١.٢ ت��ب��ص��ره

−̇ �ی��ک ک��لاس� �ن��ط��ق م� در ک��ه �م �ی� �ن� م��ی�ک� �اه��ده م��ش� �ی��ن �ن� �م��چ� ه� م��ی�ش��ود. �ر �ی� �ب� �ع� ت� �ل��ق م��ط� �ل��ط��ی غ� �ن��وان �ه�ع� ب� ۱ �ک��ه اس��ت، �ل��ط��ی غ�

ک��ن��ی��م ت��ع��ب��ی��ر زی��ر ب��ه�ص��ورت را ψ −̇ φ م��ی�ت��وان��ی��م م��ی�ک��ن��د. ب��ازی را → ن��ق��ش م��ش��اب��ه ن��ق��ش��ی

�ور �ه�ط� ب� �ا ی� اس��ت درس��ت ψ �دازه�ی ان� �ه ب� �ر �ث� ک� �دا ح� φ و اس��ت �ل��ط غ� ψ �دازه�ی �ه�ان� ب� �داق��ل ح� φ و �ود م��ی�ش� �ه �ج� �ی� �ت� ن� φ از ψ

م��ی�ده��ی��م. ت��رج��ی��ح را آخ��ر ت��ع��ب��ی��ر اس��ت. φ م��س��اوی ی��ا ک��م��ت��ر ψ س��اده

ب��ا S۰ از آزاد ب��ه�ط��ور S و ب��اش��د م��ج��زا ن��م��اده��ای از م��ج��م��وع��ه ی��ک S۰ = {pi : i ∈ I} ک��ن��ی��م ف��رض ۴.١.٢ ت��ع��ری��ف

م��ی�ن��ام��ی��م. پ��ی��وس��ت��ه گ��زاره�ای م��ن��ط��ق را S ش��ود. ت��ول��ی��د ۱
۲ و ¬ ی��گ��ان��ی ع��م��ل��گ��ر و −̇ دوت��ای��ی ع��م��ل��گ��ر

�

م��دل�ه��ا اس��ت. ت��ع��ری��ف�پ��ذی��ر v( ۱۲φ) =
۱
۲v(φ) اض��اف��ی ش��رط ب��ا ٢.١.٢ (١) ت��ع��ری��ف در v درس��ت��ی ن��س��ب��ت�ده��ی ی��ک

م��ی�ش��ون��د. ت��ع��ری��ف ٢.١.٢ ت��ع��ری��ف ه��م��ان��ن��د م��ن��ط��ق��ی اس��ت��ن��ت��اج و ارض��اش��دن��ی و

ی��م. دار س��رک��ار پ��ی��وس��ت��ه گ��زاره�ای م��ن��ط��ق ی��ک ب��ا ای��ن�ک��ه دادن ن��ش��ان ب��رای Σ |=CL φ ب��ن��وی��س��ی��م م��ی�ت��وان��ی��م

١ گ��روه اص��ل�ه��ا: ٢.٢

�ی��ان ب� را ل��وک��اس��وی��چ گ��زاره�ای �ن��ط��ق م� از اص��ل �ه��ار چ� �ت��دا اب� �ی��م. �ن� م��ی�ک� �ی��ان ب� را اص��ل �ال��ب ق� �ه��ارده چ� از م��ورد ش��ش �ن��ون ک� ا

م��ی�ک��ن��ی��م.

(A١) (φ −̇ ψ) −̇ φ.

(A٢) ((χ −̇ φ) −̇ (χ −̇ ψ)) −̇ (ψ −̇ φ).

(A٣) (φ −̇ (φ −̇ ψ)) −̇ (ψ −̇ (ψ −̇ φ)).

(A۴) (φ −̇ ψ) −̇ (¬ψ −̇ ¬φ).

م��ن��ط��ق ب��رای اص��ل�ب��ن��دی ی��ک ک��ن��ی��م، اض��اف��ه م��ن��اس��ب) زب��ان (در اب��ت��دای��ی اص��ل چ��ه��ار ب��ه را ب��ع��دی اص��ل ق��ال��ب دو وق��ت��ی

ی��م. م��ی�آور ب��دس��ت پ��ی��وس��ت��ه گ��زاره�ای

(A۵) ۱
۲φ −̇ (φ −̇ ۱

۲φ).

(A۶) (φ −̇ ۱
۲φ) −̇

۱
۲φ.

�اً �وص� �ص� �خ� م� �د. �ن� �ی�ک� م� �ار �ت� رف� �د �ای� ب� �ه ک� �ان �ن� آن�چ� ۱
۲ �ه ک� �د �ن� �ن� �ی�ک� م� �ان �ی� ب� (A۶) و (A۵) �ه ک� �د �ی� �ن� ک� �ه �وج� ت�

φ ∔ ψ �د. �ن� �ن� �ی�ک� م� �اره اش� ۱
۲φ ∔ ۱

۲φ = φ �ه �ن�ک� ای� �ه ب� دو �ر ه� (A۶) و (A۵) �ده، ش� داده �ر �ی� �ب� �ع� ت� �ت �ح� ت�

−̇ از �ده ش� داده �ر �ی� �ب� �ع� ت� �ق �اب� �ط� م� �ن �رای� �اب� �ن� ب� �ود، �ی�ش� م� �ف �ری� �ع� ت� φ ∔ ψ := ¬(¬φ −̇ ψ) �ورت �ه�ص� ب�

ب��ن��اب��رای��ن م��ی�ش��ود. داده x∔ y = min(x+ y, ۱) ب��ن��اب��ر ∔ ب��رای ت��ع��ب��ی��ری
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v(φ∔ ψ) = v(¬(¬φ −̇ ψ)) = ۱− v(¬φ −̇ ψ) = ۱−max(v(¬φ)− v(ψ), ۰)

= ۱−(v(¬φ)−v(ψ)) = ۱−(۱−v(φ)−v(ψ)) = ۱− ۱+v(φ)+v(ψ) = v(φ)+v(ψ).

�ه ک� �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ده �اه� �ش� م� و φ ∨ ψ = ¬(¬φ ∧ ¬ψ) و φ ∧ ψ = φ −̇ (φ −̇ ψ) �م �ی� �ن� �ی�ک� م� �ف �ری� �ع� ت�

.v(φ ∨ ψ) = max(v(φ), v(ψ)) و v(φ ∧ ψ) = min(v(φ), v(ψ))

آن در �ه ک� �د �ون� �ی�ش� م� �ف �ری� �ع� ت� �ی �ع� �ی� �ب� ط� روش در �ق �ط� �ن� م� دو �ر ه� �رای ب� ⊢ �ه �ط� راب� و �وری ص� �اج �ت� �ن� �ت� اس�

اس��ت MP م��ق��دم وض��ع اس��ت��ن��ت��اج ق��اع��ده ت��ن��ه��ا

φ, ψ −̇ φ

ψ

i < n ه��ر ب��رای ب��ه�ط��وری�ک��ه اس��ت (φi ∈ Σ) ف��رم��ول�ه��ای از م��ت��ن��اه��ی دن��ب��ال��ه ی��ک ،Σ از ص��وری اس��ت��ن��ب��اط ی��ک

φk = φi − φj �ک��ه دارن��د وج��ود j, k < i (iii) ی��ا و φi ∈ Σ (ii) اس��ت، اص��ل ق��ال��ب از م��ث��ال ی��ک φi (i)

م��ی�ن��وی��س��ی��م و اس��ت.) اس��ت��ن��ت��اج ق��اب��ل ی��ا و م��ی�ش��ود (ن��ت��ی��ج��ه� اس��ت ق��اب��ل�اث��ب��ات Σ ف��رض��ی��ات از φ ک��ه م��ی�گ��وی��ی��م ای��ن�رو از

Σ از φ ف��رم��ول ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م م��لاح��ظ��ه ش��ود. خ��ت��م φ ب��ه ک��ه ب��اش��د داش��ت��ه وج��ود Σ از ص��وری اس��ت��ن��ت��اج ی��ک گ��ر ا Σ ⊢ φ

از �ن��اب �ت� اج� ب��رای ب��اش��د. �ب��ات�پ��ذی��ر اث� Σ از �ن��اه��ی �ت� م� �م��وع��ه�ی �ر�م��ج� زی� ی��ک ت��وس��ط �ه ک� اس��ت �ب��ات �اب��ل�اث� ق� �ت��ی �ال� ح� در �ق��ط ف�

�ات �ب� �ل�اث� �اب� ق� Σ از φ �وی��چ �اس� �وک� ل� �زاره�ای گ� �ق �ط� �ن� م� در �ه �ن�ک� ای� دادن �ان �ش� ن� �رای ب� Σ ⊢L φ �م �ی� �س� �وی� �ن� ب� �م �ی� �وان� �ی�ت� م� �ل �ک� �ش� م�

اس��ت. ق��اب��ل�اث��ب��ات پ��ی��وس��ت��ه گ��زاره�ای م��ن��ط��ق در Σ از φ ای��ن�ک��ه دادن ن��ش��ان ب��رای Σ ⊢CL φ م��ی�ن��وی��س��ی��م و اس��ت

�ه �ت� �س� واب� �چ �وی� �اس� �وک� ل� �زاره�ای گ� �ق �ط� �ن� م� و �ه �ت� �وس� �ی� پ� �زاره�ای گ� �ق �ط� �ن� م� از �ات �ب� اث� �ا�ی �م�ه� �ت� �س� �ی� س� �ه �ون� �گ� چ� �ه ک� �ت اس� �ح واض�

�ن��اظ��راً �ت� (م� Σ |=L φ پ��س ( Σ ⊢CL φ �راً �ن��اظ� �ت� (م� Σ ⊢L φ گ��ر ا ک��ه �ن��ی �ع� م� ب��دی��ن �ن��د، �ت� درس� �ت��م �ی��س� س� دو ه��ر �ن��د. �ت� ه��س�

.( Σ |=CL φ

م��ی�ک��ن��ی��م. ت��م��ام ت��ب��ص��ره ی��ک و ق��راردادی ن��ش��ان��ه�گ��ذاری ان��دک��ی و ت��ع��ری��ف ی��ک ب��ا را ق��س��م��ت ای��ن

و Σ ⊢ φ �ی��م ب��اش� �ه �ت� داش� φ ف��رم��ول ه��ر ب��رای �ر گ� ا اس��ت ن��اس��ازگ��ار Σ ف��رم��ول�ه��ای از �م��وع��ه م��ج� ی��ک ١.٢.٢ ت��ع��ری��ف

� اس��ت. س��ازگ��ار غ��ی��ر�ای��ن�ص��ورت در

م��ی�ک��ن��ی��م ت��ع��ری��ف n < ω روی ب��ازگ��ش��ت از اس��ت��ف��اده ب��ا را ψ −̇ nφ ٢.٢.٢ ت��وج��ه

١. ψ −̇ ۰φ := ψ.

٢. ψ −̇ (n+ ۱)φ := (ψ −̇ nφ) −̇ φ.

۲−n م��ی�ک��ن��ی��م ف��رض و م��ی�گ��ی��ری��م ن��ظ��ر در ¬(φ −̇ φ) ب��رای م��خ��ت��ص��ر�ن��وی��س��ی را ۱ ،φ ف��رم��ول ه��ر ب��رای ٣.٢.٢ ت��وج��ه

ب��اش��د. ¬۱ ب��رای م��خ��ت��ص��ر�ن��وی��س��ی ۰ و ب��اش��د ۱۲ · · ·
۱
۲︸ ︷︷ ︸

nب��ار

۱ ب��رای م��خ��ت��ص��ر�ن��وی��س��ی
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ب��ه�ک��ارگ��ی��ری ب��ا ۱ از ش��ده ت��ول��ی��د D م��ج��م��وع��ه�ی و v درس��ت��ی ن��س��ب��ت�ده��ی ه��ر ب��رای ک��ه م��ی�ک��ن��ی��م م��لاح��ظ��ه ۴.٢.٢ ت��ب��ص��ره

k ≤ ۲n و k, n < ω ک��ه k
۲n ف��رم ب��ه اع��دادی م��ج��م��وع��ه�ی D = {v(d) : d ∈ D} ی��م دار ۱

۲ و −̇ و ¬ ع��م��ل��گ��ره��ای

ش��وی��م. ق��ائ��ل D و ش��ده ت��ول��ی��د ای��ن�گ��ون��ه ک��ه D ن��ح��وی م��ج��م��وع��ه�ی ب��ی��ن ت��م��ای��زی ن��ب��ای��د ن��م��اد�گ��ذاری در س��ادگ��ی ب��رای اس��ت.

ن��ی��از م��ورد ق��ض��ای��ای ٣.٢

و n,m ∈ N �ر ه� �رای ب� و Σ ⊆ S و �د �اش� ب� �چ �وی� �اس� �وک� ل� �زاره�ای گ� �ق �ط� �ن� م� �ک ی� S �ر گ� ا ١.٣.٢ ل��م

ی��م دار ،ψn,φ̄ = ۱ −̇ nφ۱ −̇ · · · −̇ nφm ک��ن��ی��م ت��ع��ری��ف ،φ̄ = (φ۱, φ۲, · · · , φm) ∈ Σm

.v(φ) > ۰ آن�گ��اه ،v(φ −̇ ψ) > ۰ گ��ر ا .١

.v(φ −̇ nψ) > ۰ آن�گ��اه ،v(φ −̇ (n+ ۱)ψ) > ۰ گ��ر ا .٢

.v(۱ −̇ n۱φ۱ −̇ · · · −̇ nmφm) > ۰ آن�گ��اه ،v(۱ −̇ n۱φ۱ −̇ · · · −̇ (nm + ۱)φm) > ۰ گ��ر ا .٣

آن�گ��اه ،v(۱ −̇ n۱φ۱ −̇ · · · −̇ nmφm) > ۰ گ��ر ا .۴

.v(۱ −̇ n۱φ۱ −̇ · · · −̇ nmφm) = ۱−
∑m

i=۱ niv(φi)

.
∑m

i=۱ v(φi) <
۱
n آن�گ��اه ،v(ψn,φ̄) > ۰ گ��ر ا .۵

.v(ψn,φ̄) > ۱
۲ آن�گ��اه ،v(ψ۲n,φ̄) > ۰ گ��ر ا .۶

:φ̄ ⊆ φ̄′ و n ≤ n′ ه��ر ب��رای .٧

.v(ψn,φ̄) > ۰ آن�گ��اه ،v(ψn′,φ̄′) > ۰ گ��ر ا (i)

.v(ψn,φ̄) > ۱
۲ آن�گ��اه ،v(ψ۲n′,φ̄′) > ۰ گ��ر ا (ii)

v(φ −̇ ψ) > ۰ گ��ر ا ب��ن��اب��رای��ن ،v(φ −̇ ψ) = max(v(φ)− v(ψ), ۰) ی��م دار ٢.١.٢ ت��ع��ری��ف از .١ اث��ب��ات.

.v(φ) > ۰ درن��ت��ی��ج��ه ،v(φ) > v(ψ) پ��س ،v(φ −̇ ψ) = v(φ)− v(ψ) > ۰ ی��م، دار ب��اش��د

�ه �ج� �ی� �ت� ن� (۱) �ت �م� �س� ق� از �ال ح� و v(φ −̇ (n + ۱)ψ) = v((φ −̇ nψ) −̇ ψ) > ۰ �م ی� دار ٢.٢.٢ از .٢

. v(φ −̇ nψ) > ۰ م��ی�گ��ی��ری��م

ی��م دار ٢.٢.٢ ب��ن��اب��ر ،v(۱ −̇ n۱φ۱ −̇ · · · −̇ (nm + ۱)φm) > ۰ گ��ر ا .٣

v(۱ −̇ n۱φ۱ −̇ · · · −̇ (nmφm) −̇ φm) = v(۱ −̇ n۱φ۱ −̇ · · · −̇ (nm + ۱)φm) > ۰

.v(۱ −̇ n۱ −̇ · · · −̇ nmφm) > ۰ ،(۱) ق��س��م��ت از و

م��ی�ده��ی��م ان��ج��ام ف��رم��ول ط��ول روی اس��ت��ق��راء ب��ا را اث��ب��ات .۴

.v(۱) = ۱ و v(۱) > ۰ ی��م دار m = ۰ ب��رای اس��ت��ق��راء: پ��ای��ه

آن��گ��اه ،v(۱ −̇ n۱φ۱ −̇ · · · −̇ nmφm) > ۰ گ��ر ا اس��ت��ق��راء: ف��رض

v(۱ −̇ n۱φ۱ −̇ n۲φ۲ −̇ · · · −̇ nmφm) = ۱− n۱v(φ۱)− n۲v(φ۲)− · · · − nmv(φm),
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م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان ،v(۱ −̇ n۱φ۱ −̇ n۲φ۲ −̇ · · · −̇ (nm + ۱)φm) > ۰ گ��ر ا اس��ت��ق��راء: ح��ک��م

v(۱ −̇ n۱φ۱ −̇ n۲φ۲ −̇ · · · −̇ (nm+۱)φm) = ۱−n۱v(φ۱)−n۲v(φ۲)−· · ·−(nm+۱)v(φm),

v(۱ −̇ n۱φ۱ −̇ n۲φ۲ −̇ · · · −̇ (nm + ۱)φm) = v((۱ −̇ n۱φ۱ −̇ n۲φ۲ −̇ · · · −̇ nmφm) −̇ φm)

= max(v(۱ −̇ n۱φ۱ −̇ n۲φ۲ −̇ · · · −̇ nmφm))− v(φm), ۰)
(∗)
= v(۱ −̇ n۱φ۱) −̇ · · · −̇ nmφm)− v(φm)

(∗∗)
= ۱− n۱v(φ۱)− n۲v(φ۲)− · · · − nmv(φm)− v(φm)

= ۱− n۱v(φ۱)− n۲v(φ۲)− · · · − (nm + ۱)v(φm).

اس��ت. ب��رق��رار اس��ت��ق��راء ح��ک��م در ف��رض ب��ن��اب��ر ت��وض��ی��ح(*):

اس��ت. ب��رق��رار ل��م (۳) ق��س��م��ت و اس��ت��ق��راء ف��رض ب��ن��اب��ر ت��وض��ی��ح(**):

ی��م دار (۴) ق��س��م��ت ب��ن��اب��ر v(ψn,φ̄) > ۰ گ��ر ا .۵

v(ψn,φ̄) = ۱− n(v(φ۱) + · · ·+ v(φm)) > ۰,

درن��ت��ی��ج��ه

v(φ۱) + · · ·+ v(φm) <
۱
n
.

ی��م دار (۵) و (۴) ق��س��م��ت ب��ن��اب��ر .۶

v(ψn,φ̄) = ۱− n(v(φ۱) + · · ·+ v(φm)) > ۱− n( ۱
۲n) =

۱
۲ .

.٧

v(ψn,φ̄) = v(۱ −̇ nφ۱ −̇ nφ۲ −̇ · · · −̇ nφm)

= ۱− n(v(φ۱) + · · ·+ v(φm))

≥ ۱− n′(v(φ۱) + · · ·+ v(φm) + · · ·+ v(φm′))

= v(ψn′,φ̄′) > ۰

.(۷(i)) و (۶) ق��س��م��ت�ه��ای ب��ن��اب��ر .٨

�رای ب� �ن �رای� �اب� �ن� ب� �د، �اش� ب� �ه �ت� �داش� ن� �ی �دل� م� Σ ⊆ S و �د �اش� ب� �چ �وی� �اس� �وک� ل� �زاره�ای گ� �ق �ط� �ن� م� ی��ک S �م �ی� �ن� ک� �رض ف� ٢.٣.٢ ل��م
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ب��ه�ط��وری�ک��ه ه��س��ت φi ∈ Σ ف��رم��ول i ≤ m ه��ر و n,m ∈ N

|= ۱ −̇ nφ۱ −̇ · · · −̇ nφm.

م��ی�ده��ی��م ق��رار .v(ψn,φ̄) > ۰ ک��ه دارد وج��ود v ت��اب��ع n, φ̄ ه��ر ب��رای ک��ن��ی��م ف��رض اث��ب��ات.

An,φ̄ = {v ∈ [۰, ۱]S | v(ψn,φ̄) ≥
۱
۲} ⊆ [۰, ۱]S ,

.∩An,φ̄ ̸= ∅ م��ی�ک��ن��ی��م ث��اب��ت ک��ان��ت��ور ق��ض��ی��ه�ی ط��ب��ق اس��ت ف��ش��رده [۰, ۱]I ک��ه آن�ج��ا از

م��ی�ک��ن��ی��م ث��اب��ت دل��خ��واه An۱,φ̄۱ , · · · , Ank,φ̄k
ب��رای م��ن��ظ��ور ای��ن ب��رای

An۱,φ̄۱ ∩ · · · ∩Ank,φ̄k
̸= ∅,

.n = max{n۱, n۲, · · · , nk} و φ̄ = φ̄۱ ∪ · · · ∪ φ̄k م��ی�ده��ی��م ق��رار

(٧) از پ��س v(ψ۲n,φ̄) > ۰ ک��ه دارد وج��ود v خ��ل��ف ف��رض ب��ن��اب��ر .ni ≤ n و φ̄i ⊆ φ̄ ی��م دار ۱ ≤ i ≤ k ه��ر ب��رای

.v(ψni,φ̄) ≥ ۱
۲ داری��م ١.٣.٢

.v ∈ Ani,φ̄i داش��ت خ��واه��ی��م ، ۱ ≤ i ≤ k ه��ر ب��رای ب��ن��اب��رای��ن

�ه �ج� �ی� �ت� درن� v(ψn,φ) ≥ ۱
۲ > ۰ �م داری� ψn,φ ≡ ۱ −̇ nφ و �واه �خ� دل� n �رای ب� و φ �ول �رم� ف� �رای ب�

پ��س v(ψn,φ) = ۱− nv(φ) ≥ ۱
۲

nv(φ) ≤ ۱− ۱
۲ =

۱
۲ ⇒ ∀n ۰ ≤ v(φ) ≤ ۱

۲n ⇒ v(φ) = ۰,

ن��دارد. م��دل Σ ک��ه اس��ت ای��ن ب��ا م��ت��ن��اق��ص ک��ه ،v |= Σ پ��س

�چ �وی� �اس� �وک� ل� �زاره�ای گ� �ق �ط� �ن� م� �ک ی� S �م �ی� �ن� ک� �رض ف� ( ل��وک��اس��وی��چ م��ن��ط��ق ب��رای ض��ع��ی��ف ت��م��ام��ی��ت ) ٣.٣.٢ ح��ق��ی��ق��ت

. ⊢ φ گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا |= φ درای��ن�ص��ورت .φ ∈ S و ب��اش��د

ت��ن��ه��ا و گ��ر ا اس��ت س��ازگ��ار Σ ب��ن��اب��رای��ن ،Σ ⊆ S و ب��اش��د ل��وک��اس��وی��چ ای گ��زاره م��ن��ط��ق S ک��ن��ی��م ف��رض ۴.٣.٢ ق��ض��ی��ه

ب��اش��د. داش��ت��ه م��دل ی��ک گ��ر ا

�ت��ی درس� �ه �ی� �ض� ق� از و Σ ⊢ ۱ �رای��ن �اب� �ن� ب� �د، �اش� ب� �ار �ازگ� �اس� ن� �ی ول� �د �اش� ب� �ه �ت� داش� v �ن��د �ان� م� م��دل ی��ک Σ �م �ی� �ن� ک� ف��رض اث��ب��ات.

.Σ |= ۱ ی��م دار

�م �ک� ح� و �اط��ل ب� �ل��ف خ� ف��رض �ن �رای� �اب� �ن� ب� اس��ت �اق��ض �ن� ت� �ه ک� v(۱) = ۰ �ن��ی �ع� ی� اس��ت �ز �ی� ن� ١ م��دل اس��ت، Σ م��دل v چ��ون

م��ی�ش��ود. ث��اب��ت

ب��رای φi ∈ Σ و m و n ،٢.٣.٢ ل��م ب��ن��اب��ر ب��اش��د، ن��داش��ت��ه م��دل��ی ول��ی ب��اش��د س��ازگ��ار Σ ک��ن��ی��م ف��رض دی��گ��ر ط��رف ب��رای
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داری��م ق��ب��ل��ی ح��ق��ی��ق��ت از .|= ψ ی��م دار ψ = ۱ −̇ nφ۰ −̇ · · · −̇ nφm−۱ ب��رای ب��ه�ط��وری�ک��ه دارد وج��ود i < m ه��ر

.Σ ⊢ ۱ م��ی�گ��ی��ری��م ن��ت��ی��ج��ه MP از اس��ت��ف��اده ب��ا و ⊢ ψ

دی��گ��ر ط��رف از

v(φ −̇ ۱) = max(v(φ)− v(۱), ۰),

Σ ⊢ ۱ چ��ون ⊢ φ −̇ ۱ داری��م ت��م��ام��ی��ت ق��ض��ی��ه�ی ب��ن��اب��ر و |= φ −̇ ۱ پ��س م��ی�ش��ود ص��ف��ر ب��الا ع��ب��ارت v(φ) ≤ ۱ چ��ون

■ اس��ت. φ ب��ودن س��ازگ��ار ب��ا م��ت��ن��اق��ض ک��ه Σ ⊢ φ ،MP از

ج��ای��گ��ش��ت و n,m, k < ω و φ,ψ, χ ∈ S و آزاد) ل��زوم��اً (ن��ه S ل��وک��اس��وی��چ گ��زاره�ای م��ن��ط��ق ه��ر ب��رای ۵.٣.٢ ل��م

داری��م k روی σ

١. ⊢L φ −̇ φ.

٢. ⊢L φ −̇ ۱

٣. ⊢L (φ −̇ ψ) −̇ (۱ −̇ n(ψ −̇ φ)).

۴. ⊢L ((ψ −̇ (n+m)φ) −̇ ((ψ −̇ χ) −̇ nφ)) −̇ (χ −̇ mφ).

۵. ⊢L (¬φ −̇ ¬ψ) −̇ (ψ −̇ φ).

۶. ⊢L ((φ −̇ ψ) −̇ χ) −̇ ((φ −̇ χ) −̇ ψ).

٧. ⊢L (· · · ((ψ −̇ φσ(۰)) −̇ φσ(۱)) −̇ · · · −̇ φσ(k−۱)) −̇ (· · · (((ψ −̇ φ۰) −̇ φ۱) −̇ · · · −̇ φk−۱).

٨. ⊢L (((ψ′ −̇ φ′) −̇ (ψ −̇ φ)) −̇ (ψ′ −̇ ψ)) −̇ (φ −̇ φ′).

ی��م دار ت��ع��ری��ف ب��ن��اب��ر .١ اث��ب��ات.

v(φ −̇ φ) = max(v(φ)− v(φ), ۰) = ۰,

.⊢ φ −̇ φ ی��م دار ت��م��ام��ی��ت ق��ض��ی��ه�ی از و |= φ −̇ φ ب��ن��اب��رای��ن

.v(φ −̇ ۱) = ۰ ب��ن��اب��رای��ن ،v(φ) ≤ v(۱) داری��م φ ف��رم��ول ه��ر ب��رای .٢

�راء �ق� �ت� اس� �ا ب� و v(ψ −̇ φ) = max{v(ψ) − v(φ), ۰} = ۰ �اه آن�گ� v(ψ) ≤ v(φ) �ر گ� ا .٣

.v(۱ −̇ n(ψ −̇ φ)) = ۱ ک��ه م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان n روی

�ال ح� �م �ی� �ی�ده� م� �رار ق� v(۱ −̇ n(ψ −̇ φ)) = ۱ را �راء �ق� �ت� اس� �رض ف� و v(۱ −̇ ۰(ψ −̇ φ)) = v(۱) = ۱
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م��ی�ک��ن��ی��م ث��اب��ت

v(۱ −̇ (n+ ۱)(ψ −̇ φ)) = ۱,

v(۱ −̇ (n+ ۱)(ψ −̇ φ)) = v((۱ −̇ n(ψ −̇ φ)) −̇ (ψ −̇ φ))

= max(v(۱ −̇ n(ψ −̇ φ))− v(ψ −̇ φ), ۰)

= max(۱, ۰) = ۱,

ب��ن��اب��رای��ن

v((φ −̇ ψ) −̇ (۱ −̇ n(ψ −̇ φ))) = max(v(φ −̇ ψ)− v(۱ −̇ n(ψ −̇ φ), ۰) = ۰.

.v((φ −̇ ψ) −̇ (۱ −̇ n(ψ −̇ φ))) = ۰ و v(φ −̇ ψ) = ۰ آن�گ��اه v(φ) ≤ v(ψ) گ��ر ا

ک��ن��ی��م ف��رض م��ی�ده��ی��م. ان��ج��ام خ��ل��ف ب��ره��ان ب��ن��اب��ر را اث��ب��ات .۴

v(((ψ −̇ (n+m)φ) −̇ ((ψ −̇ χ) −̇ nφ)) −̇ (χ −̇ mφ)) > ۰,

ب��ن��اب��رای��ن

v((ψ −̇ (n+m)φ) −̇ ((ψ −̇ χ) −̇ nφ)) > v(χ −̇ mφ) ≥ ۰,

و

v((ψ −̇ (n+m)φ) −̇ ((ψ −̇ χ) −̇ nφ)) = v(ψ −̇ (n+m)φ)− v((ψ −̇ χ) −̇ nφ) > ۰,

پ��س

v(ψ −̇ (n+m)φ) > v((ψ −̇ χ) −̇ nφ) ≥ ۰,

،١.٣.٢ ل��م ب��ن��اب��ر و

v(ψ −̇ (n+m)φ) = v(ψ)− (n+m)v(φ),

ب��ه�ع��لاوه

v((ψ −̇ χ) −̇ nφ) ≥ v(ψ) −̇ v(χ)− nv(φ),
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ب��ن��اب��رای��ن

v(χ −̇ mφ) < v(ψ −̇ (n+m)φ)− v((ψ −̇ χ) −̇ nφ)

≤ v(ψ) −̇ (n+m)v(φ)− (v(ψ)− v(χ)− nv(φ))

= v(χ)−mv(φ)

پ��س

v(χ −̇ mφ) < v(χ)−mv(φ).

م��ی�ش��ود. ث��اب��ت ح��ک��م و اس��ت ت��ن��اق��ص ک��ه

.۵

v((¬φ −̇ ¬ψ) −̇ (ψ −̇ φ)) = max(v(¬φ −̇ ¬ψ)− v(ψ −̇ φ), ۰)

= max(max(v(¬φ)− v(¬ψ), ۰)−max(v(ψ)− v(φ), ۰), ۰)

= max(max(۱− v(φ)− ۱+ v(ψ), ۰)−max(v(ψ)− v(φ), ۰), ۰)

= max(max(v(ψ)− v(φ), ۰)−max(v(ψ)− v(φ), ۰), ۰)

= ۰

پ��س

⊢L (¬φ −̇ ¬ψ) −̇ (ψ −̇ φ).

.۶

v((φ −̇ ψ) −̇ χ) = max(v(φ −̇ ψ)− v(χ), ۰)

= max(max(v(φ)− v(ψ), ۰)− v(χ), ۰)

= max(v(φ)− v(ψ)− v(χ), ۰),
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و

v((φ −̇ χ) −̇ ψ) = max(v(φ −̇ χ)− v(ψ), ۰)

= max(v(φ)− v(χ)− v(ψ), ۰),

.v((φ −̇ ψ) −̇ χ) −̇ (φ −̇ χ) −̇ ψ)) = ۰ ب��ن��اب��رای��ن و v((φ −̇ ψ) −̇ χ) = v((φ −̇ χ) −̇ ψ) پ��س

■ م��ی�ش��ود. اث��ب��ات آن م��ش��اب��ه و اس��ت (۶) از ت��ع��م��ی��م��ی .٧

φ −̇ ψ و Σ �ر گ� ا Σ ⊆ S و φ,ψ ∈ S و آزاد) �اً �زوم� ل� �ه (ن� S �چ �وی� �اس� �وک� ل� �زاره�ای گ� �ق �ط� �ن� م� �ر ه� �رای ب� ۶.٣.٢ ل��م

.Σ ⊢ ψ −̇ φ داری��م ب��اش��د، ن��اس��ازگ��ار

دارد وج��ود n ∈ N و φ̄ ∈ Σ ،٢.٣.٢ ل��م ب��ن��اب��ر ن��دارد. م��دل پ��س ب��اش��د ن��اس��ازگ��ار φ −̇ ψ و Σ ک��ن��ی��م ف��رض اث��ب��ات.

ک��ه

|= ۱ −̇ n(φ −̇ ψ) −̇ nφ۱ −̇ · · · −̇ nφm,

،φ۱, φ۲, · · · , φm ∈ Σ �ون چ� و ⊢ ۱ −̇ n(φ −̇ ψ) −̇ nφ۱ −̇ · · · −̇ nφm �ت �ی� �ام� �م� ت� �ه�ی �ی� �ض� ق� �ر �اب� �ن� ب� و

■ .Σ ⊢ ψ −̇ φ ی��م دار ۵.(٣)٣.٢ ب��ن��اب��ر و Σ ⊢ ۱ −̇ n(φ −̇ ψ) ی��م دار MP ب��ن��اب��ر

Σ �ورت �ن�ص� درای� .Σ ⊆ S و �د �اش� ب� �ه �ت� �وس� �ی� پ� �زاره�ای گ� �ق �ط� �ن� م� �ک ی� S �م �ی� �ن� ک� �رض ف� ٧.٣.٢ ق��ض��ی��ه

ب��اش��د. ق��اب��ل�ارض��ا گ��ر ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا اس��ت س��ازگ��ار

ف��رض و �ده ش� �د �ی� �ول� ت� {Pφ : φ ∈ S} از آزاد �ور �ه�ط� ب� �ه ک� �د �اش� ب� �چ �وی� �اس� �وک� ل� �زاره�ای گ� �ق �ط� �ن� م� Sf �م �ی� �ن� ک� ف��رض اث��ب��ات.

ک��ن��ی��م

Σf۰ = {P¬φ −̇ ¬Pφ,¬Pφ −̇ P¬φ : φ ∈ S}

∪ {Pφ −̇ ψ −̇ (Pφ −̇ Pψ), (Pφ −̇ Pψ) −̇ Pφ −̇ ψ : φ,ψ ∈ S}

∪ {P ۱
۲φ

−̇ Pφ −̇ ۱
۲φ
, Pφ −̇ ۱

۲φ
−̇ P ۱

۲φ
: φ ∈ S}

Σf = {Pφ : φ ∈ Σ} ∪ Σf۰ .
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م��ی�ک��ن��ی��م. ت��ع��ری��ف v(φ) = vf (Pφ) ب��ن��اب��ر را v : S → [۰, ۱] ب��اش��د. داش��ت��ه vf م��دل ی��ک Σf ک��ن��ی��م ف��رض

ی��ع��ن��ی اس��ت. ن��س��ب��ت�ده��ی ت��اب��ع ی��ک v م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان اب��ت��دا اس��ت، Σ م��دل v م��ی�ک��ن��ی��م ث��اب��ت

١. v(¬φ) = ۱− v(φ)

٢. v(φ −̇ ψ) = max(v(φ)− v(ψ), ۰)

٣. v( ۱۲φ) =
۱
۲φ

م��ی�ک��ن��ی��م ث��اب��ت اب��ت��دا م��ن��ظ��ور ای��ن ب��رای

١. vf (P¬φ) = vf (¬Pφ)

٢. vf (Pφ −̇ ψ) = vf (Pφ −̇ Pψ)

٣. vf (P ۱
۲φ
) = vf (Pφ −̇ ۱

۲φ
)

ی��م دار اس��ت Σ م��دل ی��ک vf چ��ون اح��ک��ام ای��ن اث��ب��ات ب��رای و

vf (P¬φ −̇ ¬Pφ) = ۰ ⇒ vf (P¬φ) ≤ vf (¬Pφ),

vf (¬Pφ −̇ P¬φ) = ۰ ⇒ vf (¬Pφ) ≤ vf (P¬φ),

.vf (P¬φ) = vf (¬Pφ) پ��س

vf (Pφ −̇ ψ −̇ Pφ −̇ Pψ) = ۰ ⇒ vf (Pφ −̇ ψ) ≤ vf (Pφ −̇ Pψ),

vf (Pφ −̇ Pψ −̇ Pφ −̇ ψ) = ۰ ⇒ vf (Pφ −̇ Pψ) ≤ vf (Pφ −̇ ψ),

.vf (Pφ −̇ ψ) = vf (Pφ −̇ Pψ) پ��س

vf (P ۱
۲φ

−̇ Pφ −̇ ۱
۲φ
) = ۰ ⇒ vf (P ۱

۲φ
) ≤ vf (Pφ −̇ ۱

۲φ
),

vf (Pφ −̇ ۱
۲φ

−̇ P ۱
۲φ
) = ۰ ⇒ vf (Pφ −̇ ۱

۲φ
) ≤ vf (P ۱

۲φ
),

.vf (P ۱
۲φ
) = vf (Pφ −̇ ۱

۲φ
) پ��س

ی��م دار v ب��ودن ن��س��ب��ت�ده��ی ت��اب��ع اث��ب��ات ب��رای ح��ال

v(¬φ) = vf (P¬φ) = vf (¬Pφ) = ۱− vf (Pφ) = ۱− v(φ).
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v(φ −̇ ψ) = vf (Pφ −̇ ψ) = vf (Pφ −̇ Pψ) = max(vf (Pφ)− vf (Pψ), ۰) =

max(v(φ)− v(ψ), ۰).

vf ( ۱۲φ) = vf (P ۱
۲φ
) = vf (Pφ −̇ ۱

۲φ
) = v(φ −̇ ۱

۲φ) = max(v(φ) −̇ ۱
۲v(φ), ۰) =

۱
۲v(φ).

اس��ت. ن��س��ب��ت�ده��ی ن��گ��اش��ت ی��ک v پ��س

اس��ت. Σ م��دل v ب��ن��اب��رای��ن ،v |= Σ پ��س v(φ) = vf (Pφ) = ۰ درن��ت��ی��ج��ه Pφ ∈ Σf پ��س φ ∈ Σ ک��ن��ی��م ف��رض

اس��ت �ار �ازگ� �اس� ن� Σf �ه �ج� �ی� �ت� درن� �دارد، ن� م��دل Σf پ��س �د)، �اش� �ب� ن� �ا �ل�ارض� �اب� (ق� �د �اش� ب� �ه �ت� �داش� ن� �ی �دل� م� Σ �م �ی� �ن� ک� ف��رض �ال ح�

B۱, · · · , Bn �ر گ� ا �را زی� اس��ت) �ار �ازگ� �اس� ن� Σ �رای��ن �اب� �ن� (ب� Σ ⊢ ψ �ن�رو ای� از ،Σf ⊢ Pψ �م ی� دار ψ �ر ه� �رای ب� �ن �رای� �اب� �ن� ب�

ت��ب��دی��ل ب��ا Bi از B′
i ه��ر ک��ه اس��ت Σ از ψ ب��رای اس��ت��ن��ت��اج��ی B′

۱, · · · , B′
n آن�گ��اه ب��اش��د Σf از Pψ ب��رای اس��ت��ن��ت��اج��ی

م��ی�ش��ود. ح��اص��ل φ ب��ه Pφ ات��م�ه��ای

ی��م دار ب��ازگ��ش��ت��ی ب��ه�ط��ور

P ′
φ = φ

(¬φ)′ = ¬φ′

(φ −̇ ψ)′ = φ′ −̇ ψ′

�ر گ� ا �د �اش� �ی�ب� م� �ل اص� �ان �م� ه� از �ه �ون� �م� ن� �ک ی� �ز �ی� ن� B′
i پ��س �د �اش� ب� A۱ − A۴ �ول اص� از �ه �ون� �م� ن� �ک ی� Bi �ر گ� ا �وح وض� �ه ب�

ی��م دار را زی��ر ح��ال��ت چ��ن��د آن�گ��اه Bi ∈ Σf

.B′
i = φ ∈ Σ آن�گ��اه ،Bi = Pφ ب��اش��ی��م داش��ت��ه φ ∈ Σ ب��رای گ��ر ا .١

اس��ت. ق��ض��ی��ه ک��ه B′
i = ¬φ −̇ ¬φ آن�گ��اه ،Bi = P¬φ −̇ ¬Pφ گ��ر ا .٢

اس��ت. ق��ض��ی��ه ک��ه B′
i = ¬φ −̇ ¬φ آن�گ��اه ،Bi = ¬Pφ −̇ P¬φ گ��ر ا .٣

B′
i = �اه آن�گ� �د، �اش� ب� (Pφ −̇ Pψ) −̇ Pφ −̇ ψ �ا ی� Pφ −̇ ψ −̇ (Pφ −̇ Pψ) �ا ب� �ر �راب� ب� Bi �ر گ� ا .۴

اس��ت. ق��ض��ی��ه ک��ه (φ −̇ ψ)− (φ −̇ ψ)

اس��ت. (A۵) اص��ل ک��ه B′
i =

۱
۲φ −̇ (φ −̇ ۱

۲φ) آن�گ��اه ،Bi = P ۱
۲φ

−̇ Pφ −̇ ۱
۲φ

گ��ر ا .۵

اس��ت. (A۶) اص��ل ک��ه B′
i = (φ −̇ ۱

۲φ) −̇
۱
۲φ آن�گ��اه ،B′

i = Pφ −̇ ۱
۲φ

−̇ P ۱
۲φ

گ��ر ا .۶

م��ی�ش��ود. ح��اص��ل B′
k و B′

j از ن��ی��ز B′
i آن�گ��اه ب��اش��د، ش��ده ح��اص��ل MP ط��ب��ق Bk و Bj از Bi گ��ر ا .٧

.B′
n = P ′

ψ = ψ داش��ت خ��واه��ی��م اس��ت��ن��ت��اج ف��رم��ول آخ��ری��ن ب��رای ه��م��چ��ن��ی��ن

v م��دل دارای Σ گ��ر ا ،Σ |= ۱ درس��ت��ی ق��ض��ی��ه ب��ن��اب��ر و Σ ⊢ ۱ پ��س اس��ت ن��اس��ازگ��ار Σ ک��ن��ی��د ف��رض دی��گ��ر ط��رف ب��رای

■ اس��ت. v(۱) = ۱ ب��ا م��ت��ن��اق��ص ک��ه v(۱) = ۰ پ��س ب��اش��د

م��ی�آی��د. ب��دس��ت ق��ب��ل��ی ن��ت��ی��ج��ه از ب��لاف��اص��ل��ه ق��وی ت��م��ام��ی��ت از زی��ری��ن ت��ق��ری��ب
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�ه �ت� �وس� �ی� پ� �زاره�ای گ� �ق �ط� �ن� م� �ک ی� S �م �ی� �ن� ک� �رض ف� پ��ی��وس��ت��ه) م��ن��ط��ق ب��رای ش��ده ت��ق��ری��ب ق��وی (ت��م��ام��ی��ت ٨.٣.٢ ن��ت��ی��ج��ه

. n < ω ه��ر ب��رای Σ ⊢ φ −̇ ۲−n گ��ر �ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا Σ |= φ ب��ن��اب��رای��ن .φ ∈ S و Σ ⊆ S و ب��اش��د

پ��س Σ |= φ چ��ون v(Σ) = ۰ گ��ر ا زی��را ن��ی��س��ت، ق��اب��ل�ارض��ا Σ ∪ {۲−n −̇ φ} پ��س Σ |= φ ک��ن��ی��م ف��رض اث��ب��ات.

داری��م ۶.٣.٢ ل��م ب��ن��اب��ر و اس��ت ن��اس��ازگ��ار Σ ∪ {۲−n −̇ φ} پ��س v(۲−n −̇ φ) = ۲−n ̸= ۰ ب��ن��اب��رای��ن v(φ) = ۰

ک��ن��ی��م ف��رض Σ |= φ −̇ ۲−n ت��م��ام��ی��ت ق��ض��ی��ه�ی ب��ن��اب��ر Σ ⊢ φ −̇ ۲−n ،n ه��ر ب��رای گ��ر ا ب��رع��ک��س .Σ ⊢ φ −̇ ۲−n

۰ ≤ v(φ) ≤ ۲−n پ��س v(φ) ≤ φ(۲−n) �رای��ن �اب� �ن� ب� v(φ −̇ ۲−n) = ۰ �ن��ی �ع� ی� v |= φ −̇ ۲−n پ��س v |= Σ

■ .Σ |= φ درن��ت��ی��ج��ه v(φ) = ۰ ب��ن��اب��رای��ن n ه��ر ب��رای

ب��اش��د پ��ی��وس��ت��ه گ��زاره�ای م��ن��ط��ق ی��ک S ک��ن��ی��م ف��رض پ��ی��وس��ت��ه) م��ن��ط��ق ب��رای م��ت��ن��اه��ی ق��وی (ت��م��ام��ی��ت ٩.٣.٢ ح��ق��ی��ق��ت

. Σ ⊢ φ گ��ر �ا ت��ن��ه��ا و گ��ر ا Σ |= φ درای��ن�ص��ورت . φ ∈ S و م��ت��ن��اه��ی Σ ⊆ S و

داری��م φ,ψ ∈ S و S پ��ی��وس��ت��ه�ی گ��زاره�ای م��ن��ط��ق ه��ر ب��رای ١٠.٣.٢ ل��م

١. ⊢CL ۱
۲φ −̇ φ.

٢. ۱
۲φ ⊢CL φ

٣. ⊢CL ( ۱۲ψ −̇ ۱
۲φ) −̇

۱
۲(ψ −̇ φ).

ی��م دار ت��ع��ری��ف ط��ب��ق .١ اث��ب��ات.

v( ۱۲φ −̇ φ) = max(v( ۱۲φ)− v(φ), ۰) = max( ۱۲v(φ)− v(φ), ۰) = ۰

پ��س

|= ۱
۲φ −̇ φ.

.٢

١. ۱
۲φ (ف��رض)

٢. (φ −̇ ۱
۲φ) −̇

۱
۲φ (A۶)

٣. φ −̇ ۱
۲φ (۱, ۲,MP )

۴. φ (۱,۳,MP )


