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چͺيده

چͺيده
٢٠١٠ سال در ٢ لاکشمیͺانتام و ١ دهاگ توسط که هیبرید دیفرانسیل معادلات پایان�نامه، این در
همچنین و اساسͬ نامساوی�های برخͬ و وجودی نتایج و داده قرار بررسͬ مورد را شد، مطرح
معادلات نظریه سپس مͬ�کنیم. بیان معادلات این برای را مینیمال و ماکسیمال جواب�های وجود
١ < q < ٢ مرتبه از ریمان-لیوویل دیفرانسیلͬ عملͽر دربردارنده که کسری هیبرید دیفرانسیل
را کسری هیبرید دیفرانسیل معادلات برای وجودی قضیه مͬ�دهیم. قرار مطالعه مورد را است،
که اساسͬ نامساوی�های برخͬ و کنیم مͬ ثابت کاراتئودوری و شیتس لیپ شرایط ترکیب تحت
اصل ما همچنین مͬ�کنیم. اثبات را مͬ�شود، استفاده اکسترمالͬ جواب�های وجودی اثبات برای
در مͬ�گیرد. قرار استفاده مورد ها جواب کیفͬ رفتار بیشتر مطالعه برای که مͬ�کنیم اثبات را مقایسه
معرفͬ را نامنفͬ چͽالͬ تابع ͷی به وابسته توزیعͬ مرتبه از کسری هیبرید دیفرانسیل معادلات ادامه
مقایسه قضایای و اکسترمال جواب�های وجود دیفرانسیلͬ، نامساوی�های جواب، وجود و مͬ�کنیم

مͬ�کنیم. اثبات آن�ها برای را

.34K10 ،34A40 ،47H10 ،44A10 ،26A33 :٢٠١٠ ریاضͬ موضوعͬ بندی رده

اصل وجودی، قضیه دیفرانسیلͬ، نامساوی�ها�ی هیبرید، دیفرانسیل معادلات : کلیدی کلمات
توزیعͬ. مرتبه مقایسه،

١Dhage
٢Lakshmikantham

ج



مطالب فهرست

٣ مقدمه

۵ نمادها فهرست

۶ مقدمات و تعاریف ١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.١
۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . مرتبط تعاریف و باناخ و نرم�دار فضاهای ٢.١
١٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . باناخ جبرهای ٣.١
١٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لیپ�شیتس نͽاشت�های ۴.١
١۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ثابت نقطه قضایای ۵.١

١٩ کسری انتͽرال و دیفرانسیل حساب از مقدمه�ای ٢
١٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٢
١٩ . . . . . . . . . . . . . . کسری انتͽرال و دیفرانسیل در استفاده مورد توابع ٢.٢
٢١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ریمان-لیوویل کسری مشتق و انتͽرال ٣.٢
٢۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری دیفرانسیلͬ نامساوی�های ۴.٢
٢٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . لاپلاس تبدیلات بر مقدمه�ای ۵.٢
٣١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری انتͽرالهای از لاپلاس تبدیل ۶.٢
٣٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری مشتقات لاپلاس تبدیل ٧.٢

٣٣ هیبرید دیفرانسیل معادلات ٣
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.٣
٣٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هیبرید دیفرانسیل معادلات معرفͬ ٢.٣
٣۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وجودی نتیجه ٣.٣
٣٨ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مثال ۴.٣
٣٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . هیبرید دیفرانسیلͬ نامساوی�های ۵.٣



٢ مطالب فهرست

۴١ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مینیمال و ماکسیمال جواب�های وجود ۶.٣
۴۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقایسه قضیه�های ٧.٣
۴۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . برداری قطعه در اکسترمال جواب�های وجود ٨.٣

۴٩ کسری هیبرید دیفرانسیل معادلات ۴
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۴
۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری هیبرید دیفرانسیل معادلات معرفͬ ٢.۴
۵٠ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وجودی نتیجه ٣.۴
۵۴ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . کسری هیبرید دیفرانسیلͬ نامساوی�های ۴.۴
۵۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مینیمال و ماکسیمال جواب�های وجود ۵.۴
۵٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقایسه قضیه�های ۶.۴
۶٢ . . . . . . . . . . . . . . . . . برداری قطعه در اکسترمال جواب�های وجود ٧.۴

۶۵ توزیعͬ مرتبه از کسری هیبرید دیفرانسیل معادلات ۵
۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقدمه ١.۵
۶۵ . . . . . . . . . . . . . . . . هیبرید معادلات در لاپلاس تبدیل از استفاده ٢.۵
۶۶ . . . . . . . . . . توزیعͬ مرتبه از کسری هیبرید دیفرانسیل معادلات معرفͬ ٣.۵
۶٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . وجودی نتیجه ۴.۵
٧٣ . . . . . . . . . . . توزیعͬ مرتبه از کسری هیبرید دیفرانسیلͬ نامساوی�های ۵.۵
٧۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مینیمال و ماکسیمال جواب�های وجود ۶.۵
٧٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . مقایسه قضیه�های ٧.۵
٨١ . . . . . . . . . . . . . . . . . برداری قطعه در اکسترمال جواب�های وجود ٨.۵
٨٣ . . . . . . . . . . . . . ناپیوسته حالت در مثبت اکسترمال جواب�های وجود ٩.۵
٨۶ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ویژه حالت چند ١٠.۵

٨٩ مراجع

٩١ انͽلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

٩٣ فارسͬ به انͽلیسͬ واژه�نامه

٩۵ Abstract



مقدمه

جلب خود به را ریاضͬ دانشمندان از بسیاری توجه کسری دیفرانسیل معادلات اخیر سال�های در
ابزار�های .[٢٩ ،٢۴] است بوده همراه زیادی پیشرفت�های با آن کاربرد�های و نظریه زیرا است، کرده
معادلات مثال، عنوان به مͬ�شوند. برده کار به مختلف زمینه�های در کسری دیفرانسیل حساب
مدل�سازی در ٠ < q < ١ مرتبه از کسری ریمان-لیویل دیفرانسیلͬ عملͽر بردارنده در دیفرانسیل

.[٢١] مͬ�گیرد قرار استفاده مورد ͬͺفیزی پدیده�های
معادلات وسیله به که ͬͺدینامی سیستم�های مطالعه برای غیر�خطͬ آنالیز در ͬͽآشفت تͺنی�ͷهای
نمایش با دیفرانسیل معادله ͷی اغلب مفیدند. بسیار مͬ�شود داده نمایش انتͽرال و دیفرانسیل
بازه هر برای مثال، عنوان به نیست. تحلیل و تجزیه قابل به�راحتͬ مخصوص ͬͺدینامی سیستم ͷی

غیرخطͬ: اول مرتبه معمولͬ دیفرانسیل معادله ،R از J = [٠, T ] بسته و کراندار
x′(t) = f(t, x(t)),

x(٠) = x٠ ∈ R,

است ٣(IV P ) اولیه مقدار مسئله ͷی معادله، این .f : J × R −→ R آن در که بͽیرید، نظر در را
معادله ͷی از ͬͽآشفت مͬ�شود. نامیده آشفته دیفرانسیل معادله و است غیر�خطͬ آنالیز اساس که
ضرب شامل که ͬͽآشفت و مͬ�شود نامیده خطͬ ͬͽآشفت جمله، چند تفریق یا جمع شامل غیر�خطͬ

مͬ�نامند. مطلوب معادله از دوم درجه ͬͽآشفت را باشد جمله چند تقسیم یا
کرده جلب خود به را زیادی توجه دوم درجه آشفته غیر�خطͬ دیفرانسیل معادلات اخیر سال�های در
جزئیات .[٢٨ ،١٨ ،١۵ ،١١] مͬ�نامیم هیبرید دیفرانسیل معادلات را معادلات قبیل این ما است.
است. شده ارائه [١٧] در غیرخطͬ دیفرانسیل و انتͽرال معادله ͷی برای آشفتͽͬ�ها مختلف انواع

است. شده استفاده [١۴] در هیبرید معادلات برای تقریب روش�های همچنین
ریاضͬ آنالیز از اولیه�ای تعاریف و مقدمات اول فصل در است. شده تشͺیل فصل ۵ از پایان�نامه این
باناخ، جبر�های معرفͬ با همچنین مͬ�شود. ارائه داشت، خواهیم احتیاج آن به بعد فصل�های در که

است. بعدی فصل�های در ما کار اساس که مͬ�شود بیان باناخ جبر در ثابت نقطه قضیه تعدادی
عملͽر�های ویژگͬ و کسری انتͽرال و دیفرانسیل حساب از تعاریفͬ و مقدمات ابتدا دوم، فصل در
استفاده مورد بعد فصل�های در که دیفرانسیلͬ نامساوی تعدادی همچنین مͬ�شود. آورده مربوطه،

٣Initial Value Problem



۴ مقدمه

عملͽر�های روی لاپلاس تبدیل تاثیر بیان به فصل، این انتهای در مͬ�شوند. اثبات مͬ�گیرند، قرار
مͬ�پردازیم. شده تعریف کسری

اختصاص معادلات، این برای اساسͬ نتایج و هیبرید دیفرانسیل معادلات معرفͬ به سوم فصل
معادلات برای را اساسͬ دیفرانسیلͬ نامساوی�های برخͬ و یͺتایͬ و وجودی نتایج ابتدا است. یافته
اکسترمالͬ جواب�های وجود نامساوی�ها، نظریه از استفاده با سپس مͬ�کنیم. ثابت هیبرید، دیفرانسیل
[١۶] در لاکشمیͺانتام۵ و دهاگ۴ مͬ�کنیم. ثابت معادلات این�گونه برای را مقایسه�ای نتیجه ͷی و

کرده�اند. ثابت را نتایج این
ریمان- دیفرانسیلͬ عملͽر دربردارنده کسری، هیبرید دیفرانسیل معادلات نظریه چهارم فصل در
معادلات این برای را نتایجͬ همͺاران، و ۶ زائو مͬ�کنیم. معرفͬ را ١ < q < ٢ مرتبه از لیوویل
ترکیب تحت معادلات، این�گونه برای وجودی قضیه که ترتیب این به آورده�اند، دست به [٣٣] در
اساسͬ کسری دیفرانسیلͬ نامساوی�های برخͬ مͬ�شود. ثابت کاراتئودوری و لیپ�شیتس شرایط
وجودی اثبات برای که است شده نهاده بنا [٢٣] و [٢٢] در واتسالا٧ و لاکشمیͺانتام توسط که
اصل و مͬ�شود گرفته نظر در ضروری ابزارهای مͬ�گیرند. قرار استفاده مورد اکسترمالͬ جواب�های

بود. خواهد مفید جواب�ها کیفͬ رفتار روی بر بیشتر مطالعه برای که مͬ�شود، ثابت مقایسه
جدیدی رده شد، ارائه ۴ فصل در که کسری هیبرید دیفرانسیل معادلات دادن تعمیم با ،۵ فصل در
ͷی به رجوع با توزیعͬ، مرتبه از کسری هیبرید دیفرانسیل معادلات عنوان با هیبرید معادلات از
،[۵] در ٨ کپوتو توسط توزیعͬ مرتبه از کسری مشتق نظریه شد. خواهد مطرح نامنفͬ، چͽالͬ تابع
دیفرانسیلͬ، نامساوی�های وجودی، قضیه ͷی فصل این در همچنین است. شده ارائه [۴] و [۶]
انتهای در شد. خواهد ثابت معادلات این�گونه برای مقایسه قضیه�های و اکسترمال جواب�های وجود
مورد توزیعͬ، مرتبه از کسری هیبرید معادله دستͽاه چͽالͬ تابع برای را ویژه حالت چند فصل، این
و دستͽاه با هم�ارز معادله معادله، دستͽاه شͺل تغییر بیان به حالت هر در و مͬ�دهیم قرار بررسͬ
مطالب ما مͬ�پردازیم. فصل این در شده مطرح وجودی قضیه اثبات در موثر عملͽر دو کردن پیدا

کرده�ایم. ارائه [٢٧ ،٢۶ ،٢۵] مقالات قالب در را، فصل این از شده استخراج جدید
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١ فصل

مقدمات و تعاریف

مقدمه ١.١

آن�ها از آینده فصل�های در که مͬ�پردازیم ریاضͬ آنالیز از قضایایͬ و تعاریف بیان به فصل این در
کرد. خواهیم استفاده

مرتبط تعاریف و باناخ و نرم�دار فضاهای ٢.١

بعد فصل�های در را ما کار اساس باناخ، جبر در ثابت نقطه قضایای و باناخ و نرم�دار فضاهای
مربوطه، ثابت نقطه قضایای بیان و باناخ و نرم�دار فضاهای از تعریفͬ ارائه برای مͬ�دهند. تشͺیل

مͬ�شوند. بیان زیر شرح به که نیازمندیم [٣٢] و [٣١] ،[١] از تعاریفͬ و مقدمات به

از: است متشͺل برداری فضای ͷی .١.٢.١ تعریف

اسͺالرها؛ از F میدان ͷی (١)

بردارها؛ نام به اشیاء از V مجموعه ͷی (٢)

از β و α بردارهای از جفت هر به که برداری جمع نام به + : V × V −→ V دوتايͬ عمل ͷی (٣)
که: شرایط این با مͬ�سازد وابسته مͬ�شود نامیده β و α مجموع که را V از α+ β بردار V

،β و α بردار دو هر ازاء به دیͽر عبارت به است. جابجایͬ خاصیت دارای جمع (الف)
α+ β = β + α.

،γ و β ،α بردار سه هر ازاء به دیͽر به�عبارت است. شرکت�پذیری خاصیت دارای جمع (ب)

(α+ β) + γ = α+ (β + γ).



٧ مرتبط تعاریف و باناخ و نرم�دار فضاهای ٢.١

داریم V در α هر ازای به به�طوری�که است موجود V در صفر بردار نام به ٠ یͺتای بردار (ج)

α+ ٠ = α.

.α+(−α) = ٠ به�طوری�که است موجود V در −α یͺتای بردار ،V در α بردار هر ازای به (د)

بردار هر و F از c اسͺالر هر به که اسͺالری ضرب نام به . : V × F −→ V دوتایͬ عمل ͷی (۴)
شرایط این با سازد وابسته مͬ�شود نامیده α و c ضرب حاصل که را V در cα بردار V از α

که:

.١α = α ،١ ∈ F و V در α هر ازای به (الف)

.(c١c٢)α = c١(c٢α) ،c٢ و c١ اسͺالر دو هر و α بردار هر ازاء به (ب)

.c(α+ β) = cα+ cβ ،c اسͺالر هر و β و α بردار دو هر ازاء به (ج)

.(c١ + c٢)α = c١α+ c٢α ،α بردار هر و c٢ و c١ اسͺالر دو هر ازاء به (د)

ͷی را ∥.∥ : X −→ R تابع باشد. F میدان روی برداری فضای ͷی X کنید فرض .٢.٢.١ تعریف
کند: صدق زیر شرط سه در هرگاه مͬ�نامیم نرم

.x = ٠ اگر فقط و اگر ∥x∥ = ٠ و ∥x∥ ≥ ٠ ،x ∈ X هر ازای به (الف)

.∥αx∥ = |α| . ∥x∥ داریم ،α ∈ F هر و x ∈ X هر ازای به (ب)

.∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ ،x, y ∈ X هر ازای به (ج)

تعریف متر با X نرم�دار فضای مͬ�نامیم. نرم�دار فضای ͷی را ∥.∥ نرم به مجهز X برداری فضای
القایͬ متر را متر این که مͬ�شود، ͷمتری فضای ͷی به تبدیل ،d(x, y) = ∥x− y∥ صورت به شده

گوییم. نرم به�وسیله

مجموعه ͷی را X از A زیرمجموعه باشد. ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنیم فرض .٣.٢.١ تعریف
داشته وجود A از {s١, s٢, ..., sn} متناهͬ زیرمجموعه ͷی ،ϵ > ٠ هر برای اگر گوییم ١ کراندار کلا

به�طوری�که: باشد
A ⊆

n∪
k=١

B(sk, ϵ),

دیͽر به�عبارت است. ϵ شعاع و sk مرکز به ،X در باز گوی ͷی B(sk, ϵ) آن در که
B(sk, ϵ) = {x ∈ X : d(x, sk) < ϵ}.

١Totally bounded



٨ مقدمات و تعاریف .١

اگر گوییم ٢ تام را A این�صورت در .A ⊆ X و ͷمتری فضای ͷی X کنیم فرض .۴.٢.١ تعریف
باشد. A در همͽرا ،A در کوشͬ دنباله هر

فقط و اگر است فشرده Aاین�صورت در .A ⊆ X و ͷمتری فضای ͷی X فرضکنیم .۵.٢.١ قضیه
.[٣٢] باشد کراندار کلا و تام اگر

تام نرم وسیله به القایͬ متر به نسبت هرگاه گوییم تام را (X, ∥.∥) دار نرم فضای .۶.٢.١ تعریف
است باناخ فضای ͷی X دیͽر به�عبارت مͬ�نامیم. ٣ باناخ فضای ͷی را X این�صورت در باشد.
به�طوری�که باشد داشته وجود x ∈ X مانند عنصری ،X در {xn} مانند کوشͬ دنباله هر ازای به هرگاه

lim
n→∞

∥xn − x∥ = ٠.

کراندار عملͽر ͷی این�صورت، در باشند. باناخ فضاهای Y و X کنیم فرض .٧.٢.١ تعریف
باشد. کراندار کلا و پیوسته اگر گوییم ۴ پیوسته کامل به�طور را T : X −→ Y

فشرده نͽاشت ͷی را T : X −→ X نͽاشت باشد. باناخ فضای ͷی X فرضکنیم تعریف٨.٢.١.
باشد. X در فشرده مجموعه ͷی T (X) اگر، گوییم

برای اگر است غیر�اکید صعودی یا غیر�نزولͬ Q : [a, b] −→ X نͽاشت مͬ�گوییم .٩.٢.١ تعریف
.Qx ≤ Qy آن�گاه ،x ≤ y که x, y ∈ [a, b] هر

همه فضای باشد. اقلیدسͬ فضای ͷی از باز مجموعه زیر ͷی Ω کنیم فرض .١٠.٢.١ تعریف
فضا، این از f هر برای هرگاه گوییم ۵ هولدر فضای را دارند، پیوسته k مرتبه مشتق که Ω از توابعͬ

:f دامنه از y و x هر برای به�طوری�که باشد موجود α و C نامنفͬ و حقیقͬ ثابت�های
|f(x)− f(y)| ≤ C|x− y|α,

هولدر ثابت اگر مͬ�دهیم. نمایش Ck,α(Ω) نماد با را فضا این
|f |Ck,α = sup

x,y∈Ω,x ̸=y

|f(x)− f(y)|
|x− y|α

,

گوییم. موضعͬ هولدر پیوسته تابع ͷی را f آن�گاه باشد، کراندار Ω فشرده مجموعه زیر روی

است، مطلق پیوسته I روی f : I −→ R تابع باشد. R در بازه�ای I کنیم فرض .١١.٢.١ تعریف
مجزای زیر�بازه�های از دنباله ͷی هرگاه به�طوری�که باشد δ مثبت عدد ،ϵ مثبت عدد هر برای اگر

در I از (xk, yk)∑
k

|yk − xk| < δ,

٢Complete
٣Banach space
۴Completely continuous
۵Holder



٩ مرتبط تعاریف و باناخ و نرم�دار فضاهای ٢.١

آن�گاه کند، ∑صدق
k

|f(yk)− f(xk)| < ϵ.

مͬ�دهند. نمایش AC(I) با را I بر مطلق پیوسته توابع همه مجموعه

X از پیوسته توابع فضای C(X,R) باشد، ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنیم فرض .١٢.٢.١ تعریف
δ > ٠ͷی ،ϵ > ٠ هر برای اگر است هم�پیوسته B این�صورت در .B ⊂ C(X,R) و باشد R توی به

:a, x ∈ X هر و f ∈ B هر برای که به�طوری باشد، داشته وجود
d(x, a) < δ =⇒ |f(x)− f(a)| < ϵ.

خواهیم استفاده است، مشهور ۶ آرزلا-آسͺولͬ قضیه به که زیر قضیه از بعدی فصل�های در
کرد.

توابع فضای C(E) که ،F ⊆ C(E) و باشد فشرده ͷمتری فضای ͷی E فرضکنیم .١٣.٢.١ قضیه
هم�ارزند: زیر گزاره دو این�صورت در است، E روی مقدار مختلط پيوسته

است. فشرده F (١)

.[٣٢] است هم�پیوسته و بسته،کراندار F (٢)

گردایه باشد. X نا�تهͬ مجموعه از زیر�مجموعه�ها از نا�تهͬ گردایه�ای S فرضکنیم تعریف٢.١.١۴.
شرایط: در اگر نامیم مجموعه�ها از جبر ͷی را S

،A ∩B ∈ S آن�گاه ،A,B ∈ S اگر (الف)

،Ac ∈ S آن�گاه ،A ∈ S اگر (ب)

کند. صدق

دنباله هر ازاء به اگر نامیم جبر −σ ͷی را X مجموعه مجموعه�های زیر از S جبر .١۵.٢.١ تعریف
اجتماع: ،S از {An}

∞∪
n=١

An

باشد. S به متعلق

ͷی را X مجموعه�های زیر از S گردایه باشد. ناتهͬ مجموعه ͷی X کنیم فرض .١۶.٢.١ تعریف
کند: صدق زیر خاصیت سه در اگر نامیم نیم�حلقه

باشد، S به متعلق تهͬ مجموعه (١)
۶Arzela-Ascoli



١٠ مقدمات و تعاریف .١

،A ∩B ∈ S آن�گاه ،A,B ∈ S اگر (٢)

از اعضای از متناهͬ اجتماعͬ صورت به بتوان را تفاضل�شان ،S از مجموعه دو هر ازاء به (٣)
نوشت. S هم�جدای

ͷی را µ : P (X) −→ [٠,∞] تابع باشد. X توانͬ مجموعه P (X) کنید فرض .١٧.٢.١ تعریف
کند: صدق زیر ویژگͬ�های در هرگاه گوییم X روی بیرونͬ اندازه

،µ(∞) = ٠ (الف)

،µ(A) ≤ µ(B) آن�گاه A ⊆ B اگر (ب)

باشد. برقرار µ(
∞∪

n=١
An) ≤

∞∑
n=١

µ(An) نامساوی X زیرمجموعه�های از {An} دنباله هر ازای به (ج)

اندازه�پذیر را X از E مجموعه زیر باشد. X روی بیرونͬ اندازه ͷی µ کنیم فرض تعریف١٨.٢.١.
رابطه A ⊆ X هر ازای به هرگاه گوییم،

µ(A) = µ(A ∩ E) + µ(A ∩ Ec),

باز مجموعه زیر هر ازای به اگر گوییم، اندازه�پذیر را f : X −→ R تابع همچنین باشد. برقرار
باشد. اندازه�پذیر f−١(O) مجموعه ،O ⊆ R

زیر�مجموعه�های از نیم�حلقه�ای S نا�تهͬ، Xیͷمجموعه آن در که (X,S, µ) سه�تایͬ تعریف١٩.٢.١.
دارد. نام اندازه فضای ͷی است، S روی اندازه ͷی µ و ،X

X زیر�مجموعه�های از جبر −σͷی اندازه�پذیر مجموعه�های تمام از مرکب ∧ گردایه .٢٠.٢.١ قضیه
.[١] است

اندازه�پذیر مجموعه�های تمام گردایه ∧ و ،X بر خارجͬ اندازه ͷی µ کنیم فرض .٢١.٢.١ قضیه
.[١] است اندازه فضای ͷی (X,∧, µ) این�صورت، در باشد.

ϕ : X −→ R اندازه�پذیر تابع اگر باشد. اندازه فضای ͷی (X,S, µ) کنیم فرض .٢٢.٢.١ تعریف
ͷی ϕ ساده تابع ͷی همچنین دارد. نام ساده تابع ͷی ϕ آن�گاه بͽیرد، مقدار متناهͬ تعدادی فقط

به�شͺل نمایشͬ ϕ اگر دارد نام پله�ای تابع

ϕ =

n∑
i=١

aiχAi

و است متناهͬ اندازه با اندازه�پذیر مجموعه ͷی Ai هر آن در که باشد، داشته

χA(x) =

{١, x ∈ A,

٠, x ̸= A.
(١.١)



١١ مرتبط تعاریف و باناخ و نرم�دار فضاهای ٢.١

تابع ͷی را f : X −→ R تابع باشد. اندازه فضای ͷی (X,S, µ) کنیم فرض .٢٣.٢.١ تعریف
به��طوری�که باشد داشته وجود پله�ای توابع از {ϕn} مانند دنباله�ای اگر نامیم بالایͬ

ϕn ≤ ϕn+١ ،n هر برای جا همه تقریبا (١)

ϕn → f جا همه تقریبا (٢)

.lim ∫
ϕndµ <∞ (٣)

انتͽرال�پذیر را f : X −→ R تابع باشد. اندازه فضای ͷی (X,S, µ) کنیم فرض .٢۴.٢.١ تعریف
تقریبا به�طوری�که باشند داشته وجود v و u مانند بالایͬ تابع دو اگر نامیم انتͽرال�پذیر) فقط (یا لب

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به f (لب) انتͽرال این�صورت در .f = u− v جا ∫همه
fdµ =

∫
udµ−

∫
vdµ.

استفاده است، مشهور ٧ لب تسلطͬ همͽرایͬ قضیه به که زیر قضیه از بعدی فصل�های در
کرد. خواهیم

چون ثابتͬ انتͽرال�پذیر تابع و باشد انتͽرال�پذیر توابع از دنباله�ای {fn} کنیم فرض .٢۵.٢.١ قضیه
تقریبا هرگاه باشد. برقرار جا همه تقریبا |fn| ≤ g رابطه n هر ازاء به به�طوری�که باشد داشته وجود g

رابطه: و است انتͽرال�پذیر تابع ͷی f آن�گاه ،fn → f جا همه
lim

∫
fndµ =

∫
lim fndµ =

∫
fdµ,

.[١] است برقرار

توابع همه گردایه .٠ < p < ∞ و اندازه فضای ͷی (X,S, µ) کنیم فرض .٢۶.٢.١ تعریف
ضرب و جمع با مͬ�دهیم. نشان Lp(µ) با را باشد انتͽرال�پذیر |f |p به�طوری�که f مانند اندازه�پذیر
مͬ�کنیم: تعریف f ∈ Lp(µ) هر ازای به همچنین است، برداری فضای ͷی Lp(µ) معمولͬ اسͺالر

∥f∥p = (

∫
|f |p dµ)١/p,

باناخ فضای ͷی به تبدیل نرم این با Lp(µ) و است Lp(µ) روی نرم ͷی ،∥f∥p که است واضح
مͬ�شود.

است. مشهور ٨ ریس-فیشر قضیه به زیر، قضیه

ͷی Lp(µ) این�صورت در .١ ≤ p < ∞ و اندازه فضای ͷی (X,S, µ) کنیم فرض .٢٧.٢.١ قضیه
.[١] است باناخ فضای

٧Lebesgue dominated convergence theorem
٨Riesz-Fischer



١٢ مقدمات و تعاریف .١

٩ باناخ جبرهای ٣.١

به�طوری�که: باشد شده تعریف ∥.∥ نرم A روی اگر است، باناخ جبر ͷی A گوییم .١.٣.١ تعریف

باشد. باناخ فضای ͷی (A, ∥.∥) (١)

x, y, z ∈ A هر برای به�طوری�که باشد شده تعریف A روی A×A −→ Aبه�صورت یͷضرب (٢)
باشند: برقرار زیر خواص c ∈ C و

،(xy)z = x(yz) (الف)

،(x+ y)z = xz + yz (ب)

،x(y + z) = xy + xz (ج)

.c(xy) = (cx)y = x(cy) (د)

.∥xy∥ ≤ ∥x∥ ∥y∥ ،x, y ∈ A هر برای (٣)

،x ∈ A هر برای به�طوری�که باشد موجود e ∈ A مانند عنصری اگر است یͺدار A باناخ جبر گوییم
.∥e∥ = ١ و ex = xe = x

کند. مراجعه [٣٠] به مͬ�تواند خواننده باناخ، جبر�های به مربوط بیشتر جزئیات برای

گفته (٠) صفر راس با ١٠ مخروط ͷی X باناخ جبر از K غیر�تهͬ بسته مجموعه .٢.٣.١ تعریف
اگر: مͬ�شود

،K +K ⊆ K (١)

.λK ⊆ K باشیم داشته ،λ ≥ ٠ که λ ∈ R هر برای (٢)

است. X از صفر عنصر ٠ به�طوری�که ،(−K) ∩K = ٠ (٣)

فقط و اگر x ≤ y گوییم باشد. X در مخروط ͷی K و x, y ∈ X ، باناخ جبر ͷی X کنیم فرض
.y − x ∈ K اگر

اگر است، شده نرمال X در K مخروط گوییم باشد. باناخ جبر ͷی X کنیم فرض .٣.٣.١ تعریف
به�طوری�که باشد موجود N > ٠ ثابت ͷی یعنͬ باشد. صعودی یͺنواخت به�طور K روی ∥.∥ نرم

.∥x∥ ≤ N ∥y∥ آن�گاه x ≤ y اگر x, y ∈ K هر برای

کند. مراجعه [٢٠] به مͬ�تواند خواننده مخروط�ها، مورد در بیشتر جزئیات برای
٩Banach algebra
١٠Cone



١٣ لیپ�شیتس نͽاشت�های ۴.١

ͷی [a, b] بازه ،a ≤ b که a, b ∈ X هر برای باشد، باناخ جبر ͷی X کنیم فرض .۴.٣.١ تعریف
به�صورت: که است X در مجموعه

[a, b] = {x ∈ X : a ≤ x ≤ b}

مͬ�شود. تعریف

حقیقͬ عدد اگر است نرم�کراندار نرم�دار، فضای ͷی از A مجموعه زیر گوییم .۵.٣.١ تعریف
.∥x∥ ≤M باشیم داشته x ∈ A هر ازای به به�طوری�که باشد داشته وجود M > ٠

بعد فصل�های در که برداری، قطعه در اکسترمالͬ جواب�های وجود اثبات در زیر لم و نتیجه از
کرد. خواهیم استفاده شد، خواهند مطرح مطلوب هیبرید معادلات برای

[a, b] مانند ،X در کراندار منظم مجموعه هر آن�گاه باشد، نرمال X در K مخروط اگر .۶.٣.١ نتیجه
.[٢٠] است نرم�کراندار

به�طوری�که u١, u٢, ν١, ν٢ ∈ K و باشد X باناخ جبر در مثبت مخروط ͷی K فرضکنیم .٧.٣.١ لم
.[٩] u١u٢ ≤ ν١ν٢ آن�گاه .u٢ ≤ ν٢ و u١ ≤ ν١

١١ لیپ�شیتس نͽاشت�های ۴.١

شرایط در f : X −→ Y تابع باشند. ͷمتری فضای دو (Y, dy) و (X, dx) فرضکنیم تعریف١.۴.١.
x١, x٢ ∈ X هر برای به�طوری�که باشد موجود k ≥ ٠ حقیقͬ ثابت اگر مͬ�کند صدق لیپ�شیتس

رابطه
dy(f(x١), f(x٢)) ≤ kdx(x١, x٢),

گوییم. لیپ�شیتس ثابت را k باشد. برقرار

ͷی f : X −→ X نͽاشت گوییم باشد. ͷمتری فضای ͷی (X, d) کنیم فرض .٢.۴.١ تعریف
به�طوری��که باشد داشته وجود ٠ < k < ١ حقیقͬ عدد استهرگاه انقباض١٢ ͷی یا انقباضͬ نͽاشت
k مقدار کوچͺترین به باشد. برقرار ،d(f(x١), f(x٢)) ≤ kd(x١, x٢) رابطه x١, x٢ ∈ X هر برای

گویند. لیپ�شیتس نͽاشت�های را انقباضͬ نͽاشت�های مͬ�شود. گفته لیپ�شیتس ثابت

پیوسته و غیرنزولͬ تابع اگر گوییم، لیپ�شیتس −D را T : X −→ X نͽاشت .٣.۴.١ تعریف
:x, y ∈ X هر برای و ϕ(٠) = ٠ به�طوری�که باشد موجود ϕ : [٠,∞) −→ [٠,∞)

∥Tx− Ty∥ ≤ ϕ(∥x− y∥).
١١Lipschitz
١٢Contraction



١۴ مقدمات و تعاریف .١

،r > ٠ هر برای و نباشد غیر�نزولͬ لزوما ϕ اگر گوییم. X روی T از تابع −D ͷی را ϕ تابع اغلب
اگر که است واضح گوییم. ϕ انقباضͬ تابع با غیر�خطͬ، انقباض ͷی را T نͽاشت آن�گاه ϕ(r) < r

بͽیریم نظر در k, x ≥ ٠ که ϕ(x) = kxثابت تابع را ϕ تابع و ∥.∥ نرم را d متر ،(١.۴.١) تعریف در
است. لیپ�شیتس −D نͽاشت ͷی لیپ�شیتس، نͽاشت هر آن�گاه

١٣ ثابت نقطه قضایای ۵.١

قرار استفاده مورد پایان�نامه این در که را باناخ جبرهای در ثابت نقطه قضیه�های بخش این در
مͬ�آوریم. مͬ�گیرد،

ͷی T : X −→ X نͽاشت اگر باشد. تام و محدب ͷمتری فضای ͷی X فرضکنیم .١.۵.١ قضیه
x٠ یͺتای ثابت نقطه ͷی T آن�گاه باشد، ψ : [٠,∞) −→ [٠,∞) انقباضͬ تابع با غیر�خطͬ انقباض

.[٣] Tnx −→ x٠ باشیم داشته x ∈ X هر برای به�طوری�که دارد

است. مشهور ١۴ شودر ثابت نقطه قضیه به زیر قضیه

نͽاشت هر آن�گاه باشد، X نرم�دار فضای از محدب و بسته مجموعه زیر ͷی U اگر .٢.۵.١ قضیه
.[١٩] دارد U در ثابت نقطه ͷی حداقل T : U −→ U فشرده و پیوسته

برای اکسترمال جواب�های وجود اثبات برای زیر ثابت نقطه لم�های از بعدی فصل�های در
کرد. خواهیم استفاده شده مطرح معادلات

همچنین .a ≤ b به�طوری�که a, b ∈ X و باشد X باناخ جبر در مخروط ͷیK فرضکنید .٣.۵.١ لم
به�طوری�که: باشند غیر�نزولͬ عملͽر دو A,B : [a, b] −→ K که کنیم فرض

باشد. αلیپ�شیتس ثابت با لیپ�شیتس A (الف)

باشد. پیوسته کامل به�طور B (ب)

.AxBx ∈ [a, b] ،x ∈ [a, b] هر برای (ج)

آن در که αM < ١ و مثبت و نرمال K مخروط اگر علاوه به
M = ∥B([a, b])∥ = sup{∥Bx∥ : x ∈ [a, b]},

.[١٠] دارد [a, b] در مثبت جواب بزرگ�ترین و کوچ�ͷترین AxBx = x معادله عملͽر آن�گاه

کنید فرض همچنین .a, b ∈ X و باشد X باناخ جبر در مخروط ͷی K کنید فرض .۴.۵.١ لم
به�طوری�که: باشند غیر�نزولͬ عملͽر دو A,B : [a, b] −→ K

١٣Fixed point
١۴Schauder


