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به ارشد ͳکارشناس درجه شرایط از ͳی عنوان به نامه پایان این

ͳبخشریاض

رایانه و ͳریاض دانشده
کرمان باهنر شهید دانشΎاه

شود. ͳنم شناخته مزبور دوره تحصیل از فراغت عنوان به ͳمدرک هیچΎونه و شده تسلیم

امضاء: ͳجهرم زاهد ͳمصطف دانشجو:

امضاء: مقدم ͳمحسن محمود دکتر راهنما: استاد

امضاء: : اول داور

امضاء: دوم: داور

امضاء: :ͳمیلت تحصیلات نماینده

است. کرمان باهنر شهید دانشΎاه به مخصوص و محفوظ چاپ حق

ج



به تقدیم

پدرم بزرگوار روح

ای فرشته همچون خویش امید پر و گرم دستان با که مادرم و

است گسترده سایه جانم بر که است
به مرا خود، خالصانه محبت و هماری با كه همسرمهربانم و

سازد. ͳم مديون خدا سپاس

د



ͳقدردان و تشر

روح از تا داد ͳدرک انسان به و هاست حمت گن; کلید نامش که را آفریدگاری سپاس

بیاندیشد آفرینش جهان آثار در بیش از بیش و بخواند بنویسد. که بخشد جان قلم به خویش

تا داد تقدیری مرا مصورش. آیات از کند ͳکتاب را جهان تا بنوشد بخشش نور صب از و

را نوشتار این بΎیرم، دست در قلم و باشم خواری جیره او علم دریای از خویش اختیار با

باشم. آورده جا به را خدای سپاس تا آورم فراهم

جناب مهر گران و عزیز استاد های ͳراهنمای و زحمات از دانم ͳم تلیف خود بر اینجانب

دلسوز معلم این وجود با که بنمایم، را ͳقدردان و تشر کمال مقدم ͳمحسن محمود دکتر آقای

جناب ͳگرام استاد نام Έش بدون شود. آوری جم΄ نوشته این تا شد هموار من بر راه پیمودن

یادگاری حقیر این برای ͳماتریس آنالیز و ͳخط جبر های کلاس از ͳسالم عباس دکتر آقای

ͳسلامت ماند. خواهد ماندگار یادبود به دلم لوح بر درس کلاس لوح از که ارزشمند بس است

خواستارم. خداوند از را شما سعادت و

ͳم ͳقدردان و تشر کرمان باهنر شهید دانشΎاه سازی بهینه و ͳخط جبر قطب ͳمال های حمایت از

نمایم.

ͳجهرم زاهد ͳمصطف

٩٠ شهریور

ه



چیده

کنیم ͳم تعریف صورت این به و داده نشان W (A) با را A ͳمربع ماتریس عددی برد

است. واحد گوی S۱ آن در که ،W (A) = {x∗Ax : x ∈ S۱}

است: کرده مطرح صورت این به را معوس عددی برد مساله کاردن راسل ،٢٠٠٩ سال در

.z = x∗Ax که یابیم ͳم ای گونه به را x ∈ S۱ بردار ،z ∈ W (A) نقطه برای

دهیم. ͳم ارائه معوس عددی برد مساله حل برای ͳوریتمΎال نامه، پایان این در

افزار. نرم توسعه روش مولد، بردار معوس، مساله عددی، برد کلماتکلیدی:
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z ∈ WOut(A, θ) آیا که این ͳبررس برای θ زاویه اندازه به ͳبیرون ͳضلع چند دوران ٨.٣

۶٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . است.

۶٨ باشد. ͳم ویژه مقادیر دهنده نشان ضربدر علامت آن در که A ماتریس عددی برد ٩.٣

۶٩ . . . . . . . . . . . . . . .٢ و ١ ترارهای ترتیب به راست به چپ از ١٠.٣

چین خط و چین نقطه خطوط .۴ ٣و ترارهای ترتیب به راست به چپ از ١١.٣

نقطه باشند. ͳم ͳدرون ͳضلع چند و ͳبیرون ͳضلع چند دهنده نشان ترتیب به

۶٩ . . . . . . . . . . . . . . . ایم. داده نشان ∗ علامت با را z = ۱ + ۳i

٧٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .A ماتریس عددی برد آ�.١

ک



مقدمه

مطرح ٢ هاسدورف و ١ توپلیتز توسط ١٩١٨ سال در بار اولین ها ماتریس عددی برد مفهوم

برای را راه ͳاساس نتیجه این شد. ثابت شخص دو این توسط آن تحدب سال همان در و

رسم مساله است سال ٧٠Έنزدی که ای گونه به نمود، هموار مسائل از بسیاری کردن مطرح

است. گرفته قرار مطالعه مورد عددی برد مرزهای یافتن و ͳهندس

۴ رایس دانشΎاه محاسبات و کاربردی ͳریاض بخش استاد ٣ کاردن راسل ،٢٠٠٩ سال در

ͳویژگ ͳوریتمΎال ارائه با و کرد مطرح معوس عددی برد عنوان تحت ای مساله آمریا،

مساله این توصیف و تحلیل به نامه پایان این در داد. قرار ͳبررس و مطالعه مورد را آن ͳهندس

کنیم ͳم بندی طبقه گونه این به را مطالب منظور این برای پردازیم. ͳم

کنیم. ͳم ͳخوان باز را ͳماتریس آنالیز و ͳمقدمات ͳخط جبر ͳاساس مفاهیم اول فصل در

موضوعات دهیم. ͳم شرح را بعد های فصل در شده استفاده نمادهای از ͳبعض همچنین

مقدار ،ͳخط تبدیل ،ͳداخل ضرب برداری، فضای از: اند عبارت فصل این در بحث مورد

شده داده مراج΄ به توانید ͳم اثبات، و بیشتر جزئیات برای .ͳماتریس های تجزیه و ویژه

.[۱,۵] نمایید مراجعه

به سپس کنیم، ͳم بیان را ها ماتریس عددی برد ͳمقدمات خواص و مفهوم دوم فصل در

١Toeplitz

٢Hausdorff

٣Russell Carden

۴Rice University

ل



۲ × ۲ های ماتریس عددی برد دهیم ͳم نشان و پردازیم ͳم آن ͳهندس های ͳویژگ ͳبررس

قضیه ͳیعن عددی برد با ارتباط در مشهور و ͳاساس نتای; از ͳی همچنین است. ͳبیض

کنیم. ͳم مطرح را هاسدورف توپلیتزـ تحدب

است، عددی برد رسم و تخمین برای عددی روش Έی که را ۵ جانسون الΎوریتم سرانجام

.[۹,۱۱] دهیم ͳم شرح

Έکم به سپس و کنیم ͳم ͳمعرف را معوس عددی برد مساله حل الΎوریتم سوم فصل در

بعدا که را ۶ Ίیوهلی حدس همچنین پردازیم. ͳم مساله تحلیل به افزار نرم توسعه روش

. کنیم ͳم بیان است، شده ثابت کاردن توسط

.[۴,۷] آوریم ͳم دست به را الΎوریتم ͳپیچیدگ سرانجام

به را خوانندگان همه ͳاصلاح نظرات بود. نخواهد اشال از ͳخال نامه پایان این Έش ͳب

داد. خواهیم قرار استفاده مورد ͳقدردان و سپاس کمال با و نهیم ͳم منت دیده

zahed.jahromi@gmail.com

۵Johnson’s algorithm

۶Uhlig’s conjeture

م



١ فصل

ͳجبرخط بر مروری

مقدمه ١.١

مرور اثبات بدون و مختصر طور به را ͳمقدمات ͳخط جبر نتای; و مفاهیم ابتدا فصل این در

،ͳداخل ضرب برداری، فضای از: اند عبارت فصل این در بحث مورد موضوعات کنیم. ͳم

به توانید ͳم اثبات، و بیشتر جزئیات برای .ͳماتریس های تجزیه و ویژه مقدار ،ͳخط تبدیل

نمایید. مراجعه [۲,۱۲] مراج΄

برداری فضای ٢.١

میدان ،F میدان نوشتار، این در باشد. میدان Έی F و اشیا از ای مجموعه V کنید فرض

است. شده درنظرگرفته C اعدادمختلط میدان یا و R ͳحقیق اعداد

از است شده تشیل برداری فضای Έی تعریف١.٢.١.

اسالرها؛ از F میدان Έی .١

بردارها؛ نام به ͳاشیائ از V مجموعه Έی .٢

١



α + β بردار V از β و α بردارهای از جفت هر به که برداری جم΄ نام به عمل Έی .٣

که شرایط این با سازد ͳم وابسته شود ͳم نامیده β و α مجموع که را V از

α؛ + β = β + α ͳیعن است، ͳجابجای جم΄ ( الف )

α)؛ + β) + γ = α + (β + γ) ͳیعن است، پذیر شرکت جم΄ ( ب )

به است موجود V در شده داده نشان ۰ با که صفر بردار نام به یتا برداری ( ج )

α؛ + ۰ = α ،V در α هر ازای به که طوری

طوری به است موجود V در −α نام به یتا برداری ،V در α بردار هر ازای به ( د )

α؛ + (−α) = ۰ که

αV بردار V از α بردار هر و F از c اسالر هر به که اسالری ضرب نام به یΈعمل .۴

که شرایط این با سازد ͳم وابسته شود ͳم نامیده α و c ضرب حاصل که را V در

۱α؛ = α ،V در α هر ازای به ( الف )

α(c۱c۲)؛ = c۱(c۲α) ( ب )

c(α؛ + β) = cα+ cβ ( ج )

.(c۱ + c۲)α = c۱α + c۲α ( د )

V برداری فضای از ای مجموعه زیر S = {v۱, v۲, ..., vk} کنید فرض .٢.٢.١ تعریف

تعریف زیر صورت به را آن و داده نمایش < S > با را S گستره باشد. F میدان Έی روی

کنیم ͳم

Span < S >= {c۱v۱ + c۲v۲ + ...+ ckvk : k ∈ N, ci ∈ F, vi ∈ S}.

است. F روی برداری فضای Έی < S > که شود ͳم دیده وضوح به

نوشت. S بردارهای از ͳخط ترکیب صورت به توان ͳم را V بردار هر آنΎاه ،< S >= V اگر

را V که است ͳخط مستقل مجموعه Έی ،V برداری فضای از پایه Έی تعریف٣.٢.١.

کند. تولید

٢



آنΎاه باشد، S = {v۱, v۲, ..., vn} مانند برداری ای پایه داری V اگر .۴.٢.١ ملاحظه

.dimV = n نویسیم ͳم و است n بعد از V گوییم

کنیم. ͳم تعریف صفر را صفر برداری فضای بعد .۵.٢.١ ملاحظه

است. ͳنامتناه بعد دارای V نند، تولید را V ،ͳمتناه مجموعه Ϳهی اگر .۶.٢.١ ملاحظه

مرتب پایه Έی باشد، ͳمتناه بعد با برداری فضای Έی V کنید فرض .٧.٢.١ تعریف

آورند. پدید را V که است ͳخط مستقل بردارهای از ͳمتناه ای دنباله V برای

بعد با V برداری فضای برای مرتب پایه Έی {u۱, u۲, ..., un} کنید فرض تعریف٨.٢.١.

ͳخط ترکیب Έی فرد به منحصر طور به توان ͳم را V از x بردار هر صورت دراین باشد. n

فرم به پایه بردارهای از

x = x۱u۱ + x۲u۲ + ...+ xnun

پایه به نسبت x بردار مختصات (x۱, ..., xn) ͳتای n هستند. اسالر ها xi آن در که نوشت،

شود. ͳم نامیده

به W اگر باشد. V برداری فضای از مجموعه زیر Έی W کنید فرض .٩.٢.١ تعریف

زیر ΈیW آنΎاه دهد، تشیل برداری یΈفضای V اسالری ضرب و برداری جم΄ همراه

شود. ͳم نامیده V از برداری فضای

ͳفضاهای زیر V۲ و V۱ و ͳمتناه بعد با برداری فضای یΈزیر V فرضکنید .١٠.٢.١ قضیه

آنΎاه باشند. V از

dimV۱ + dimV۲ = dim(V۱ + V۲) + dim(V۱ ∩ V۲).

٣



ͳداخل ضرب ٣.١

(., .) : تاب΄ صورت این در باشد. C روی برداری فضای H کنید فرض .١.٣.١ تعریف

هرگاه نامیم، ͳم مختلط ͳداخل ضرب تاب΄ Έی را H×H −→ C

،α ∈ C هر و x, y, z ∈ H هر برای (αx+ y, z) = α(x, z) + (y, z) .١

،x, y ∈ H هر برای (x, y) = (y, x) .٢

.(x, x) = ۰ اگر فقط و اگر x = ۰ و x ∈ H هر برای (x, x) ⩾ ۰ .٣

کنید فرض .٢.٣.١ مثال

(x, y) =
n∑

i=۱

yixi, ∀x = (x۱, ..., xn)
t, y = (y۱, ..., yn)

t ∈ Cn.

است. ͳداخل ضرب Έی (., .) ͳدوتای عمل صورت این در

صورت به را x ∈ H بردار نرم H ͳداخل ضرب فضای در تعریف٣.٣.١.

نامیم. ͳم ͳداخل ضرب توسط شده القا نرم را آن و کنیم ͳم تعریف ∥x∥ =
√

(x, x)

.∥x∥ = ۱ گاه هر گوییم، ͳم واحد) (یا یه بردار را x ∈ H بردار همچنین

ویژه مقادیر و ͳتبدیلخط ۴.١

نΎاشت Έی باشند. F میدان روی برداری فضای دو W و V کنید فرض تعریف١.۴.١.

c ∈ F و u, v ∈ V هر برای اگر شود ͳم Wنامیده به V از ͳخط تبدیل Έی T : V −→ W

باشیم داشته

T (cu+ v) = cT (u) + T (v).

باضابطه T : R۲ −→ R۲ نΎاشت .٢.۴.١ مثال

T (x, y) = (x+ y, x− y)

۴



است. ͳخط تبدیل Έی

مجموعه زیر باشد. W به V از تبدیل Έی T کنید فرض تعریف١.۴.٣.

Im(A) = {T (V ) : v ∈ V }

مجموعه زیر و T برد فضای یا تصویر که است W از ͳفضای زیر

ker(A) = {v ∈ V : T (V ) = ۰ ∈ W}

شود. ͳم نامیده T پوچ فضای یا هسته که است V از ͳفضای زیر

باشد. C میدان با V برداری فضای روی ͳخط تبدیل Έی T کنید فرض تعریف١.۴.۴.

اگر نامیم ͳم λ ∈ C ویژه مقدار با متناظر ویژه بردار را v ∈ V ناصفر بردار

T (v) = λv, v ̸= ۰.

دهیم. ͳم نمایش σ(A) با را آن و نامیده A طیف را A ماتریس ویژه مقادیر مجموعه

صورت را آن و دهیم ͳم نشان trA با را A رد یا اثر .A ∈ Mn کنید فرض تعریف١.۵.۴.

کنیم ͳم تعریف زیر

trA = λ۱ + λ۲ + ...+ λn.

به توانید ͳم اثبات و بیشتر جزئیات برای پردازیم، ͳم مهم قضیه دو بیان به اینجا در

نمایید. مراجعه [۱] مرج΄

فضای به n بعد با V برداری فضای از ͳخط تبدیل Έی T کنید فرض .۶.۴.١ قضیه

صورت این در باشد. W برداری

dimIm(A) + dimKer(A) = n.

هستند. ͳخط مستقل متمایز، ویژه مقادیر با متناظر ویژه های بردار .٧.۴.١ قضیه

به پایه Έی تحت را T (v) = λv که است لازم ویژه، مقادیر یافتن برای .٨.۴.١ ملاحظه

۵



λ همه از اند عبارت T ویژه مقادیر بنابراین، کنیم. تبدیل Ax = λx مانند ͳمعادلات دستΎاه

مشخصه ای چندجمله صفرهای که F از ͳهای

det(λI − A) = ۰

هستند.

ماتریس ۵.١

m×nماتریسهای همه مجموعه همچنین و ͳمربع ماتریسهای همه مجموعه نوشتار این در

دهیم. ͳم نشان Mmn و Mn نماد با ترتیب به را مختلط

نمایش At با را A ترانهاده صورت دراین .A = (aij) ∈ Mmn فرضکنید تعریف١.۵.١.

کنیم ͳم تعریف زیر صورت به را آن و داده

At = (aji) ∈ Mnm.

با را A ماتریس مزدوج صورت این در .A = (aij) ∈ Mmn کنید فرض تعریف١.۵.٢.

کنیم ͳم تعریف زیر صورت به را آن و داده نمایش A

A = (aij) ∈ Mmn.

با یا At با را Aماتریس مزدوج ترانهاده صورت دراین .A = (aij) ∈ Mmn کنید فرض

دهیم. ͳم نشان A∗

بالا و قطری ترتیب به را A صورت دراین .A = (aij) ∈ Mn کنید فرض تعریف١.۵.٣.

.aij = ۰, i > j و aij = ۰, i ̸= j هرگاه گوییم ͳمثلث

ͳهرمیت و متقارن ترتیب به را A صورت دراین .A ∈ Mn کنید فرض .۴.۵.١ تعریف

.A∗ = A Atو = A هرگاه گوییم

۶



و J = {j۱, ..., jk} ⊆ {۱,۲, ..., n} = I ،A ∈ Mn اگر تعریف١.۵.۵.

۱ ≤ j۱ < j۲ < ... < jk ≤ n,

A ماتریس ام jk ام،...، j۱ های ستون و سطرها از شده تشیل ماتریس زیر را A(J) آنΎاه

گیریم. ͳم

نماد با را B و A مستقیم مجموع .B ∈ Mn۲ و A ∈ Mn۱ کنید فرض .۶.۵.١ تعریف

کنیم ͳم تعریف زیر صورت به و داده نشان A⊕B

A⊕B =

A O

O B

 .

.A⊕B ∈ Mn۱+n۲ که است واض

،Q ∈ Mn و P ∈ Mm ماتریسهای صورت این در .A ∈ Mmn فرضکنید .٧.۵.١ قضیه

که طوری به دارند وجود ،ͳمقدمات های ماتریس ضرب از

PAQ =

Ir O

O O

 . (١.١)

عبارت که نویسیم ͳم Ir
⊕

O صورت به را (۱ · ۱) شده افراز ماتریس .٨.۵.١ ملاحظه

عدد شود. ͳم مشخص فرد به منحصر طور به A توسط که O و Ir مستقیم مجموع از است

،A = O اگر دهیم. ͳم نشان rank(A) با و شود ͳم نامیده A رتبه Ir ͳهمان ماتریس در r

که داد نشان توان ͳم ͳسادگ به همچنین . rank(A) = ۰ آنΎاه

rank(At) = rank(A) = rank(A∗) = rank(A).

هرگاه گوییم ͳانی را U ماتریس .U ∈ Mn کنید فرض تعریف١.۵.٩.

.U∗U = UU∗ = In

هستند. برقرار |detU | = ۱ و U∗ = U−۱،روابط ،U ͳانی ماتریس هر برای

ͳانی ماتریس Έی U ∈ Mn کنید فرض .(ͳانی های ماتریس (خواص .١٠.۵.١ قضیه

٧


