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چͺیده

R از U باز مجموعۀ هر برای که باشد X روی f مقدار حقیقͬ توابع تمام خانوادۀ M(X,A) کنید فرض

پاسخ سوال این به و کنیم مͬ بررسͬ را مقدار حقیقͬ توابع خواصجبرهای برخͬ پایان�نامه این در .f−۱(U) ∈ A،

از Aخانواده�ای صورتM(X,A)که به مͬ�توان را حقیقͬ توابع زیرحلقه�های و زیرمجموعه�ها کدام که دهیم مͬ

مشخص M(X,A)را شͺل به زیرحلقه�های یا زیرمجموعه�ها دیͽر طرف واز نوشت. است، X زیرمجموعه�های

کرد. خواهیم بررسͬ نیز را اندازه�پذیر و پیوسته توابع حلقه�های ویژگͬ�های برخͬ این�ها بر علاوه مͬ�نماییم.

ℵ۰-پیوسته. حلقۀ ، تزریقͬ ℵ۰-خود حلقۀ ، منظم حلقۀ ، اندازه�پذیر توابع حلقۀ ، پیوسته توابع حلقۀ واژه�هایکلیدی:



پیشͽفتار

ساختارهای به آن�ها کردن مجهز اندازه��پذیر و پیوسته توابع ویژگͬ�های بیشتر شناخت راه�های از ͬͺی

در مͬ�شود. میسˁر توابع این از مجموعه�هایی روی نقطه�ای ضرب و جمع اعمال با امر این که است. جبری

از که داده�اند، انجام فراوانͬ کارهای و مطالعات مختلفͬ افراد اندازه�پذیر و پیوسته توابع حلقه�های زمینۀ

۴ هنریͺسن و ممتحن اخیراً و کرم�زاده همچنین کرد. اشاره ٣ هʿجر و ٢ ،هالموس ١ گیلمن به مͬ�توان جمله

قصد پایان�نامه این در نیز ما داده�اند. قرار بررسͬ مورد را اندازه�پذیر و پیوسته توابع خواصجبرهای برخͬ

دهیم. قرار بررسͬ مورد را اندازه�پذیر و پیوسته توابع حلقه�های و جبرها خواص برخͬ داریم

پیوسته توابع خواص بررسͬ به دوم فصل در پایان�نامه، این فهم برای لازم مقدّمات جمع�آوری از بعد

بررسͬ به سوم فصل در داده�ایم. جای دوم فصل در را لب اندازۀ مفهوم همچنین مͬ�پردازیم. اندازه�پذیر و

σ-جبرهای ویژگͬ�های چهارم فصل در مͬ�پردازیم. اندازه�پذیر و پیوسته توابع حلقه�های جبری ویژگͬ�های

نوع این از مختلفͬ مثال�های همچنین مͬ�کنیم. بررسͬ را حقیقͬ-مقدار توابع حلقه�های کنندۀ ایجاد

مͬ�آوریم. را حلقه�ها

١Gillman
٢Halmos
٣Hager
۴Henriksen



١ فصل

مقدماتͬ قضایای و مفاهیم

جزئͬ ترتیب رابطۀ ͷی را Σ روی ≤ رابطۀ باشد. ناتهͬ مجموعۀ ͷی Σ کنیم فرض الف) .١.١ تعریف

باشد: برقرار زیر شرایط a, b, c ∈ Σ هر ازای به هرگاه مͬ�نامیم

.a ≤ a (١)

.a = b آنگاه b ≤ a و a ≤ b اگر (٢)

. a ≤ c آنگاه b ≤ c و a ≤ b اگر (٣)

E ⊆ S باشد)، شده مقرر خاصͬ ترتیب آن در که (مجموعه�ای مرتب مجموعه�ای S فرضکنیم ب)

باشد موجود زیر خواص با α ∈ S مانند عنصری همچنین باشد. کراندار بالا از E و

باشد، E بالایی کران ͷی α (١)

نباشد. E بالایی کران ͷی γ آنگاه ،γ < α هرگاه (٢)

مͬ�نویسیم و مͬ�نامیم E بالایی کران کوچͺترین را α صورت، این در

α = supE

عبارت مͬ�شود. تعریف نحو همین به است کراندار پایین از که E مجموعۀ پایینͬ کران بزرگترین

نمͬ�باشد. E پایینͬ کران β > α شرط با βیی هیچ و است E پایینͬ کران ͷی α یعنͬ ،α = inf E

مͬ�دهیم قرار باشد، [−∞,∞] در دنباله�ای (an) کنید فرض پ)

(۱) bk = sup{ak, ak+۱, ak+۲, ...} (k = ۱,۲,۳, ...)

و

(۲) β = inf{b۱, b۲, b۳, ...}

١



٢ مقدماتͬ قضایای و مفاهیم .١ فصل

مͬ�نویسیم و نامیده (an) بالایی حد را β

β = lim sup
n

an.

تعویض یͺدیͽر با را inf و sup (٢) و (١) در است کافͬ مͬ�شود: تعریف نحو همین به پایینͬ حد

کنیم.

در a ∨ b و a ∧ b ،aوb ∈ A هر برای هرگاه شود مͬ نامیده شبͺه ͷی A مرتب جزئاً مجموعۀ ت)

آن در که باشند؛ موجود A

a ∧ b = inf{a, b} و a ∨ b = sup{a, b} .

A از a ∨ b و a ∧ b عناصر ،aوb ∈ S هر برای هرگاه است A از زیرشبͺه�ای S زیرمجموعۀ ث)

باشند). داشته S در اینفیمم و سوپریمم ͷی b و a که نیست کافͬ (این باشند S به متعلق

مجموعه�ها جبر و حلقه ١.١

که مجموعه�ها از R غیر�تهͬ ردۀ ͷی از است عبارت مجموعه�ها از حلقه(حلقۀ�بول١ͬ) ͷی .٢.١ تعریف

از غیرتهͬ ردۀ ͷی حلقه ͷی دیͽر عبارت به .E ∪ F ∈ R و E\F ∈ R آنگاه ،E,F ∈ R اگر

باشد. بسته تفاضل و اجتماع اعمال تحت که است مجموعه�ها

. ∅ = E\E ∈ R آنگاه ،E ∈ R اگر زیرا است. حلقه هر عضو تهͬ مجموعۀ

که مجموعه�ها Rاز غیرتهͬ ردۀ ͷی از است عبارت مجموعه�ها از جبر(جبر�بولͬ) ͷی .٣.١ تعریف

.E ∪ F ∈ R آنگاه ،E,F ∈ R اگر (الف)

. E ′ ∈ R آنگاه ،E ∈ R اگر (ب)

هست. نیز حلقه ͷی جبر هر بنابراین ،E\F = E ∩ F ′ = (E ′ ∪ F )′ چون

،E ⊂ R۰ که است R۰موجود یͺتای حلقۀ صورت این در باشد، مجموعه�ها از Eرده�ای اگر .۴.١ قضیه

حلقۀ کوچͺترین R۰ حلقۀ .R۰ ⊂ R آنگاه است، E شامل که باشد دیͽری حلقۀ R اگر که طوری به

مͬ�دهیم. R(E)نمایش به را آن و مͬ�شود نامیده E توسط شده تولید حلقۀ که است E شامل

ببینید. را [٢۴] از ۵.٣ قضیه برهان.

١Boole



٣ مقدماتͬ قضایای و مفاهیم .١ فصل

توسط مͬ�توان را R(E) در مجموعه هر صورت این در باشد، مجموعه�ها از رده�ای E اگر .۵.١ قضیه

پوشاند. E در مجموعه�ها از متناهͬ اجتماع ͷی

ببینید. را [٢۴] از ٨.٣ قضیۀ برهان.

است. شمارا صورتR(E)نیز این در باشد، مجموعه�ها از شمارا ردۀ ͷی E اگر .۶.١ قضیه

کنید. رجوع [٢۴] از ١٢.٣ گزارۀ به برهان.

که طوری به مجموعه�ها از S غیرتهͬ ردۀ از است عبارت σ-حلقه ͷی از منظور .٧.١ تعریف

. E\F ∈ S صورت این در باشند، F ∈ S و E ∈ S اگر (الف)

.
∪∞

i=۱Ei ∈ S آنگاه ،Ei ∈ S ،i = ۱,۲,۳, ... هر برای اگر (ب)

است. بسته شمارا اجتماع تحت که است حـلقه ͷی ، σ-حـلقه ͷی مـعادل، طور به

مͬ�دهد نشان
∩∞

i=۱Ei = S\
∪∞

i=۱Ei تــسـاوی صــورت ایــن در بـاشـد، Sیــσͷ-حــلقــه اگـــر

است. بسته شمارا اشتراک عمل تحت σ-حلقه ͷی پس .
∩∞

i=۱Ei ∈ S که

صورت این در باشد، Ei ∈ S ،i = ۱,۲,۳, ... برای و σ-حلقه ͷی S اگر

lim inf
i

Ei = ∪∞
j=۱ ∩∞

i=j Ei و lim sup
i

Ei = ∩∞
j=۱ ∪∞

i=j Ei

مͬ�باشند. S به متعلق

یͺتایی σ-حلقۀ صورت این در باشد، مجموعه�ها از رده�ای E اگر نیز σ-حلقه برای حلقه�ها با مشابه

را تولیدشده یͺتای σ-حلقۀ باشد. E شامل که است σ-حلقه�ای هر زیرمجموعۀ که دارد وجود E شامل

است. E شامل که است σ-حلقه�ای کوچͺترین که مͬ�دهیم نمایش S(E) با

از (En) یͺنوای دنبالۀ هر برای اگر مͬ�شود نامیده یͺنوا مجموعه�ها، از M غیرتهͬ ردۀ .٨.١ تعریف

یͺنوای دنبالۀ مجموعه�ای حد limnEn اینجا در که .limnEn ∈ Mباشیم داشته ،M در ها مجموعه

است. (En)

همچنین و یͺنواست ردۀ ͷی X زیرمجموعه�های تمام ردۀ که مͬ�شود نتیجه بالا، تعریف به توجه با

است. صادق نیز σ-حلقه�ها و حلقه�ها برای مطلب یͺنواست.این یͺنوا، رده�های از مجموعه�ای هر اشتراک

که است موجود M۰ یͺتای یͺنوای ردۀ صورت این در باشد، مجموعه�ها از رده�ای E اگر .٩.١ قضیه

R۰.کلاس ⊂ M آنگاه است، E شامل که باشد دیͽری یͺنوای Rکلاس اگر که طوری به ،E ⊂ M۰



۴ مقدماتͬ قضایای و مفاهیم .١ فصل

شود مͬ نامیده E توسط شده تولید یͺنوای ردۀ که مͬ�باشد E شامل یͺنوای ردۀ M۰کوچͺترین یͺنوای

مͬ�دهیم. M(E)نمایش به را آن و

کنید. مراجعه [٢۵] از ۶ فصل به برهان.

است. σ-حلقه ͷی یͺنوا حلقۀ هر و یͺنواست ردۀ ͷی σ-حلقه هر .١٠.١ قضیه

کنید. مراجعه [٢۵] از ۶ فصل به برهان.

حلقه�ها نظریۀ از مفاهیمͬ ٢.١

R و گروه ͷی (R,+) هرگاه گوییم حلقه را · و + عمل دو همراه به R مجموعۀ الف) .١١.١ تعریف

،a, b ∈ R هر برای به�علاوه و باشد شرکت�پذیری خاصیت دارای و بسته · عمل به نسبت

a · (b+ c) = a · b+ a · c , (b+ c) · a = b · a+ c · a.

همچنین و a · b = b · a ،a, b ∈ R هر برای هرگاه است جابجایی (R,+, ·) حلقۀ گوییم ب)

.a · e = e · a = a به�طوری�که باشد موجود e ∈ R ،a ∈ R هر برای هرگاه است Rیͺدار حلقۀ گوییم

شده�اند. فرض یͺدار و جابجایی حلقه�ها همۀ پایان�نامه این در

b و a آنگاه ،ab = ۰ به�طوری�که باشند R حلقۀ نا�صفر عنصر دو b و a هرگاه الف) .١٢.١ تعریف

مͬ�شوند. نامیده صفر مقسوم�علیه�های

باشد. نداشته صفر Rمقسوم�علیه هرگاه مͬ�نامند صحیح قلمرو ͷی Rرا جابجایی حلقۀ ب)

باشد. نداشته پوچ�توان عنصر اگر مͬ�شود نامیده کاهش�یافته Rحلقۀ حلقۀ پ)

داشته وجود b ∈ R ،a ∈ R هر برای هرگاه ( نویمان٢ فون مفهوم (به گویند منظم را R حلقۀ ت)

. a = a۲b طوری�که به باشد

که طوری Rبه حلقۀ از I زیرحلقۀ الف) .١٣.١ تعریف

aوb ∈ R هر ازای به Ib ⊆ I و aI ⊆ I

مͬ�شود. نامیده ایده�آل

٢Von Neumann



۵ مقدماتͬ قضایای و مفاهیم .١ فصل

هر و I ⊆ J اگر است اساسͬ J در I گوییم باشند، R حلقۀ ͷی در ایده�آل�هایی J و I اگر ب)

.I ∩K ̸= ۰ ،J Kاز ایده�آل هر ازای به یعنͬ، کند قطع غیربدیهͬ به�طور را I ،J داخل غیرصفر ایده�آل

است. Rاساسͬ در I که است معنͬ این به است اساسͬ I مͬ�گوییم وقتͬ

صورت به را B پوچ�ساز صورت این در باشد، R حلقۀ از زیرمجموعه�ای B کنیم فرض .١۴.١ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف زیر

Ann(B) =
{
r ∈ R | rB = ۰

}
حاصلضرب آنگاه باشد، حلقه ͷیRi ،i ∈ I هر برای و اندیس�گذار مجموعۀ ͷی I اگر .١۵.١ تعریف

مختصاتͬ ضرب و جمع اعمال با
∏

i∈I Ri دکارتͬ

(ai) + (bi) = (ai + bi) و (ai).(bi) = (ai.bi)

مͬ�شود. نامیده حلقه�ها مستقیم حاصلضرب حاصل، حلقۀ مͬ�دهند. حلقه ͷی تشͺیل

داده نمایش R۱ ⊕ R۲ ⊕ ... ⊕ Rn صورت به R۱,R۲, ...,Rn حلقه�های متناهͬ حاصلضرب

مͬ�شود. Rnو....وR۱نامیده حلقه�های مستقیم جمع و مͬ�شود

در اساسͬ ایده�آل ͷی I ⊕Ann(I)صورت ایـن در Rباشد، کاهش�یافتۀ حـلقـۀ در ایــده�آلـͬ I اگـر

Rاست.

این در ،J.I = ۰ اگر Rباشد. حلقۀ در غیر�صفری ایده�آل J فرضکنید موضوع این دادن نشان برای

و J.I ⊆ I صورت این در ،J.I ̸= ۰ اگر اما .J ⊆ I ⊕ Ann(I) نتیجه در و J ⊆ Ann(I)صورت

.J.I ⊆ J ∩ I نتیجه در ،J.I ⊆ J

.Ann(I) = ۰ اگر تنـها و اگر است Rاساسͬ در I بنابراین

جمع عمل با همراه را M باشند. ناتهͬ مجموعه�ای M و حلقه ͷی R کنید فرض .١۶.١ تعریف

هرگاه مͬ�نامند چپ R-مدول ،. : R×M −→M اسͺالر در ضرب و + :M ×M −→M

باشند، آبلͬ گروهͬ (M,+) (١)

،r(x+ y) = rx+ ry ،R از r عضو هر Mو از y و x عضو دو هر ازای به (٢)

،(r + s)x = rx+ sx ،R از s و r عضو دو هر Mو از x عضو هر ازای به (٣)

،(rs)x = r(sx) ،R از s و r عضو دو هر Mو از x عضو هر ازای به (۴)



۶ مقدماتͬ قضایای و مفاهیم .١ فصل

.۱x = x ،M از x عضو هر ازای به (۵)

هـم هـرگاه گـوینـد R-مدول Mرا همچنـیـن مͬ�شود. تعریـف مشابه طـور به نیـز راست R-مدول

باشد. راست R-مدول هـم و چـپ R-مدول

مͬ�نامند R-همریختͬ را φ :M −→ N تابع باشند. R-مدول Nدو Mو فرضکنید تعریف١٧.١.

هرگاه

.φ(x+ y) = φ(x) + φ(y) ،x, y ∈M هر برای (١)

.φ(rx) = rφ(x) ،r ∈ R و x ∈M هر برای (٢)

همریــختͬ هـر اگر مͬ�شـود نامیــده تزریقͬ) (ℵ۰-خود تزریقͬ خـود ،R حلقۀ الف) .١٨.١ تعریف

I به�طــوری�که داد، تـوسیــــع φ̃ : R −→ R مـدولͬ همریــختͬ به بـتـوان را φ : I −→ R مــدولͬ

Rاست. در تولید�شده) شمارا طور به ایده�آل ͷی ) ایـــده�آل ͷیـ

است. تزریقͬ ℵ۰-خود حلقۀ تزریقͬ، خود حلقۀ هر که است واضح

جمعوند در R از تولید�شده شمارا طور به ایده�آل هر اگر مͬ�شود نامیده ℵ۰-پیوسته ،R حلقۀ ب)

باشد. Rاساسͬ از مستقیمͬ

مجزای عنصر دو هر ضرب اگر مͬ�شود نامیده متعامد R حلقۀ از زیرمجموعه ͷی الف) .١٩.١ تعریف

باشد. صفر آن

متعامد زیرمجموعۀ ͷی آن�ها اجتماع که Rباشند از مجزایی زیرمجموعه�های S و T فرضکنید ب)

هرگاه مͬ�کند. ͷتفکی T از را S ،a ∈ R عضو گوییم Rباشد. از

. s۲a = s ،s ∈ S هر برای (١)

.a ∈ Ann(T ) (٢)

معادل�اند. زیر شرایط صورت این در باشد، کاهش�یافته حلقۀ ͷیR اگر .٢٠.١ لم

است. ( تزریقͬ (ℵ۰-خود تزریقͬ Rخود (١)

آن�ها اجتماع که باشند R از مجزا مجموعۀ زیر دو T و S که وقتͬ و است منظم حلقۀ ͷی R (٢)

ͷتفکی T از را S که دارد وجود a ∈ Rصورت این در است، R از ( شمارا ) متعامد زیرمجموعۀ ͷی

کند. مͬ

ببینید. را [١۴] از ٢.٢ قضیۀ برهان.



٧ مقدماتͬ قضایای و مفاهیم .١ فصل

به V از خطͬ تبدیل ͷی باشند. F میدان روی بر برداری فضای Wدو و V کنید فرض .٢١.١ تعریف

c ∈ F هر و α, β ∈ V هر ازای به که T : V −→W مانند است Wتابعͬ

T (cα + β) = cT (α) + T (β).

معکوس Rدارای غیرصفر عضو هر هرگاه مͬ�نامند ( (بخشͬ تقسیم حلقۀ Rرا حلقۀ الف) تعریف٢٢.١.

است. تعویض�پذیر تقسیم حلقۀ ͷی میدان هر واقع در باشد. ضربی

برداری فضای هر از خطͬ تبدیلات تمام از متشͺل است حلقه��ای راست، کامل خطͬ حلقۀ ͷی ب)

میدان ͷی با اگر فقط و اگر است جابجایی کامل، خطͬ حلقۀ که است واضح تقسیم. حلقۀ ͷی روی

باشد. یͺریخت

یͺریخت کامل خطͬ حلقه�های از مستقیم حاصلضرب ͷی با R حلقۀ ( ٣ فایت (قضیه .٢٣.١ قضیه

باشد. تزریقͬ خود و منظم حلقۀ ͷیR اگر فقط و اگر است

کنید. [٨]مراجعه از ٩.١٣ قضیۀ به برهان.

دو به دو ناصفر ایده�آل�های از نامتناهͬ مستقیم جمع هیچ شامل ℵ۰-پیوسته منظم حلقۀ ͷی .٢۴.١ گزاره

نیست. یͺریخت

ببینید. را [٨] از ١۴.٢٠ گزارۀ برهان.

صورت این در باشد. H هستۀ با حلقه�ها همریختͬ ͷی φ : R −→ R′ کنیم فرض .٢۵.١ قضیه

نماینده انتخاب با آن تایی دو اعمال که دهند مͬ R/Hتشͺیل مانند حلقه ͷیH جمعͬ هم�مجموعه�های

صورت به هم�مجموعه دو مجموع یعنͬ مͬ�شوند. تعریف

(a+H) + (b+H) = (a+ b) +H

صورت به هم�مجموعه دو حاصلضرب و

(a+H)(b+H) = (ab) +H

نـͽاشت هـمچنین مـͬ�شود. نامیـده ( (خـارج�قسمتـͬ عاملͬ حـلقۀ حاصل حـلقۀ شـود. مͬ تـعریـف

است. یـͺریـختͬ ͷی µ(a+H) = φ(a)تـعریـف با µ : R/H −→ Im φ

٣Faith



٨ مقدماتͬ قضایای و مفاهیم .١ فصل

ببینید. را [٢٧] از ٧.١.۶ قضیۀ برهان برهان.

است. تزریقͬ ℵ۰-خود حلقه�ای منظم، تزریقͬ ℵ۰-خود حلقۀ ͷی از عاملͬ حلقۀ هر .٢۶.١ گزاره

ببینید. را [٨] از ٩.٣١ قضیۀ برهان.

شامل ایده�آل�های تنها اگر است R ماکزیمال ایده�آل ͷی R Mاز حقیقͬ ایده�آل (الف) .٢٧.١ تعریف

Rباشند. Mو خود ،M

m خود ،m در مشمول ایده�آل�های تنها اگر Rاست مینیمال ایده��آل ͷیR mاز حقیقͬ ایده��آل (ب)

باشند. ۰ و

شود. مͬ تولید e خودتوان عنصر Rبوسیلۀ تحویل�پذیر حلقۀ در مینیمال ایده��آل هر ( ۴ برائر (لم .٢٨.١ لم

ببینید. را [١٧] از ١٧٢ صفحۀ برهان.

a, b ∈ R هر برای اگر است اول ایده�آل ͷی R تعویض�پذیر حلقۀ در N ̸= R ایده��آل .٢٩.١ تعریف

. b ∈ N یا a ∈ N کند ایجاب ab ∈ N رابطۀ

متعلق x و kمثبت صحیح عدد برای هرگاه است، نیمه�اول ایده�آل ͷیR حلقۀ Aاز ایده��آل تعریف٣٠.١.

باشد. A به متعلق نیز x آنگاه باشد، A به متعلق xk Rچنانچه به

برقرارند: زیر Rاحͺام تعویض�پذیر حلقۀ ازای به .٣١.١ قضیه

باشد. R/Mمیدان اگر فقط و اگر است Rماکزیمال Mاز ایده��آل (١)

است. اول ایده��آل ͷیR ماکزیمال ایده��آل هر (٢)

ببینید. را [٢٧] از ٢.۶ بخش برهان.

۴Brauer



٢ فصل

پیوسته و اندازه�پذیر توابع

توابع خواص برخͬ بررسͬ به اندازه�پذیری، و پیوستگͬ اساسͬ بسیار مفاهیم تعریف بر علاوه فصل اين در

هستند. سودمند بسیار آن�ها ومشخص�سازی توابع نوع این مطالعۀ در که مͬ�پردازیم اندازه�پذیر و پیوسته

مͬ�آوریم. را بعد فصل�های برای نیاز مورد قضایای و تعاریف برخͬ همچنین

اندازه�پذیر توابع و اندازه ١.٢

باشد. مجموعه يك X كنيم فرض .١.٢ تعریف

باشد. زیر خواص دارای هرگاه درXگوییم توپولوژی ͷی Xرا زیرمجموعه�های از τ خانوادۀ (الف)

.X ∈ τ و ∅ ∈ τ (١)

.V۱ ∩ V۲ ∩ ... ∩ Vn ∈ τ آنگاه ،Vi ∈ τ ، i = ۱,۲, ..., n ازای به اگر (٢)

. ∪αVα ∈ τ آنگاه باشد، τ اعضای از دلخواهͬ خانوادۀ (Vα) اگر (٣)

مجموعه�های را τ اعضای توپولوژیͷو یͷفضای Xرا آنگاه Xباشد، در یͷتوپولوژی τ هرگاه (ب)

مͬ�نامند. X در باز

f گوییم آنگاه باشد، Y توی به X از نگاشتͬ f و بوده ͷتوپولوژی فضای دو Y و X هرگاه (پ)

باشد. X در بازی مجموعۀ f−۱(U) ،Y در U باز مجموعۀ هر ازای به اگر است پیوسته

باشد. مجموعه يك X كنيم فرض .٢.٢ تعریف

باشد. زير خواص دارای هرگاه Xگوييم در σ-جبر يك را X زيرمجموعه�های از A خانوادۀ (الف)

.X ∈ A (١)

Xاست. به نسبت A متمم Ac آن در كه ،Ac ∈ A آن�گاه ،A ∈ A اگر (٢)

.∪∞
n=۱An ∈ A آن�گاه ،A۱, A۲, · · · ∈ A اگر (٣)

٩



١٠ پیوسته و اندازه�پذیر توابع .٢ فصل

را A اعضای و اندازه�پذير فضای يك را (X,A) آن�گاه باشد، X در σ-جبر يك A اگر (ب)

مͬ�ناميم. X در اندازه�پذير مجموعه�های

باشد، Y توی Xبه از نگاشتͬ f و ͷتوپولوژی فضای ͷی Y و اندازه�پذیر فضای ͷیX هرگاه (پ)

در اندازه�پذیری مجموعۀ f−۱(U) ،Y در U باز مجموعۀ هر ازای به اگر است اندازه�پذیر f گوییم آنگاه

باشد. X

و باشد X در اندازه�پذير مجموعۀ يك E هرگاه (ت)

χ
E
(x) =

{
۱ x ∈ E
۰ x /∈ E

مͬ�ناميم. E مجموعۀ مشخصۀ تابع را χE است. اندازه�پذير تابع يك χE آن�گاه

باشد. پیوسته g : Y −→ Z و بوده ͷتوپولوژی فضاهای Z و Y کنیم فرض .٣.٢ قضیه

آنگاه h = g ◦ f و بوده پیوسته f : X −→ Y و ͷتوپولوژی فضای ͷی X هرگاه (الف)

است. پیوسته h : X −→ Z

آنگاه h = g ◦ f و بوده اندازه�پذیـر f : X −→ Y و اندازه�پذیـر فضای ͷی X هـرگاه (ب)

است. اندازه�پذیر h : X −→ Z

مجموعۀ g−۱(V ) مͬ�شود نتیجه g پیوستگͬ از باشد، Z در دلخواهͬ باز مجموعۀ V فرضکنیم برهان.

داریم: همچنین است. Y در بازی

h−۱(V ) = (g ◦ f)−۱(V ) = f−۱(g−۱(V ))

h−۱(V ) باشد، اندازه�پذیر f اگر مͬ�کند. اثبات را (الف) و است باز h−۱(V ) باشد، پیوسته f اگر

کرد. خواهد ثابت را (ب) و است اندازه�پذیر

Φ و بوده X اندازه�پذیر فضای روی بر وحقیقͬ�-�مقدار اندازه�پذیر توابعͬ v و u كنيم فرض .۴.٢ قضیه

مͬ�کنیم تعریف x ∈ X ازای به و باشد، Y ͷتوپولوژی فضای توی به صفحه از پیوسته نگاشت ͷی

h(x) = Φ(u(x), v(x))

است. اندازه�پذیر h : X −→ Y صورت این در



١١ پیوسته و اندازه�پذیر توابع .٢ فصل

چون مͬ�نـͽارد. صفحـه تـوی بـه را X مـجموعـۀ f .f(x) = (u(x), v(x)) مͬ�دهیـم قـرار برهان.

کنیم. ثابت را f اندازه�پذیری است کافͬ ٣.٢ قضیه بنابر ، h = Φ ◦ f

حاصلضرب R آنگاه هایند. محور موازی اضلاعش که باشد صفحه در باز مستطیل ͷی R هرگاه

و است، I۲ و I۱ باز بازۀ دو دکارتͬ

f−۱(R) = u−۱(I۱) ∩ v−۱(I۲)

از شمارش�پذیری اجتماع صفحه در V باز مجموعۀ هر است. اندازه�پذیر v و u به راجع ما فرض طبق که

چون و است، Ri مستطیل�های این

f−۱(V ) = f−۱(
∞∪
i=۱

Ri) =
∞∪
i=۱

f−۱(Ri)

است. اندازه�پذیر f−۱(V )

اندازه�پذیرند. نیز f.g و f + g صورت این در باشند، اندازه�پذیر توابع g و f اگر .۵.٢ قضیه

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را Φ : R۲ −→ R پیوستۀ تابع برهان.

Φ(s, t) = s+ t

مͬ�گیریم نظر در زیر صورت به را h : X −→ R تابع همچنین

h(x) = Φ(f(x), g(x)) = f(x) + g(x)

است. اندازه�پذیر نیز h = f + g هستند، اندازه�پذیر توابع g و f و پیوسته Φ چون ،۴.٢ قضیۀ بنابر

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را Ψ : R۲ −→ R پیوستۀ تابع دوم، قسمت اثبات برای

Ψ(s, t) = s.t

مͬ�گیریم. نظر در زیر صورت به را h : X −→ R تابع همچنین

h(x) = Φ(f(x), g(x)) = f(x).g(x)

است. پذیر اندازه نیز h = f.g هستند، پذیر اندازه توابع g و f و پیوسته Ψ چون ،۴.٢ قضیه بنابر



١٢ پیوسته و اندازه�پذیر توابع .٢ فصل

موجود A∗ مانند X در σ-جبر کوچͺترین باشد، X زیرمجموعه�های از گردایه��ای Σ اگر .۶.٢ قضیه

.Σ ⊂ A∗ که طوری به است

تمام گردایۀ چون اند. Σ شامل که باشد X در A σ-جبرهای تمام خانوادۀ Ω کنیم فرض برهان.

A ∈ Ω تمام اشتراک A∗ کنیم فرض نیست. تهͬ Ω است، σ-جبری چنین ͷی X زیرمجموعه�های

سادگͬ به دارد. قرار باشد Σ شامل که Xدر σ-جبر هر در A∗ و Σ ⊆ A∗ که است واضح باشد.

مͬ�کند. تمام را برهان که است اثبات قابل A∗ برای σ-جبر خاصیت�های

B مانند جبر -σ کوچͺترین ۶.٢ قضیه بنابر باشد. ͷتوپولوژی فضای ͷی X کنیم فرض .٧.٢ تعریف

X ١ بورل مجموعه�های را B اعضای است. B به Xمتعلق در باز مجموعۀ هر که طوری به Xهست در

مͬ�نامند.

بورل مجموعه�های آن در که گرفت اندازه�پذیر فضای ͷی را X مͬ�توان است، σ-جبر ͷی B چون

مͬ�گیریم. نظر در را (X,B) اندازه�پذیر فضای خلاصه، طور به دارند. را اندازه�پذیر مجموعه�های نقش

تعاریف از آنگاه باشد، ͷتوپولوژی فضای ͷی Y و بوده X از پیوسته نگاشت ͷی f : X −→ Y هرگاه

از پیوسته نگاشت هر دیͽر، عبارت به .f−۱(V ) ∈ B ،Y در V باز مجموعۀ هر ازای به که است واضح

است. بورل اندازه�پذیر X

توی به Xرا مجموعۀ f باشد. ͷتوپولوژی فضای ͷی Y Xو در Aیσͷ-جبر فرضکنیم .٨.٢ قضیه

بنگارد. Y

در یσͷ-جبر Ω آنگاه ،f−۱(E) ∈ A که باشد E ⊂ Y مجموعه�های تمام گردایۀ Ω هرگاه (الف)

است. Y

.f−۱(E) ∈ A آنگاه باشد، Y در بورل مجموعۀ ͷی E و اندازه�پذیر f هرگاه (ب)

اندازه�پذیر f آنگاه ،f−۱((α,∞]) ∈ A حقیقͬ، αی هر ازای به و Y = [−∞,∞] هرگاه (پ)

است.

و بوده بورل نگاشت ͷی g : Y −→ Z و ͷتوپولوژی فضای ͷی Z و اندازه�پذیر f هرگاه (ت)

است. اندازه�پذیر h : X −→ Z آنگاه ،h = g ◦ f

روابط از (الف) برهان.

f−۱(Y ) = X

١Borel



١٣ پیوسته و اندازه�پذیر توابع .٢ فصل

f−۱(A۱ ∪ A۲ ∪ ...) = f−۱(A۱) ∪ f−۱(A۲) ∪ ...

f−۱(Y − A) = X − f−۱(A)

مͬ�شود. نتیجه

تمام شامل Ω که مͬ�کند ایجاب f اندازه�پذیری باشد. (الف) همانند Ω کنیم فرض (ب) اثبات برای

است. Y در بورل مجموعه�های تمام شامل Ω است، جبر - σͷی Ω چون و باشد، Y در باز مجموعه�های

عدد .f−۱(E) ∈ A که باشد هایی E ⊂ [−∞,∞] تمام گردایۀ Ω کنیم فرض (پ) اثبات برای

هر ازای به چون .αn → α ،n → ∞ وقتͬ که مͬ�گیریم چنان را αn < α و کرده اختیار را α حقیقͬ

و (αn,∞] ∈ Ω ،n

[−∞, α) = ∪∞
n=۱[−∞, αn] = ∪∞

n=۱(αn,∞]c

مورد در امر همین . [−∞, α) ∈ Ω که مͬ�شود معلوم مͬ�دهد، نشان را Ω بودن جبر - σ (الف) نیز و

(α, β) = [−∞, β) ∩ (α,∞]

Ω است، فوق نوع از بازه�های از شمارش�پذیری اجتماع [−∞,∞] در باز مجموعۀ هر چون است. برقرار

باشد. مͬ اندازه�پذیر f لذا است. باز مجموعه�های همۀ شامل

Y از بورل مجموعۀ ͷی g−۱(V ) صورت این در باشد. باز V ⊂ Z کنیم فرض (ت) اثبات برای

چون و است،

h−۱(V ) = f−۱(g−۱(V )),

. h−۱(V ) ∈ A که مͬ�دهد نشان (ب) قسمت

است. c = ۲ℵ۰ برابر R اندازه�پذیر بورل مجموعه�های اصلͬ عدد .٩.٢ قضیه

ببینید. را [٢٢] از ١١٠ صفحۀ برهان.

مجموعه Xباشد، روی مقدار حقیقͬ تابع ͷی f : X −→ R و ناتهͬ مجموعۀ ͷیX کنیم فرض

. Coz(f) = X\f−۱({۰}) واقع در مͬ�دهیم؛ نمایش Coz(f) با را f(x) ̸= ۰ Xکه از x نقاط



١۴ پیوسته و اندازه�پذیر توابع .٢ فصل

برای اگر فقط و اگر است اندازه�پذیر (X,A) اندازه�پذیر فضای روی f حقیقͬ�-�مقدار تابع .١٠.٢ قضیه

باشد. اندازه�پذیر Coz(f) ∩ {x : f(x) < c} مجموعۀ ، c حقیقͬ عدد هر

ببینید. را [١٠] از ١٨ فصل برهان.

زیر احͺام صورت این در باشد، (X,A) اندازه�پذیر فضای روی حقیقͬ تابعͬ f فرضکنیم .١١.٢ قضیه

برقرارند.

است. اندازه�پذیر نیز cf آنگاه باشد حقیقͬ عدد ͷی c و اندازه�پذیر f اگر (الف)

است. اندازه�پذیر نیز ۱

f
آنگاه باشد صفر غیر اندازه�پذیر تابع f اگر (ب)

است. اندازه�پذیر بورل f آنگاه باشد صعودی تابع ͷی f و حقیقͬ Xخط اگر (پ)

مجموعۀ ،c حقیقͬ عدد هر برای آنگاه باشد، اندازه�پذیر f اگر (ت)

Coz(f) ∩ {x : f(x) = c}

است. اندازه�پذیر

است. اندازه�پذیر بورل f صورت این در باشد، پیوسته f : Rk −→ R کنید فرض (ث)

ببینید. را [١٠] از ١٨ فصل برهان.

عددی c و (X,A) اندازه�پذیر فضای روی توسعه�یافته حقیقͬ اعداد در مقادیر با g و f اگر .١٢.٢ قضیه

مجموعۀ سه هر آنگاه باشد حقیقͬ

A =
{
x : f(x) < g(x) + c

}
B =

{
x : f(x) ≤ g(x) + c

}
C =

{
x : f(x) = g(x) + c

}
اندازه�پذیرند.

که این به توجه با باشد، حقیقͬ اعداد خط روی گویا اعداد مجموعه Q کنیم فرض برهان.

A =
∪
r∈Q

[{x : f(x) < r} ∩ {x : r − c < g(x)}]



١۵ پیوسته و اندازه�پذیر توابع .٢ فصل

دست به زیر روابط از ترتیب به از C Bو برای نتیجه است. نظر مورد خاصیت دارای A که مͬ�شود نتیجه

مͬ�آید.

B = X − {x : g(x) < f(x)− c} و C = B − A

به باشد یافته توسعه حقیقͬ خط روی اندازه�پذیر بورل مقدار حقیقͬ یافتۀ توسعه تابع Φ اگر .١٣.٢ قضیه

آنگاه Xباشد. اندازه�پذیر فضای روی اندازه�پذیر مقدار حقیقͬ یافتۀ توسعه تابع f و Φ(۰) = ۰ که طوری

Xاست. روی اندازه�پذیر تابع ͷی f̃(x) = Φ
(
f(x)

)
تعریف با ،f̃

روی بورل مجموعۀ ͷیM اگر است. اندازه�پذیری تعریف از کردن استفاده مناسب راه اینجا در برهان.

آنگاه باشد، یافته توسعه حقیقͬ خط

Coz(f̃) ∩ f̃−۱(M) =
{
x : Φ(f(x)) ∈M\{۰}

}
=

{
x : f(x) ∈ Φ−۱(M\{۰})

}
داریم ،Φ(۰) = ۰ چون

Φ−۱(M\{۰}) = Φ−۱(M\{۰})− {۰}

مجموعۀ اندازه�پذیری و است. بورل مجموعۀ ͷی Φ−۱(M\{۰}) است، اندازه�پذیر بورل Φ چون

Coz(f̃) ∩ f̃−۱(M) = Coz(f) ∩ f−۱(Φ−۱(M\{۰}))

مͬ�شود. نتیجه f اندازه�پذیری از

در باشند، X اندازه�پذیر فضای روی یافته توسعه حقیقͬ�-�مقدار اندازه�پذیر توابع g و f اگر .١۴.٢ قضیه

چنین�اند. نیز f.g و f + g صورت این

بی�نهایت g(x) یا f(x) مقدار، دو از ͬͺی حداقل که x نقاط در fg و f + g رفتار که این به نظر برهان.

مقدار متناهͬ توابع روی را خود توجه محدود مورد چند آزمون از بعد است، فهم قابل سادگͬ به ، است

قابل f(x) + g(x) آنگاه g(x) = ±∞ و f(x) = ±∞ اگر که مͬ�کنیم مͬ�کنیم.(یادآوری محدود

نیست.) تعریف



١۶ پیوسته و اندازه�پذیر توابع .٢ فصل

آنگاه باشد حقیقͬ عدد ͷی c اگر و هستند متناهͬ g و f اینکه از

{
x : f(x) + g(x) < c

}
=

{
x : f(x) < c− g(x)

}
f.g اندازه�پذیری همچنین مͬ�شود. نتیجه f + g پذیری اندازه g جای به −g جانشینͬ با ١٢.١ قضیۀ از

مͬ�آید. دست به زیر اتحاد از

fg =
۱

۴
[(f + g)۲ − (f − g)۲]

Xباشد اندازه�پذیر فضای روی یافته توسعه مقدار حقیقͬ پذیر اندازه توابع دنبالۀ {fn} اگر .١۵.٢ قضیه

با شده تعریف f∗ و f ∗ و g و h تابع چهار هر آنگاه

h(x) = sup
{
fn(x) : n = ۱,۲, ...

}
g(x) = inf

{
fn(x) : n = ۱,۲, ...

}
f ∗(x) = lim sup

n
fn(x)

f ∗(x) = lim inf
n

fn(x)

هستند. اندازه�پذیر

معادلۀ است. آسان متناهͬ مقدار حقیقͬ توابع به موضوع عمومیت کاستن برهان.

{
x : g(x) < c

}
= ∪∞

n=۱

{
x : fn(x) < c

}
مͬ�دهد. نشان را h اندازه�پذیری زیر رابطۀ همچنین مͬ�کند. تضمین را g اندازه�پذیری

h(x) = − inf
{
− fn(x) : n = ۱,۲, ...

}
مͬ�آید. دست به زیر روابط از تیب تر به f∗ و f ∗ اندازه�پذیری

f ∗(x) = inf
n≥۱

sup
m≥n

fm(x) و f∗(x) = sup
n≥۱

inf
m≥n

fm(x)


