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1388 ý¢



ùÀ�Ø�ùÀû�Èõ Çµ÷��î ¢�ª üõ �ÂÎõ ýÂÑ÷ ×þ��ê �ÜÞ� ¥� ×þ��ê ÓÜµ¿õ ý�û �¡�ª ¤¢ �î ü·��±õ ¥� üØþ.Àª�� üõ §øÀÞû ý�û ´ó�� ©ø¤ �� Çµ÷��î ��÷ �õ�÷ ö�þ�� ßþ� á�®�õ .´¨� üØ�¨�î ý�ûÂþÁ�ý¤�¢Â� ùÄþø ©ø¤ ¥� �¹�þ� ¤¢ �õ �î ¢¤�¢ ¢��ø §øÀÞû ý�û ´ó�� ß��ã � ý�Â� ü�ø�Ôµõ ý�û ©ø¤.À�µÆû ý¢���÷ ÂÚÜÞä ý�û¤�¢Â� ùÄþø §øÀÞû ý�û ´ó�� ©ø¤ ßþ� §�¨� Â� .Ý��î üõ ù¢�Ôµ¨�ýø¤ Â� ø�ð - Â��Üð - ßþ¥Â� ©ø¤ ¥� ù¢�Ôµ¨� �� üØ�¨�î ý�ûÂþÁ� ùÀû�Èõ Çµ÷��î �õ üÜ¬� éÀû.Àª�� üõ ùÂî ø �ÖÜ� �û ö� ¥�ê ý�Ìê �� ¯��Âõ üþ�Ìê ´ÞÆì �î ´¨� üþ�ûÀÜÔ��õ�î ÍÜµ¿õ ùÂî ýø¤ �õÂð �ó¢�ãõ �� ¯��Âõ ( heat kernel ) üþ�õÂð �µÆû ×Þî �� �õ �õ�÷ ö�þ�� ßþ� ¤¢ùÂî ø �ÖÜ� �� é¤�õø�þ� �î ý¥�ê ý�û�Ìê �� ¯��Âõ §øÀÞû ý�û ´ó�� ,ùÀª �ÂÎõ ñ�û ö�þ�Â� Í¨��ùÂî ¢¤�õ ¤¢ ñ�û ö�þ�Â� Í¨�� �î üþ�õÂð �µÆû �î Ý�û¢ üõ ö�È÷ ø Ý�þ�Þ÷ üõ ß��ã� �¤ Àª�� üõ ÍÜµ¿õ.¢�ª ¼�½Ê� üµÆþ�� ùÀª ù¢¤ø� ´¨¢ �� ÍÜµ¿õ¢�ª üõ ö�� � üÖ�Ö� ��Êµ¿õ °Æ� Â� �î ÍÜµ¿õ ùÂî ý�Â� °¨��õ §��Öõ ��¿µ÷� � � ß��»Þû.Ý�þ�Þ÷ üõ ß��ã� ÍÜµ¿õ ùÂî ý�Â� �¤ �þ¤�ê ø �þø�¥ üõ�µ÷��î ý�ûÂÚÜÞä�û ö� �ø¢�õ ø ÍÜµ¿õ ùÂî üä�ãª ý�û �Ôó�bõ �� ÂÒ��µõ ý�ûÂÚÜÞä �Â® �î Ý�û¢ üõ ö�È÷ ö� Â� ùø�äù¥�À÷� �� �µÆ��ø â���� Â±� ßþ� ×Þî �� ��÷ ö�þ�� ¤¢ .À�î üõ ´�ã±� ü±��Â� Â±� ��÷ �� ý� ùÄþø Â±� ¥�.Ý��î üõ À�þ�b� �¤ ÍÜµ¿õ ùÂî ¢¤�õ ¤¢ ü±��Â� Â±� üµ¨¤¢ ø ù¢�Þ÷ ù��µ÷��î �¤ üÎ¡ ´îÂ�



�õ�÷ ö�þ�� ¤¢ �µê¤ ¤�î �� ý�û Û±Þ¨ ø �û ¢�Þ÷ üêÂãõR üÖ�Ö� ¢�Àä� �ä�Þ¹õN üã�±Ï ¢�Àä� �ä�Þ¹õC ÍÜµ¿õ ¢�Àä� �ä�Þ¹õ�= ���ê¤�õø�þ�� ¥ ¤� Ýû ,ñ¢�ãõ
 ü�¤�¡ �Â®/ Ý�ÖµÆõ Ý�÷ �Â®:= ÓþÂã�jj jj �Â÷2 �� ´¨� ÕÜãµõ� �ä�Þ¹õ Âþ¥j i ´îh j �Â�f ; g ö�¨��� ´î�Â�[ ; ℄ üþ�¹��� �Î��¤O üõ�µ÷��î ÂÚÜÞäId �Øþ ÂÚÜÞäH �Â±Ü�û ý�ÌêFB ßÞðÂ� - í�ê ý�ÌêSd ýÀã� d ùÂîSdC ýÀã� d ÍÜµ¿õ ùÂî#(�; q) ü��î�� �µ� â���



���¤À�õ ´¨Âúê
1 �õÀÖõ 16 §øÀÞû ý�û ´ó�� Â� ý� �õÀÖõ 27 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ö� ÂþÁ� ö�Øõ� ý�û Çþ�Þ÷ ø �Â±Ü�û ý�Ìê 1 .29 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ö�Øõ Çþ�Þ÷ 1.1 .210 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : �÷�Ø� Çþ�Þ÷ 2.1 .211 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ( í�ê ) ý�Â÷� Çþ�Þ÷ 3.1 .212 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : (ßÞðÂ� � í�ê)üÜ�Ü½� Çþ�Þ÷ 4.1 .214 : : : : : : : : : : : : : : : : : : ý¢���÷ ø ÕÜ¡ ý�ûÂÚÜÞä ø Ù�û�Þû ÂÚ÷�¨�÷ 2 .217 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : §øÀÞû ý�û ´ó�� 3 .221 §øÀÞû ý�û ´ó�� ø �ÖÜ� ýø¤ üõ�µ÷��î ×�÷�Øõ 323 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : �ÖÜ� ýø¤ üõ�µ÷��î ×�÷�Øõ ü¨¤Â� 1 .324 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : §øÀÞû ý�û ´ó�� Â� ý¤øÂõ 2 .324 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : §øÀÞû ý�û ´ó�� ÓþÂã� 1.2 .328 : : : : : : : : : : : : : : üØ�¨�î ¥�ê ý�Ìê ø §øÀÞû ý�û ´ó�� 2.2 .3ii



31 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ïÂ±÷�þ�û ß�Öþ �Àä �Î��¤ 3.2 .333 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : �ÖÜ� ýø¤ ßÞðÂ� Çþ�Þ÷ ü¨¤Â� 3 .336 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : �ÖÜ� ×þ ýø¤ ¢�¥� ù¤£ : ñ�·õ 4 .338 ÍÜµ¿õ ùÂî ø �ÖÜ� ýø¤ §øÀÞû ý�û ´ó�� 440 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ¥�ê ý�Ìê ýø¤ ÍÜµ¿õ ��Êµ¿õ 1 .441 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ßÞ�� ý¥�¨ ÍÜµ¿õ 1.1 .443 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ý¢���÷ ÂÚÜÞä 2 .446 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : §øÀÞû ý�û ´ó�� 3 .447 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : §øÀÞû ý�û ´ó�� üêÂãõ 1.3 .449 : : : : : : : : : : : ÍÜµ¿õ �ÖÜ� ýø¤ §øÀÞû ý�û ´ó�� �±¨�½õ 2.3 .451 : : : : : : : : : : : : ÍÜµ¿õ ùÂî ýø¤ §øÀÞû ý�û ´ó�� �±¨�½õ 3.3 .453 : : : : : : : : : : : : : : : : ÍÜµ¿õ ùÂî ýø¤ §��Öõ ÂÚþ¢ Çþ�Þ÷ 4.3 .456 Çµ÷��î 558 : : : : : : : : : : : : : : ÍÜµ¿õ �ÖÜ� ýø¤ üØ�¨�î ý�ûÂþÁ� ùÀû�Èõ Çµ÷��î 1 .562 : : : : : : : : : : : : : : ÍÜµ¿õ ùÂî ýø¤ üØ�¨�î ý�ûÂþÁ� ùÀû�Èõ Çµ÷��î 2 .570 : : : : : : : : : : : : : : : : : : ÍÜµ¿õ ùÂî ýø¤ ü±��Â� Â±� ×Þî �� Çµ÷��î 3 .576 ¸þ�µ÷
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üØ�¨�î ý�ûÂþÁ� ùÀû�Èõ 1Çµ÷��î ¢¢Âð üõ �ÂÎõ ×þ��ê ÓÜµ¿õ ý�û �¡�ª ¤¢ �î ü·��±õ ¥� üØþßþ� ¤¢ .À÷¤�¢ �¤ ¢�¡ «�¡ ý�û ´þ�õ ��Àî Âû �î ¢¤�¢ ¢��ø Çµ÷��î ý�Â� üÔÜµ¿õ ý�û ©ø¤ , ´¨��� �ú�� ©ø¤ ßþ� ¤¢ ,Ý�þ�Þ÷ üõ ��¿µ÷� �¤ 2§øÀÞû ý�û ´ó�� ×Þî �� Çµ÷��î ©ø¤ �õ �õ�÷ ö�þ��¢¤�õ ø¢ ßþ� ß��ã� �î ´¨� Âî£ �� �¥� �µ±ó� ).Ýþ¤�¢ ¥��÷4 °¨��õ §��Öõ ø 3 �Â±Ü�û ý�Ìê Âþ¥ ß��ã�( Àª�� üõ ÛØÈõ ¤��Æ��� ÝµÆ�¨ ��µ÷��î ×�÷�Øõ ¤¢ ,¢�ª üõ Ó�¬�� 5¥�ê ý�Ìê ¯�Ö÷ Í¨�� ÝµÆ�¨ ×þ ×�¨�î ×�÷�Øõ ¤¢Â� Û¬�� �î ¢¤�¢ ¢��ø ��÷ üµó�� �õ� .¢¢Âð üõ ß��ã� �Â±Ü�û ý�Ìê �� ¯��Âõ ý�û¤�¢Â� ùÄþø �Ü�¨ø,�û ´ó�� ßþ� ,´¨� ×þ¢�÷ üÜ�¡ ×�¨�î ý�û ´ó�� �� �î ý¤�Ï ´¨� üõ�µ÷��î ý�û ´ó�� Çú�Þû�ø�Ô� ÂÚþ¢ ý�û ©ø¤ �� §øÀÞû ý�û ´ó�� ©ø¤ �� Çµ÷��î .À÷�ª üõ ùÀ�õ�÷ §øÀÞû ý�û ´ó�����¤� §øÀÞû ý�û ´ó�� �»¿þ¤�� Â� ý� �õÀÖõ �Àµ�� �î ´¨� �¥� °ÜÎõ ßþ� ü¨¤Â� ¤�Ñ�õ �� �î ¢¤�¢.¢¢Âð¥� §øÀÞû ù��ø .¢¤�¢ ×�¨�î×þ��ê �� ö� ¯�±�¤� ø üõ�µ÷��î ×þ��ê ¤¢ �Èþ¤ §øÀÞû ý�û ´ó�� ùÀþ�Û�Æð �ó�bÆõ �� ¯�±�¤� ¤¢ ø ý¢��õ 60 �û¢ Â¡�ø� ¤¢ ℄1[6Â��Üð Í¨�� ùÄþø �¤�¬ �� ø Àþ� üõ ×�µ��ö�õ¥ ö� ¥� .´ê�þ �ã¨�� ℄4[ 8ö�ª¤¢�¨ ø ( ℄3[ ø ℄2[ ) 7¤¢�Üî Í¨�� ��÷ ö� ¥� Å� .Àþ¢Âð �ÂÎõ ¤��ó, üÞ�� ×þ��ê , ý� �µÆû ×þ��ê Û�±ì ¥� ×þ��ê ÓÜµ¿õ ý�û �¡�ª ¤¢ §øÀÞû ý�û ´ó�� ¶½�" :Àþ�ð üõ ù¤�� ßþ� ¤¢ ¤¢�Üî �î ý¤�Ï ´ê�þ ©ÂµÆð ýÂÑ÷ ×þ��ê ¤¢ �ÜÞ� ¥� ø Àõ�� ´ó�� ×þ��êQuantization1Coherent state 2Hilbert spae 3Suitable measure 4Phase spae 5Glauber6Klauder7Sudarshan82



".À�ª�� üõ üõ�µ÷��î ý¤�ÿ� üã�±Ï ö��¥ §øÀÞû ý�û ´ó���� �¤ ø¢ ßþ� ø ù¢Âî Â� �¤ üõ�µ÷��î ×þ��ê ø ×�¨�î ×þ��ê ß�� é�Øª �î ´¨� üÞÜä §øÀÞû ´ó���õ�÷ ö�þ�� ßþ� ¤¢ �õ �î ¢¤�¢ ¢��ø §øÀÞû ý�û ´ó�� ß��ã� ý�Â� ü�ø�Ôµõ ý�û ©ø¤ .Àû¢ üõ À÷��� Ýûý¢���÷ ÂÚÜÞä ý�û¤�¢Â� ùÄþø §øÀÞû ý�û ´ó�� ©ø¤ ßþ� ¤¢ .Ý��î üõ ù¢�Ôµ¨� ý¤�¢Â� ùÄþø ©ø¤ ¥�ý�û�Ìê ý�Â� üØ�¨�î ý�û ÂþÁ� ùÀû�Èõ Çµ÷��î ö��� üõ §øÀÞû ý�û ´ó�� ßþ� ×Þî �� .À�µÆû9�î ´¨� üÞÆ� ´îÂ� ý�Â� §øÀÞû ý�û ´ó�� ß��ã� �õ üÜ¬� éÀû .¢�¢ ¤�Âì ü¨¤Â� ¢¤�õ �¤ ÓÜµ¿õ´ó�� ßþ� ¥� ù¢�Ôµ¨� �� Å³¨ .Àª�� üõ ùÂî ×þ �þ ø �ÖÜ� ×þ ö� ¥�ê ý�Ìê �� ¯��Âõ üþ�Ìê ´ÞÆì.Ý��î üõ ù��µ÷��î �¤ üØ�¨�î ý�û ÂþÁ� ùÀû�Èõ §øÀÞû ý�ûÂÚ ÷�¨� ÷ ¢¤�õ ¤¢ ý¤�¢Â � ùÄ þø ©ø¤ ÂÊµ¿õ �¤�¬ �� ö�ðÀ� ÷��¡ üþ� �ª� ¤�Ñ�õ � � �ø¢ ÛÊê ¤¢ÓÜµ¿õ ý�û Çþ�Þ÷ ø ù¢Âî üêÂãõ �¤ �Â±Ü�û ý�Ìê �Àµ�� ¤�Ñ�õ ßþ� �� ,Ý��î üõ üêÂãõ �¤ ù¢�¨ Ù�û�Þûü¨¤Â� ¤�Ñ�õ �� üØ�¨�î ø üõ�µ÷��î Ù�û�Þû ÂÚ÷�¨�÷ ���È� ¥� Å³¨ .Ý�û¢ üõ ¤�Âì ü¨¤Â� ¢¤�õ �¤ ö�üõ ö�È÷ ý¢���÷ ø 10ÕÜ¡ ý�û ÂÚÜÞä üêÂãõ �� �õ�¢� ¤¢ .ÝþÂ� üõ ùÂú� ��µ÷��î �� ×�¨�î ¥� ñ�Öµ÷�ý�û ´ó�� �î Ý��î üõ ù¤�ª� ß��»Þû .À�µÆû ý¢���÷ ÂÚÜÞä ¤�¢Â� ùÄþø §øÀÞû ý�û ´ó�� �î Ý�û¢.À�ª�� üõ�µ÷��î ù¤£ ×þ ü�ø��� ´îÂ� Ýúê ý�µ¨�¤ ¤¢ À�Ôõ ¤���� ×þ À�÷��� üõ §øÀÞû¤¢ �¤ 11 ýÀÜÔ��õ ýø¤ Â� üõ�µ÷��î ù¤£ ´îÂ� ü�ãþ ü�ø��� ´îÂ� ¢¤�õ ßþÂ� ù¢�¨ �õ ��¨ ÛÊê ¤¢§øÀÞû ý�û ´ó�� �f �¬� .´¨� �ÖÜ� ×þ ö� ¥�ê ý�Ìê �� ¯��Âõ üþ�Ìê ´ÞÆì �î ÝþÂ�ð üõ ÂÑ÷×�÷�Øõ ü¨¤Â� �� ÛÊê ßþ� ¤¢ .À÷�ª üõ ý¤�Áð °Æ� Â� üØ�¨�î ¥�ê ý�Ìê ¯�Ö÷ §�¨� Â� ¢¤�À÷�µ¨�üêÂãõ �¤ §øÀÞû ý�û ´ó�� Å³¨ Ýþ¥�¢Â� üõ 12 üØÆó�ø �î ©ø¤ §�¨� Â� �ÖÜ� ýø¤ üõ�µ÷��î�î Ý�û¢ üõ ö�È÷ ß��»Þû .À�µÆû ý¢���÷ ÂÚÜÞä â���� ùÄþø �û ´ó�� ßþ� �î Ý�û¢ üõ ö�È÷ ø ù¢Âîüõ üØ�¨�î ¥�ê ý�Ìê ��Êµ¿õ �� Õ��Îõ ùÀª üêÂãõ §øÀÞû ý�û ´ó�� ¤¢ �µê¤ ¤�î �� ý�ûÂµõ�¤��.À�ª��ÓþÂã� �� .´¨� ïÂ±÷�þ�û - Ûþø �µê�þ ÛØª Â��ç� Â±� ¤�úÒ ü¨¤Â� ßþ� ¤¢ ���� °ó�� �¹�µ÷ ×þý�û ´ó�� �þ�� Â� �î Ý�û¢ üõ ö�È÷ ý¢���÷ ø ÕÜ¡ ý�û ÂÚÜÞä °Æ� Â� �÷�Ø� ø ö�Øõ ý�ûÂÚÜÞäßÞðÂ� Çþ�Þ÷ ü¨¤Â� �� ÛÊê ßþ� ¤¢ ùø�ä �� .¢�ª üõ ù¢¤ø�Â� ïÂ±÷�þ�û ß�Öþ �Àä Ûì�À� §øÀÞû.Ýþ¥�¢Â� üõ �ÖÜ� ýø¤ íÂ½µõ ù¤£ ý�Â� Çþ�Þ÷ ßþ� ¤¢ �ûÂÚÜÞä Â�� ø 13Annihilation operator 9Creating operator 10Manifold11Kowalski12Bargmann representation133



¯��Âõ üþ�Ìê ´ÞÆì �î ýÀÜÔ��õ ýø¤ Â� üõ�µ÷��î ù¤£ ´îÂ� ü¨¤Â� �� ¢¤�¢ «�Êµ¡� �¤�ú� ÛÊê¢¤�õ ℄5[ 14ñ�û ö�þ�Â� ©ø¤ §�¨� Â� �¤ §øÀÞû ý�û ´ó�� ÛÊê ßþ� ¤¢ .´¨� ùÂî ö� ¥�ê ý�Ìê ��üõ �õÂð �ó¢�ãõ Û� �� ñ¢�ãõ §øÀÞû ý�û ´ó�� ö¢¤ø� ´¨¢ �� ©ø¤ ßþ� ¤¢ .Ý�û¢ üõ ¤�Âì ü¨¤Â�ø ℄7[ , ℄6[) 16 ßÞ�� ©ø¤ §�¨� Â� �î ´¨� T ?(Sd) 15´÷�Ä÷�µî ý�Ìê ù¢�Ôµ¨� ¢¤�õ ¥�ê ý�Ìê .Àª��¤�¢Â� ý�û �Ôó�b õ �Àµ�� ßþ�Â���� .Àª�� üõ 17 é¤�õø�þ� SdC ÍÜµ¿õ ùÂî �� �î ¢�¢ ö�È÷ ö��� üõ ( ℄8[�¤ â���� ßþ� üõ�µ÷��î ý�µÞû Å³¨ ,ù¢Âî üêÂãõ �¤ À�ª�� üõ ak ÍÜµ¿õ â���� �î SdC ÍÜµ¿õ ùÂî üä�ãªâ���� ùÄþø .À�µÆû ý¢���÷ ý�ûÂÚÜÞä �� ñ¢�ãõ üõ�µ÷��î ý�û�µÞû ßþ� �î Ý�û¢ üõ ö�È÷ ø ù¢�Þ÷ �±¨�½õ�µÆû éÂãõ ö�Øõ ¤�¢Â� ¤¢ �û ´ó�� ßþ� üÜ¡�¢ �Â® �î À�ª�� üõ §øÀÞû ý�û ´ó�� �ûÂÚÜÞä ßþ�ý�û ´ó�� ß��ã� ýø¤ �¤ ¢�¡ ©�� ÛÊê ßþ� ¤¢ .Àª�� üõ �õÂð �ó¢�ãõ ���� �î ´¨� 18 üþ�õÂð§��Öõ ß��»Þû .Ý�þ�Þ÷ üõ �îÂÞµõ (d = 2) ùÂî ø (d = 1) �ÖÜ� ýø¤ ù¤£ ´îÂ� �� ÂÒ��µõ §øÀÞûÇµ÷��î ý�Â� Ý¹�� ÛÊê ¤¢ �î Ý��î üõ �±¨�½õ ��÷ �¤ �û�Ìê ßþ� ýø¤ ù¤£ ´îÂ� �� ¯��Âõ °¨��õ.¢Â�ð üõ ¤�Âì ù¢�Ôµ¨� ¢¤�õ �û ÂþÁ� ùÀû�Èõ�Â±Ü�û ý�Ìê ýø¤ �î ´¨� üþ�ûÂÚÜÞä �� üØ�¨�î ý�ûÂþÁ� ùÀû�Èõ ö¢Âî ßþ�Úþ�� âì�ø ¤¢ Çµ÷��î�ûÂþÁ� ùÀû�Èõ ¥� ü¡Â� Çµ÷��î �� §øÀÞû ý�û ´ó�� ¥� ù¢�Ôµ¨� �� Ý¹�� ÛÊê ¤¢ .À��î üõ Â�� �Ï��Âõ.Ýþ¥�¢Â� üõ 19 ßþ¥Â� ©ø¤ §�¨� Â� ùÂî ø �ÖÜ� ýø¤ íÂ½µõ ù¤£ ý�Â��ÖÜ� ý�Â� �¤�ú� ÛÊê ¤¢ �î ü¨øÀÞû ý�û ´ó�� ßµêÂð ÂÑ÷ ¤¢ �� �î ´¨� �¤�¬ ßþ� �� �õ ¤�î ©ø¤¥�ê ý�Ìê ¤¢ â��� ×þ âì�ø ¤¢ �î f(�) üØ�¨�î ÂþÁ� ùÀû�Èõ Âû ö��� üõ ( j�i ) Ýþ¢¤ø� ´¨¢ �� ùÂî ø:¢�Þ÷ ù��µ÷��î Âþ¥ �¤�¬ �� �¤ Àª�� üõOf = ZX f(�)j �ih� j�(d�) ; (1.1)¥�ê ý�Ìê ýø¤ �ÎÖ÷ ×þ � ø X ¥�ê ý�Ìê ýø¤ °¨��õ §��Öõ �(d�) ,üõ�µ÷��î ÂþÁ� ùÀû�Èõ Of �î.Àª�� üõ�ai ü�ãþ �û ö� �ø¢�õ ø (i = 1;2;3) ai ÍÜµ¿õ â���� �� ÂÒ��µõ ý�ûÂÚÜÞä �Î��¤ ßþ� ×Þî �� ß��»Þû20ü±��Â� Â±� ��÷ �� ý� ùÄþø Â±� ¥� �ûÂÚÜÞä ßþ� �Â® �î Ý�û¢ üõ ö�È÷ ø ù¢�Þ÷ �±¨�½õ ùÂî ýø¤ �¤ �ûBrian C. Hall14Cotanjant spae15Thiemann 16Isomorph 17Heat kernel18Berezin19Ordering algebra204



ý�ûÂþÁ� ùÀû�Èõ ¥� ü¡Â� Çµ÷��î �� ü±��Â� Â±� ×Þî �� ÛÊê ßþ� ü÷�þ�� Ç¿� ¤¢ .À��î üõ ýøÂ��.Ýþ¥�¢Â� üõ ùÂî ýø¤ ù¤£ ´îÂ� �� ¯��Âõ â���� �� �µÆ��ø
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2 ÛÊê
§øÀÞû ý�û ´ó�� Â� ý� �õÀÖõ

6



�õÀÖõý�Ìê ¤¢ �ÎÖ÷ ×þ ø ù¢Âî ÓþÂã� �¤ ¥�ê ý�Ìê � Àµ�� ÝµÆ�¨ ×þ üêÂãõ ¤�Ñ�õ �� ×�¨�î ×þ��ê ¤¢ý�û¤�¢Â� ùÄþø Í¨�� ÝµÆ�¨ ×þ ��µ÷��î ×þ��ê ¤¢ .Àª�� üõ ´�ã®ø ö� ¤¢ ÝµÆ�¨ éÂãõ âì�ø ¤¢ ¥�ê¢¤�¢ ¢��ø üõ�µ÷��î ý�û ´ó�� ßþ� ¥� üÈ�î ÝûÂ� ,¢�ª üõ ÓþÂã� ÝµÆ�¨ ö� �Â±Ü�û ý�Ìê �� ¯��Âõ�f ±ì �î ¢�ª üõ ùÀ�õ�÷ §øÀÞû ý�û ´ó�� ,�û ´ó�� ßþ� ,´¨� ×þ¢�÷ üÜ�¡ ×�¨�î ý�û ´ó�� �� �î( ℄3[ ø ℄2[ ) ¤¢�Üîø ℄1[Â��Üð Í¨�� Å³¨ ø Àþ¢Âð �ãó�Îõ ý¢��õ 1926 ñ�¨¤¢ ℄9[ 1ÂÚ�þ¢øÂª Í¨��ý�û ´ó�� ß��ã� ý�Â� üÔÜµ¿õ ý�û ©ø¤ .´êÂð ¤�Âì ���� ¢¤�õ ù¤��ø¢ ý¢��õ 60 �û¢ Â¡�ø� ¤¢ùÄþø ©ø¤ ÂÊµ¿õ üÜ�¡ �¤�¬ �� ö�ðÀ�÷��¡ üþ��ª� ý�Â� ÛÊê ßþ� ¤¢ �õ �î ¢¤�¢ ¢��ø §øÀÞû¤�¢Â� ùÄþø §øÀÞû ý�û ´ó�� ©ø¤ ßþ�¤¢ .Ý��î üõ üêÂãõ �¤ ù¢�¨ Ù�û�Þû ÂÚ÷�¨�÷ ¢¤�õ ¤¢ ý¤�¢Â�.Àª �� üõ ý¢���÷ ÂÚÜÞä (´ó��): üêÂãõ �� ¢¤�¢ «�Êµ¡� ÛÊê ßþ� §�¨� ßþ� Â�ö� ÂþÁ� ö�Øõ� ý�û Çþ�Þ÷ ø �Â±Ü�û ý�Ìê -ý¢���÷ ø ÕÜ¡ ý�û ÂÚÜÞä ø Ù�û�Þû ÂÚ÷�¨�÷ -.§øÀÞû ý�û ´ó�� -ö� ÂþÁ� ö�Øõ� ý�û Çþ�Þ÷ ø �Â±Ü�û ý�Ìê 1 .2¯�±�¤� ¤¢ ø Ýû¢¥�÷ öÂì ¤¢ 3�þ¤�ê ø 2ÛÆ� Í¨�� À�µÆû �Â±Ü�û ý�Ìê ÂÚ÷��� �î Ýúõ ��þÂÑ÷ ß�µÆ¿÷.Àõ� ´¨¢ �� ÝµÆ�� öÂì ¤¢ üÜ¬� ¸þ�µ÷ �õ� .´¨� ùÀª �ÂÎõ üÖ�Ö� ùÂ�çµõ ×þ ×þ¢�þÂ� â���� ���� �¤ �Â±Ü�û ý�Ìê ö�Èþ� .´¨� 4�Â±Ü�û Àþ�þ¢ ü÷�Þó� ö�À�®�þ¤ ��÷ ¥� �µêÂðÂ� �Â±Ü�û ý�Ìê ��÷Shordinger1Friedrih Bessel2Joseph Fourier3David Hilbert47



üêÂãõ ´¨� ý¤�¢Â� Â±� ù¢ÂµÆð ý�û ©ø¤ ùÀ÷Â�ð Â� ¤¢ �î ü¨À�Üì� ý�Ìê ¥� ü®�þ¤ ��úÔõ ×þ ö���ä.À÷� ù¢Âî´±Æ÷ üµ�õÂû ÂÚÜÞä ×þ üØ�¨�î ÂþÁ� ùÀû�Èõ Âû �� üõ�µ÷��î ×�÷�Øõ �ä�®�õ ñ�¬� ¥� üØþ Â����Âþ¥ �¤�¬ �� �î ´¨� �Â±Ü�û ý�Ìê �� �Â±Ü�û ý�Ìê ¥� üµª�Ú÷ âì�ø ¤¢ ÂÚÜÞä ßþ� �î ¢�ª üõ ù¢�¢:¢�ª üõ ö���O j�i = j�i ; j�i; j�i 2 H : (1.2)¢�ª ù¢�¢ Çþ�Þ÷ �Â±Ü�û ý�Ìê ¥� ( â��� ùÄþø ) ¤�¢Â� ×þ Í¨�� À÷��� üõ ÝµÆ�¨ ×þ ´ó�� Âû ß��»Þûü�ãþ Àª�� üõ Ûõ�î �ä�Þ¹õ ×þ ,ÂÚÜÞä ×þ â���� ùÄþø ��Þ� �ä�Þ¹õ .À�î üõ Â�� ö� ýø¤ ÂÚÜÞä �î.´ª�÷ â���� ùÄþø ßþ� ¥� üÎÆ� �¤�¬ �� �¤ ù��¿ó¢ â��� Âû ö��� üõüÖ�Ö� üÜ¡�¢ �ÂÌÜ¬�� ý�Ìê ×þ ö���ä �� ( ÍÜµ¿õ) üÖ�Ö� �Â±Ü�û ý�Ìê �û �þÂÑ÷ ÂµÈ��¤¢Çþ�Þ÷ Âþ¥ �¤�¬ �� ø ´î ø �Â� Í¨�� üÜ¡�¢ �Â® �Ü�¨ø �� 5�Â÷ ÓþÂã� ,¢�ª üõ ÓþÂã� ( ÍÜµ¿õ): ¢�ª üõ ù¢�¢jj �!x jj = qh x j x i ; (2.2). ℄10[ ´¨� Ûõ�î ø ¤�¹�ú� �îüõ �ÂÎõ ¢øÀ½õ�÷ ¢�ã�� �� â���� ý�Ìê �¤�¬ �� �fä�÷ ü¨À�úõ ø ×þ��ê ,���®�þ¤ ¤¢ �Â±Ü�û ý�Ìê¢øÀ½õ �÷ ýÂ¨ ×þ °Æ� Â� À÷��� üõ ßþ��¤�î ��Êµ¿õ �� �Æþ�Öõ ¤¢ �Â±Ü�û ý�Ìê �î ��ãõ ßþ� �� ¢�ª.¢�ª ¤�Ê� ý¤øÁ¹õ ÂþÁ� ñ�ÂÚµ÷� ø ÂþÁ� âÞ�ý�û Ç¿� ´¨� üõ�µ÷��î ×�÷�Øõ ¤¢ ü®�þ¤ ýÀ�±ó�õÂê ßþÂµú� �®Âä �Î¨�ø �� �Â±Ü�û ý�Ìê ´�Þû�.À÷�ª üõ ù¢�¢ �Âª ß�ãõ �Â±Ü�û ý�Ìê ý�û¤�¢Â� Í¨�� üõ�µ÷��î ×�÷�Øõ ÝµÆ�¨ ¥� ý� �Ñ��õ Û��ìÇþ�Þ÷ �� üõ�µ÷��î ��±¨�½õ ý�û ©ø¤ ø À÷¢Âð üõ ö��� üÎ¡ ý�ûÂÚÜÞä �Ü�¨ø �� ��÷ �ûÂþÁ� ùÀû�Èõ.À÷�ª üõ ¯��Âõ Àõ�ãµõ ý�ûùøÂð ×þ ¥� ¢Âê �� ÂÊ½�õ Çþ�Þ÷ ×þ ö���ä �� À÷��� üõ üõ�µ÷��î ×�÷�Øõ ÝµÆ�¨ ö¤�Ö� ö� Â� ùø�ä.Àþ� üõ ¢��ø �� ý¤�µ�÷�þ ý�û Çþ�Þ÷ �ã¨�� ý�Â� ù��Ú÷� ×þ °��Â� ßþ� �� ,¢�ª Â�ÆÔ� °¨��õ¢�ã�� �� ý�û�Ìê ¥� �î À�î üõ ö��� �¤ �þ�� Â��ç� ø ö¢Âî Âþ�Ê� Ûõ�ª ù¢�¨ ü¨À�û Ý�û�Ôõ �Â±Ü�û ý�Ìê.À�µÆû â���� ý�Ìê ù�Úþ�� ß�µÆ¿÷ ¤¢ ø À÷�ª üõ ù¢ÂµÆð ¢øÀ½õ�÷ ¢�ã�� �� ý�û�Ìê �� ¢øÀ½õ:Ý�û¢ üõ ¤�Âì ü��þ¥ ¤� ¢¤�õ �¤ ù¢�¨ Ù�û�Þû ÂÚ÷�¨�÷ ý�Â� ÂþÁ� ö�Øõ� Çþ�Þ÷ ¤�ú� ö��î�Norm58



,´¨� ö�Øõ ý�Ìê �õ ¤�î ý�Ìê : 6ö�Øõ Çþ�Þ÷ -,´¨��÷�Ø� ý�Ìê �õ ¤�î ý�Ìê : 7 �÷�Ø� Çþ�Þ÷ -,´¨� ý�Â÷� ý�Ìê �õ ¤�î ý�Ìê : 8 ( í�ê ) ý�Â÷� Çþ�Þ÷ -.´¨� ¥�ê ý�Ìê �õ ¤�î ý�Ìê : 9(ßÞðÂ�-í�ê)üÜ�Ü½� Çþ�Þ÷ -ö�Øõ Çþ�Þ÷ 1.1 .2Âû�Ò 11 üÖµÈõø 10�Â® ý�ûÂÚÜÞä �¤�¬�� ( OP ) �÷�Ø� ø ( OQ) ö�Øõ ý�ûÂÚÜÞä �Ìê ßþ� ¤¢:ü�ãþ À÷�ª üõOQ  ( x ; t ) = x  ( x ; t ) ; (3.2)OP 	( x ; t ) = �i~ ��x  ( x ; t ) ; (4.2)�� ÕÜãµõ ø À�î üõ ´îÂ� Ý�ÖµÆõ Â�Æõ ýø¤ �î ´¨� m �Â� �� ù¤£ ×þ ��õ â���  ( x ; t ) �î�î ´¨� R ÀÜ�ê �� �Â±Ü�û ý�Ìê L2(R) ø H �= L2(R)�î ¢�ª üõ ý¤ø�¢�þ .Àª�� üõ H â���� ý�Ìê�� ÂÚ�þ¢øÂª �ó¢�ãõ §�¨� Â� �¤ ü÷�õ¥ ñ�½� ö��� üõ �Ìê ßþ� ¤¢ .Àª�� üõ ÂþÁ� ñ�ÂÚµ÷� ý�Ìê ×þ:´ª�÷ Âþ¥ �¤�¬OH ( x ; t ) = i~ ��t  ( x ; t ) : (5.2): ´ª�÷ üµ��¤ �� ö��� üõ �¤ �ó¢�ãõ ßþ� �� ¯��Âõ ¤�Àþ�� ´ó�� ���� ( x ; t ) = e� i~Ent  n( x ) ; (6.2) n( x ) ü��Ìê ´ÞÆì ø¢ ¥� ¤�Àþ�� ´ó�� ��õ â��� ü�ãþ .Àª�� üõ �� n ü÷�Øõ ´ó�� éÂãõ  n( x ) �î:ù¢�� ý�Â÷� Âþ¢�Öõ ùÄþø En �Î��¤ ßþ� ¤¢ .´¨� ùÀª �µ¡�¨ e� i~ Ent ü÷�õ¥ øEn = ~!(n+ 12) ; n = 0;1;2; ::: (7.2)Position representation6Momentume representation7Energy or Fok represention8Analyti or Fok-Bargmann representation9Multipliation operator10Derivation operator11
9



ÂÚ÷�¨�÷ üþ�Ìê ý�û ´ó�� ùÄþø �û  n( x ) ø (E0 6= 0) ´¨� 12�b ¡ ý�Â÷� éÂãõ E0 = ~!2 �î:À�ª�� üõ Âþ¥ �¤�¬ �� ù¢�¨ Ù�û�Þû n(x) = 4s 12�l2 1p2n n! e� x24 l2 Hn( xp2 l ) ; (8.2):Àª�� üõ üõ�µ÷��î ùÄþø ñ�Ï éÂãõ l ø 13 ´�õÂû ý�û ý� �ÜÞ� À�� �û Hn �îl = qh 0j OQ2 j  0i ; (9.2)= r ~2m! : (10.2)
�÷�Ø� Çþ�Þ÷ 2.1 .2: À�ª�� üõ üÖµÈõ ÂÚÜÞä éÂãõ ( OQ ) ø �Â® ÂÚÜÞä éÂãõ ( OP ) �Ìê ßþ� ¤¢OP  ̂( p ; t ) = p  ̂( p ; t ) ; (11.2)OQ ̂( p ; t ) = i~ ��p  ̂( p ; t ) : (12.2)�¤�¬ �� 14�þ¤�ê ÛþÀ±� §�¨� Â�  ( x ; t ) ø  ̂( p ; t ) ��õ â���� ß�� ¯�±�¤� �î ´¨� Âî£ �� �¥�: ù¢�� Âþ¥ ̂(p) = 1p2�~ Z +1�1 e� i~px  ( x ) dx ; ( x ) = 1p2�~ Z +1�1 e i~px  ̂(p) dp :: �¤�¬�� �Ìê ßþ� Àõ�ãµõ ý�û �þ�� ø ´¨� L2(R) Å�� ¥� ��÷ �Â±Ü�û ý�Ìê ̂n(p) = 4s 12�p2 1p2n n! e� p24p2 Hn( pp2p ) ; (13.2):Àª�� üõ �÷�Ø� â�Âõ Í¨�µõ ¤�ÀÖõ p �î À÷�ª üõ ù¢�¢ Çþ�Þ÷p = qh 0j Op2 j 0i ; (14.2)= r~m!2 : (15.2)Vauum12Hn(�) = (�1)n e�2 dnd�n e��2 : ( Hermit polynomial )13Fourier transform1410



( í�ê ) ý�Â÷� Çþ�Þ÷ 3.1 .2:15 À÷�ª üõ ù¢�¢ Çþ�Þ÷ ´ó�� ý�û ´î Í¨�� ��õ â���� �Ìê ßþ� ¤¢ n � j n i ; n 2 N : (16.2):( Oay 18 ùÀ÷Â� ���ø Oa 17 ùÀ÷¤ø� ß�þ��) 16 ü÷��¢Â÷ ý�ûÂÚÜÞä ¥� �Ìê ßþ� ¤¢ ß��»ÞûOa = 1p2m!~( m!OQ + iOP ) ; (17.2)Oay = 1p2m!~( m!OQ � iOP ) ; (18.2): �¤�¬ �� ´ó�� ý�û ´î ýø¤ Oay ø Oa Â�� �î Ý��î üõ ù¢�Ôµ¨�Oaj ni = pnj n� 1 i ; (19.2)Oay j ni = p n+ 1 j n+ 1i ; (20.2): Ýþ¤�¢ �þ�� ´ó�� ý�Â� ø ´¨�Oaj0i = 0 : (21.2):�¤�¬ �� ü÷��¢Â÷ ý�ûÂÚÜÞä §�¨� Â� ü÷�µÜ�õ�û ÂÚÜÞä Çþ�Þ÷ ßþ� ¤¢OH = 12 ~! (Oay Oa + Oa Oay) ; (22.2)= ~!(ON + 12) ; (23.2)ÓþÂã� Âþ¥ �¤�¬ �� ø ´¨� fjni ; n 2 Ng �þ�� Â� 19¢�Àã� ÂÚÜÞä , ON�Î��¤ ßþ� ¤¢ .¢�ª üõ �µª�÷:¢¢Âð üõON = Oay Oa : (24.2):�î ¢�¢ ö�È÷ ö��� üõ üð¢�¨ ��ON : ON jni = njni ; (25.2).¢¤�¢ ù¤�ª� üã�±Ï ¢�Àä� �ä�Þ¹õ �� N 15Ladder operator16Lowering (Annihilation) operator17Raising (Creation) operator18Number operator 1911



éÂãõ üÜ¬� ÂÎì Â¬��ä �î ´¨� ýÂÎì ÅþÂ��õ ×þ �¤�¬ �� üÆþÂ��õ Çþ�Þ÷ ¤¢ ¢�Àã� ÂÚÜÞä ü�ãþ.Àª�� üõ ö� �� ¯��Âõ Âþ¢�Öõ ùÄþø: ×�÷�÷�î üþ�¹��� �Î��¤ �� ÂÒ��µõ[ OP ; OQ ℄ = i ~Id ; (26.2): Ý�Æþ��� Ý�÷��� üõ ��÷ ü÷��¢Â÷ ý�û ÂÚÜÞä ý�Â�[ Oa ; Oay ℄ = Id : (27.2)�� �î À�û¢ üõ �¤ Â±� ×þ Û�Ü½� f OP ; OQ ; i Id g ø f Oa ; Oay; Id g üþ�� �¨ �ä�Þ¹õ Âû Å�.Àª�� üõ éøÂãõ 20 ïÂ±÷�þ�û - Ûþø Â±�
(ßÞðÂ� � í�ê)üÜ�Ü½� Çþ�Þ÷ 4.1 .2: ¥� ´Æ�¤�±ä z ÍÜµ¿õ ý�Ìê �� x üÖ�Ö� ý�Ìê ¥� ´ª�Ú÷ ý��±õ Â� �Ìê ßþ�f(z) = ZR K(x; z) (x)dx ; (28.2)Âþ¥ �¤�¬ �� ( z ÍÜµ¿õ �Êµ¿õ ø x üÖ�Ö� �Êµ¿õ ß�� Í��¤) 21 Û÷Âî éÂãõ K .´¨�  2 H �î: ℄11[ ùÀª ý¤�Áð �þ��K( x ; z ) = +1Xn=0 n( x ) ( zp~)npn! : (29.2):Í¨�� �Ìê ßþ� ý�û �þ�� ,ü÷�Øõ ��õ â���� ö���ä ��  n(x)�� ÂÒ��µõf(z) = ZR K( x ; z )  ( x ) dx � hzjni ; (30.2)= 1pn! ( zp~)n ; (31.2):´êÂð ÂÑ÷ ¤¢ Âþ¥ �¤�¬ �� ö��� üõ ��÷ �¤ §�Øãõ ÛþÀ±� .¢�ª üõ ÓþÂã� (x) = ZC K( x ; z ) f(z) �s(dz) ; (32.2)Wyel-Heisenberg algebra20Kernel 2112



: Àª�� üõ 22 ßÞðÂ� §��Öõ �s(dz) �î�s(dz) = 1�~ e� jzj2~ dx dy ; (33.2)= i2�~ e� jzj2~ dz ^ dz : (34.2)ñ�ÂÚµ÷� Ûõ�î ý�Ìê �� L2(R) �Â±Ü�û ý�Ìê , �s(dz) §��Öõ ñ�±ì �� âì�ø ¤¢ . z = x + i y �î: �¤�¬ �� Âó�Ø¨� �Â® �Ìê ßþ�¤¢ .¢¢Âð üõ ÛþÀ±� FB ßÞðÂ� - í�ê ý¤øÁ¹õ ÂþÁ�hf1 j f2i = ZC f1(z)f2(z) �s(dz) ; (35.2): Í¨�� �Ìê ßþ� ¤�¹�ú� Àõ�ãµõ ý�û �þ�� øfn = 1pn! ( zp~)n ; (36.2)À��¤�±ä üÖµÈõ ø �Â® ý�ûÂÚÜÞä ö���ä �� Oa ø Oay ü÷��¢Â÷ ý�ûÂÚÜÞä ß��»Þû .À÷�ª üõ ÓþÂã�: ¥�Oayf(z) = zp~ f(z) ; (37.2)Oaf(z) = p~ ddz f(z) : (38.2)Û�Æ÷�ÂÔþ¢ ÂÚÜÞä �¤�¬ �� ü÷�µÜ�õ�û ÂÚÜÞä ø 23 á�Æ��ÂÚÜÞä �¤�¬ �� ¢�Àã� ÂÚÜÞä �Ìê ßþ� ¤¢:¢¢Âð üõ ö��� üÎ¡ON = z ddz ; (39.2)OH = ~!( z ddz + 12) : (40.2):¢�Þ÷ �±¨�½õ �¤ �÷�Ø� ø ö�Øõ ý�ûÂÚÜÞä ,ü÷��¢Â÷ ý�ûÂÚÜÞä ¥� ù¢�Ôµ¨� �� ö��� üõ ß��»ÞûOQ = l(p~ ddz + 1p~ z ) ; (41.2)OP = �i p(p~ ddz � 1p~ z ) : (42.2)Bargmann measure22Dilation(Euler) operator23
13


