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 "چکیده"  

در این پایان نامه  به  مطالعه و تحقیق  دربارة  فضاهاي  متریک  ژئودزیک  پرداخته ، دراین  راستا فضاهاي متریک 
را معرفی کرده و به بررسی ویژگی هاي  خاص این فضاها  می پردازیم و بویژه    (݇)ܶܣܥژئودزیک با خاصیت

، و نشان می دهیم که این فضاها داراي  مطالعه می کنیم  (0)ܶܣܥ  و  (1)ܶܣܥدرمورد  ویژگی هاي  فضاهاي 
  . متریک فضاهاي هیلبرت می شناسیم عمیممی باشند و آن را به عنوان ت خواص  مشابه به فضاي هیلبرت

در ادامه نگاشت هاي چند مقداري  لیپ شیتز یکنواخت را روي چنین فضاهایی تعریف کرده و به بررسی وجود 
همچنین وجود نقاط ثابت این نگاشت ها را روي فضاهاي کامل و   ، نقطۀ ثابت براي این  نگاشت ها  می پردازیم

  . بررسی می کنیمفضاهاي با  ناخ محدب یکنواخت 

    

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  



  

  

 

 »مقدمه«

  طیشـرا  در را شـتها  نگـا  نی ـا ثابـت  نقطـۀ  و پرداختـه   کنواخـت ی تزیش ـ پی ـل  يهـا  نگاشتی معرف به پایان نامه نیا در
ی دانشـمندان  و گرفـت  قـرار   مطالعـه  مـورد   [6] در گئوبـل  و ركیک توسط ابتدا ثابت نقطۀ . میکن یمی بررس متفاوت

  . ندپرداخت مورد نیا دري شتریب  مطالعۀ به ولونیبا و تزیش پیل چون

 از که هستند کیژئودزي متري فضاها ازی خاص دستۀ فضاها نیا ، میکن یم مطالعه را  CAT(K) ي   فضاها ادامه در
 ریاخي سالها در و برخوردارند  هندسه  علم دري ادیز تیاهم از فضاها  نیا امروزه ، برخوردارندی خاص طیشرا

 دادن نشان  يبرا گرومو توسط بار نیاول  CAT(K)   اصطلاح ، اند کرده جلب خود به راي  ادیز  محققان  توجه
 فضاها نیا در شتریب مطالعه به   [1]  در گریفلیه و دجونیبر ، رفت کار به کیزژئودي فضاها ازی خاص دسته

  . کردند مطرح رای مهمي ها بحث  و  پرداختند

 فیتعر با  نیهمچن و میده یم قرار بررسی مورد را آنها ازیی هایژگیو و میپردازیم فضاها نیا مطالعه به  کار نیا در
 نگاشتها نیا  آن تحت که شرایطی را بررسی می کنیم  ،ی انبساط ریغي نگاشتها و کنواختی  تزیش پیل  ينگاشتها

ی ژگیو و کنواختی تحدب مفهوم  با ادامه رد . دارند ثابت نقطه   CAT(0)  بخصوص و   CAT(K)ي فضاها در
ی م کنواختی   تزیش پیلي نگاشتها ثابت نقطهی بررس به ، میهامف نیا از استفاده با و میشو یم آشنای لک-کاداك

 ثابت نقطه به مربوطي ها هیقض  اثباتي آنهابرا از و میکنیم مطرح رایی همگرا ازی خاص نوع دو نیهمچن .میپرداز
 .     کرد میخواه استفاده   CAT(K)ي   فضاها در مختلفي نگاشتها

  

  

  



  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

 فصل اول

  مفاهیم مقدماتی

  

  

  



 موردي بعدي ها بخش در که میکنی م  مطالعه را هیپا فیتعار و میشوی م آشنا دیجد  میمفاه با  بخش نیا رد
  .گرفت قرارخواهد استفاده

ܺ:ܶ  نگاشت : 2.1 تعریف →  : داشته باشیم ،    ܺ߳ ݕوݔغیر انبساطی نامیده میشود،هرگاه براي هر   ܺ

(ݕܶ,ݔܶ)݀ ≤   (ݕ,ݔ)݀

 فرض                                                                                                                                         
  تمامۀ مجموع و N(X)  با را  X از یته ناي ها مجموعه ریز  تمامۀ مجموع ، باشد کیمتري فضا  ܺ  دیکن
ا ر ܺ از کراندار وی ته نا و بستهي ها رمجموعهیز  تمامۀ مجموع و  (X)ࣝ  با را  ܺ از یته نا و بستهي ها رمجموعهیز
  .  نشان می دهیم  CB(X)  با

  : میدار  (ܺ)ࣝ ߳ ܤ,ܣ  در این صورت براي 

(ܤ,ܣ) ܪ = ௕ఢ஻݌ݑܵ} ݔܽ݉ ௔ఢ஺݌ݑܵ,(ܣ.ܾ)݀                         {(ܤ.ܽ)݀ 
:                                                                          شناخته شده است ،که    ݀این جمله  به  عنوان  فاصلۀ  هاسدورف  تعمیم یافتۀ  تولید شده  توسط 

,ݔ)݀ ܽ) = inf௔ఢ஺ ,ݔ)݀ ܽ) 

                                                                                                       :را چنین تعریف کرد  غیر انبساطیتوان  نگاشت هاي در واقع  با توجه  به  این  مفهوم  می 
ܺ:ܶنگاشت  :  3.1فتعری → براي  نامیم هرگاه غیر انبساطیرا نگاشت ) نگاشت چند مقداري است ܶکه (  (ܺ)ࣝ
,ݔهر  ൯(ݕ)ܶ,(ݔ)൫ܶܪ                                           :                 داشته باشیم  ܺ߳ ݕ ≤                                               (ݕ,ݔ)݀

کی از مشکلاتی که در بعضی از  نگاشت ها  با آن  برخورد می کنیم مفهوم تکراراست ،در واقع تکرار نگاشت ی
هاي  تک مقداري، طبیعی است  اما براي  نگاشت هاي  چند مقداري کار دشواري است ، در این مقاله  ما از مفهوم 

  .  تعمیم یافته براي تعریف این نگاشت ها  استفاده می کنیم مدار

ܺ:ܶفرض کنید :  4.1تعریف  →  مدار، یک {݊ݔ}دنبالۀ   ܺ߳ݔ یک نگاشت چند مقداري باشد ، براي هر   (ܺ)ܰ
݊براي هر  نامیده می شود اگر  ܺ߳ݔتعمیم یافته از  ≥   : میباش داشته  1

1ݔ  =  (݊ݔ)ܶ 1߳+݊ݔ    ,        ݔ



  .می کنیماستفاده (ݔ)ࣰ  براي نمایش این دنباله ،از نماد 

  .تعمیم  یافته ،تعریف می کنیم مداردرادامه مفهوم نگاشت هاي  چند مقداري  لیپ شیتز یکنواخت  را  از طریق  

,ܺ)فرض کنید :  5.1تعریف  ܺ:ܶیک نگاشت چند مقداري   ، فضاي متریک باشد (݀ →  نگاشت کی  (ܺ)ܰ
– ,ݔیکنواخت نامیده می شود اگر  و  فقط اگر  براي  هر    تزیش پیل  ݇  ܺ از {݊ݔ} تعمیم یافتۀ   مدارو هر    ܺ ߳ ݕ

௡ା௛ݔ)݀     : وجود داشته باشد بطوریکه ܻاز  ൟ݊ݕ൛تعمیم یافتۀ   مدار، یک  (௡ݕ, ≤ ௛ݔ)݀݇      (ݕ,

ܺ:ܶ دیکن فرض : 1.6 فیتعر →  نگاشت نیا ثابت نقطۀ  ܺ ߳ݔ مییگو باشدي مقدار چند نگاشت کی  (ܺ)ܰ
  . باشد (ݔ)ܶ ߳ ݔ هرگاه ، است

,ܺ) به فضاي متریک: 7.1 فتعری هر گاه هر دو نقطه از آن توسط یک مسیر به  ، فضاي طولی گفته میشود  (݀

  . هم متصل شوند

⊃     ۀبستة باز  از  نگاشت  کی  کندی م  وصل  ݕرا به    ݔ  که کیژئودز ریمس  کی:    8.1 فیتعر ܴ [0, به   [݈
  : کهیبطور است ܺ

 → ܺ ∶ ቊ
ܿ(݈) = ,ݕ ܿ(0) =                                     ݔ
݀൫ܿ(ݐ), ൯(ݐ́)ܿ = ݐ| − ,ݐ ∀     |´ݐ ,0]߳´ݐ :ܥ                                        [݈ [0, ݈]                     

, ݔ]،که آن را با  وصل می کند  ݕرا به ݔ ژئودزیک نام دارد که   یک قطعه   ܥاز α تصویر   .نشان می دهیم  [ ݕ

,ܺ):  9.1 تعریف به هم  ژئودزیک بوسیلۀ یک مسیر   ܺفضاي ژئودزیک نامیده می شود هرگاه  هردو نقطه از  (݀
  .  وصل شده باشند

,ܺ) ژئودزیکدر فضاي  (ଷݔ,ଶݔ,ଵݔ)∆ ژئودزیکمثلث یک : 10.1تعریف  و یک قطعه  ܺدر نقطه  3 شامل (݀
  . ژئودزیک میان هر جفت از رئوس می باشد



فرض                                                                                                                                                                   
,ܺ)کنید    d)    ܧ,ܦ ܺصورت براي   فضاي متریک  باشد ، دراین زیر  ، روابطمیباشد  ܺ߳ݔو  بوده نا تهیکه   ⊇

  :را تعریف می کنیم 

Rx(ܦ) =                       {ܦ߳ݕ:(ݕ,ݔ)݀}݌ݑݏ
(ܦ)ா݀ܽݎ = ݂݅݊{r୶(D): x߳ܧ} 

(ܦ)݉ܽ݅݀ = ,ݔ)݀}݌ݑݏ  ,ݔ:(ݕ  {ܦ߳ݕ

(ܦ)ݒ݋ܿ =∩ ቄܤ: يگو بسته است ܤ,ܤ   ⊃  ቅܦ

(ܣ)ݒ݋ܿاگر شودی م دهینام پذیرفتنی ، ܺ از  ܣ رمجموعهیز کی :11.1 فیتعر   =      .ܣ

  rad୉(D)  از شفیچبي ها شعاع D  نیدرا صورت آنرا  با (ܦ)݀ܽݎاگر. (است  ܧ در ܧ  =  و)  میسینوی م   ܺ
                   . است ܺدر ܦاز)  قبول قابل(  پذیرفتنی غلاف کی (ܦ)ݒ݋ܿ 

    = ݌ݑݏ ቄ௥௔ௗಲ(஺)
ௗ௜௔௠(஺)

ቅ (ܺ)  ෥ܰ  ي ها رمجموعهیز تمامي رو  ݌ݑݏ  شودکهی م دهینام   ܺاز نرمال ساختار بیضر
(ܣ)݉ܽ݅݀  و هستند یته نا و وکراندار پذیرفتنی شودکهی م گرفتهܺ ازܣ  >   .باشدی م  0

ܿاگر ثابت  : 12.1 تعریف < ≥که   وجود داشته باشد   1 ܿ (ܺ)  ෩ܰساختار نرمال یکنواخت دارد   ܺ،گوئیم  باشد.  

  :  میکنی م فیتعر صورت نیا به را فاصله  ܧ,ܦ يها رمجموعهیزي برا

(ܧ,ܦ)ݐݏ݅݀ = ,ݔ)݀}݂݊݅ , ܦ߳ݔ:(ݕ  {ܤ߳ݕ

  درادامه                                                                                                                                                            
  . را مطالعه می کنیم که در فصل چهار مورد استفاده قرار خواهند گرفت نکاتی در مورد فضاهاي باناخ

صورت زیر تعریف   به [0,2]߳ ߝ ا شرطرا ب  (ߝ)ܺߜتحدب یکنواخت   مدولیک فضاي  باناخ باشد ،   ܺفرض کنید 
  :می کنیم 

(ߝ)ܺߜ = ݂݅݊  ൜1− ฯ 
+ݔ ݕ

2  ฯ  , ‖ݔ‖ = ‖ݕ‖ = ݔ‖, 1 − ‖ݕ ≥     ൠߝ
    

 [0,2]߳ ߝ 



  :نشان داده و به صورت زیر تعریف می کنیم   (ܺ)0ߝرا با    ܺ تحدبۀ ومشخصّ

(ܺ)0ߝ = (ߝ)ܺߜ,ߝ }݌ݑݏ = 0 } 

ܲثابت شدکه   [9] در > ߣو   1 > ௉ߝ ߣبطوري وجود دارد که    0 ≤ ܿاگر و فقط اگر   باشد، (ߝ)௑ߜ > 0  
  :وجود داشته باشد که [0,1]߳ ߙ و

௉‖ ݔ ‖ߙ                            ):  2( + (1− +ݔߙ ‖ ௉‖ ݕ ‖(ߙ (1− ܲ‖ ݕ(ߙ  + ݔ ‖ (ߙ)ܲݓ ܿ  − ܲ‖ ݕ ≤                       

wP(α)                   :                                                                                که = αP(1−α) +   ܲ(ߙ−1)ߙ

 . یکنواخت است - ܲمحدبِ  ܺگوئیم  فضاي  با ناخ  محدبِ یکنواخت در نامساوي  فوق صدق کند ،  کی  هرگاه
نشان   ܺܿصدق می کنند را با ) 2(هایی که درنامساوي  ܿ، سوپریمم تمام   یکنواخت باشد - ܲمحدبِ   ܺهرگاه  و

  . این مفهوم به فضاهاي ژئودزیک توسعه می دهد.  می دهیم

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



  

  

  

  

  

  
  فصل دوم

  آنوویژگیهاي  CAT(k)فضاهاي 
  

  

  

  

  

  



  

  

૚.૛  :مقدمه  

را مورد بررسی قرارمی   CAT(0) می پردازیم و ویژگی هاي فضاهاي   CAT(k)دراین فصل به معرفی فضاهاي
توجه بسیاري    CAT(k)اخیرفضاهايمعرفی شدند ودرسال هاي  درابتدا توسط کرومو  CAT(k)دهیم، فضاهاي

ازمؤلفان را به خاطرمهم بودن دربسیاري ازجوانب هندسه به خود جلب کرده اند، توضیحات بیشتر و بحث هاي مهم 
گریفلیهو  بریدجان ازاین فضاها که نقش مهم درهندسه دارند را ازکتاب  افتی توانی م [5] و [2]وهمچنین در [1] 

 [3,4,6,7,8]به مطالعۀ این  فضاها پرداخته  و ادامۀ کار توسط  مؤلفان  مختلف در      [10,11]رد  ركیک  نیوهمچن
  . است شده دنبال

 نیاۀ مطالع به فصل نیاۀ ادام در ،که پرداخته  CAT(0)ي فضاها ازی خاصي های ژگیوی  بررس به  [9] در رسکویزاف
  . زدپردای م های ژگیو

    

  . میپردازیم فضاها نیا شتریب مطالعه  به حال ، میکرد فیتعر را   کیژئودزي   فضا اول فصل در  

همچنین  فضاي   .  ژئودزیک  یکتا گوئیمي فضا ܺ  به باشدܺ   از نقطه دو هر نیب ژئودزیک ۀ قطع کی فقط اگر  
 لهیبوس کمترباشد ܦ از آنهاۀ فاصل که  ܺ از نقطه دو هر اگر ، مینامی م ژئودزیک - ܦي فضا  کی  را  (݀,ܺ)

                                              . شوند وصل هم به یژئودزیک

                                                                                                                             .ژئودزیک  یکتا گوئیم -ܦ ي  فضا را  ܺباشد داشته وجود  ܺ از نقطه دو  نیب ژئودزیک  کی فقط اگر  
ܻ دیکن فرض ⊂ ی م نشان (ܻ)1ܩ با را است  ܻژئودزیک که  نقطۀ  پایانی آنها دري ها قطعه  تمام اجتماع باشد،  ܺ

,ݔ نقاط از جفت اگرهر ، معادل طور به ای ،  (ܻ)1ܩ = ܻ اگر است محدب ܻ میگوئ صورت نیدرا میده   ܻ ߳ ݕ
.                                                                                                              ردیبگ قرار ܻژئودزیک در هر ریتصو و شوند وصل هم به  ܺژئودزیک در کۀ یلیبوس بتوانند

,ݔ  نقاطۀ همي برا شرط نیا اگر  شودی م دهینام محدب -ܦ،ܻ  ,ݔ)݀  با  ܻ ߳ ݕ (ݕ <   . باشد برقرار  ܦ



݇ܯي  فضاها ادامه در
  . میکن مطالعه را ݊ܧ و݊ܵ و݊ܪيفضاها دیبا منظور نیاي برا ، میکنی می معرف را  ݊

   

  

ܓࡹ يفضاها:  2.2 
      ܖ

ݔ باشد به طوري که دو بردار  ܴ݊ نشان دهنده فضاي متریک ݊ܧ  دیکن فرض   = ,ଶݔ,ଵݔ) … y  و  (୬ݔ =

(yଵ, yଶ, … y୬) کدیگر مربوط میسازد یرا با ضرب اسکالر زیر به(ݔ|y) = ∑ iyiݔ
n
به                                     .   1=݅

  . همراه با نرم اقلیدسی است ௡ܴ نشان دهنده ௡ܧ عبارت دیگر 

  : شودی م فیتعر ریز صورت به ي بعد nي گو   

ݔ}                                            = ,ଵݔ) ,ଶݔ … :୬ାଵ) ϵ  R୬ାଵݔ (ݔ|ݔ) = 1}  = ܵ݊                                                

d دیکن فرض:  2.2گزاره   ∶ S୬ × S୬ → R   هرجفت به باشدکهی تابع ϵ Sn × Sn    (A, B) ي کتای یقیحق عدد
[0,π)  d(A, B) ϵکهیبطور  دهدی م اختصاص را cos d(A, B) = (A|B)  .صورت  نیدرا൫Sn, d൯ ي فضا کی

  : کندی م صدق ریز طیشرا در چون ، است کیمتر

(  ܤ, ܣ)݀ )1 = ܿݎܣ cos(ܤ ⃓ܣ  ) > ( ܣ, ܣ)݀      و      0 = ܿݎܣ cos(ܣ⃓ܣ  ) = 0    

(  ܤ,ܣ)݀ )2 = ܿݎܣ cos(ܤ ⃓ܣ  ) = ܿݎܣ cos(ܣ⃓ ܤ  )    (  ܣ,ܤ)݀    = 
(  ܤ,ܣ)݀ )3 ≤ (  ܥ,ܣ)݀ +   (  ܤ,ܥ)݀

 .نامساوي فوق براي زاویه ها اثبات شده است 14.2گزاره در  میباشد، [ܤ,0]و [ܣ,0]بین قطعه  زاویه  ( ܤ,ܣ)݀    
  . به راحتی اثبات میشود نیز 3رابطه  در اینصورت

  . بدست میاید ୬ାଵܧاز ي بعد- 2با زیرفضاي برداري    S୬از تقاطع  ، S୬یک دایره بزرگ درمی توان گفت   

 دارد وجود قوس طول به مراجعه با ،از این دایره هاي بزرگ کوچکي ها قوس کردني پارامتري برای عیطب راه کی  
  : است صورت نیا به که



 ،  (a ϵ [0,π  عدد کی  و(U|A)  = 0   با U ϵ En    واحد بردار و شده  داده S୬  A ϵ  ۀنقطي برا  
:Cریمس [0, a] → S୬   شودی م فیتعر ریز صورت به که  :                           +(sin cos)   ܷ(ݐ             A = C(t)(ݐ

,0]߳  توجه کنید که براي هر ، است ژئودزیک کی   a]َ ݐ, ݐ ً،     ݀ ቆܿ(ݐ), ܿ ቀًًݐቁቇ  = ቚݐ − در  Cتصویر  . میباشدቚݐَ
در واقع  بوجود میاید ،  U و Aبا زیر فضاي برداري تولید شده توسط  Snدایره بزرگی مشمول میشود که از تقاطع 

باشد در اینصورت π =  a اگر.  متصل میشود Aبه   C(a)که توسط  Uقوس بزرگی است با بردار ابتدایی  Cتصویر 
>از سوي دیگر اگر  خواهد بود ، U  ،   −A = C(π)براي هر انتخاب از  π ݀(ܤ,ܣ) یک قوس  باشد در اینصورت

از این قوس  Uباشد در اینصورت بردار آغازي ܣ  ≠ ܤو اگر . متصل میسازد  ܤرا به  Aکوچک یکتا وجود دارد که 
ܤ، بردار واحدي است که در جهت  − گی هاي زیر را بیان ژمیتوان وی ൫ܵ݊,݀൯بنابراین براي فضاي  . میباشد (ܤ|ܣ)

  : نمود

  : صورت نیا درباشد ،  ߳ ܤ,ܣ  ݊ܵ و دربالا شده ذکري فضا  ൫ܵ݊,݀൯ دیکن فرض:  3.2گزاره

(ܤ,ܣ)݀  راگ )1 < ی م وصل هم به را نقطه دو هر که دارد وجود ژئودزیک ۀقطع کی فقط صورت نیا در ߨ
  . کند

ܤ  اگر )2 ≠ ܤ   درجهت است واحد بردار ،ژئودزیک نیا از   ܷي بردارآغاز  صورت نیا در  ܣ −  .ܣ(ܤ|ܣ)

 .                     باشندی م محدبي ها مجموعه ،  2ߨ کمتراز شعاع از هاي گو )3

  

>اثبات تحدب گوي ها ، از این حقیقت پیروي میکند که اگر  : اثبات π ݀(ܤ,ܣ)  باشد در اینصورت فقط یک
است که  ୬ାଵܧبا مخروطی از  ݊ܵاین قطعه یا قوس ، اشتراك . پیوند میدهد   ܤرا به   ܣژئودزیک وجود دارد که 

 د فرض کنی  ) ܣ ߣ+  ܤߤ ≤   1 (.  میباشد   ܣ ߣ+   ܤߤاز اینرو شامل نقاطی به فرم   .  پیموده میشود ܤ و ܣتوسط 
, ݌)തܤ  ݊ܵ و نقطه در گوي بسته د ܤ و ܣ (ݎ ߨکه    باشند ،   ⊇

, ݌)തܤ߳ ܥ  با توجه به تعریف است ،  ݎ > 2 میباشد (ݎ
(p|ܿ)اگر و فقط اگر   ≥ cos r  .باشد در اینصورت   ߤ+  ߤ ≤   1  اما اگر 

+  ܤߤ) (p|   ܣ ߤ = λ(݌|ܣ) + (݌|ܤ)ߤ ≥ ߣ) + ( ߤ cos r ≥ cos r                                                    



, ݌)തܤوصل میکند در  ܤرا به  ܣاز اینرو قطعه اي که  ߨپس گوي ها با  شعاع کوچکتر از . مشمول میشود  (ݎ
2   

  □ . محدب میباشند

,ݑ هیاولي بردارها با ، ݊ܵژئودزیک ، از یک نقطه در دو انیمي کرو ۀیزاو ، فیتعر به توجه با  عدد ݒ
ߙݏ݋ܿکهي ا گونه به  است ߙ   [ߨ,0] ߳واحد =  در رأسیۀ زاو  ݊ܵ در  (ܥ,ܤ,ܣ)∆ة  شد داده مثلثي برا .  (ݒ|ݑ)

 نیا در کندی م وصل ܤ  به را ܥ  و  ܣ به را  ܥ که مثلث  طرف  آن انیمي  کرویۀ زاو  با شودی م فیتعر ܥ 
 : است شده داده شرح ریز صورت به  نوسیکس يکرو قانون  صورت

ܥ و ܤ وܣرئوس با  باشدي کرو مثلث کی   ∆  دیکن فرض:   4.2 گزاره ܽ    و      = ܾ و (ܥ,ܤ)݀ =  (ܣ,ܥ)݀
cو =  :  صورت نیدرا باشد ܥ در رأسیۀ زاوة دهند نشان  ݕدیکن فرض . (ܤ,ܣ)݀

cos c = cos a cos b + sin a  sin b cosγ                                                                                        

با توجه به . پیوند میدهد   ܤو    ܣرا به   ܥباشند که   ∆بردارهاي اولیه ضلعهایی از     ݒو   ݑفرض کنید :  اثبات
=  cosγ تعریف   و      (ݒ|ݑ)

cos c  = ൫(cos

= cos a cos b ( ܥ| ܥ)    + sin a  sin b (ݒ|ݑ)                                                                     

                                                                 □     cosγ                sin a  sin b    = cos a cos b  +   

  

ة  دارند  که باشد  1+ܴ݊ي  برداري فضاة دهند نشان 1, ݊ܧ  دیکن فرض ،   ݊ܪ کیپربولیهي فضای معرف منظور به حال
ݑ  يبردارها  و است متقارنی خط دو  صورت = , ଵݑ) ,ଶݑ … , ݒ  و (௡ାଵݑ = ,ଶݒ, ଵݒ) …  عدد با  را   (௡ାଵݒ,

,ݑ〉ی قیحق ,ݑ〉                         : سازدی م مرتبط هم به  〈ݒ 〈ݒ  = ௡ାଵݒ௡ାଵݑ− +  ∑ ௜        ௡ݒ௜ݑ
௜ୀଵ   

                                                        : شودی م فیتعر ریز صورت به ݊ܪ کیپربولیهي فضا صورت نیا در

ቄ1,݊ܧ ߳ ݑ ∶ < ݑ, ݑ >= 1+݊ݑ, 1− ≥ 1ቅ                                                                                                  ݊ܪ =  

  



݊ܪ :݀  دیکن فرض : 5.2 گزاره × ݊ܪ → Hn  جفت هر به که باشدی تابع ܴ × Hn (ܤ,ܣ) ϵ ی نامنف عدد کی
(ܤ,ܣ)cosh݀ دهدکهی م اختصاص را(ܤ,ܣ)݀ ي کتایو = ௡ܪ)  صورت نیدرا . 〈ܤ,ܣ〉− , d) ي فضا کی

  . باشدی م کتای ژئودزیک کیمتر

  

  

  

  

:                                                                                                  صورت نیا در باشد ، ݊ܪ ߳ (ܤ,ܣ) و باشدیی بالاي فضا  ൯݀,݊ܪ൫ دیکن فرض:  6.2گزاره

ܤجهت در واحد بردار ݑ اگر )1 +  هم به را ܤوܣ که ژئودزیک قطعه صورت نیا در ،باشد   A⟨ܤ|ܣ⟩
 :     شودی م داده ریز صورت به)  ܣاز شروع با(  دهدی موندیپ

(ݐ)ܿ = ℎݏ݋ܿ) ܣ(ݐ + ℎ݊݅ݏ)  ܷ(ݐ

 . هستند محدبي ها مجموعه هاي گو )2

 : میدار 4.2 گزاره دري گذار علامت همان طبق  : نوسیازکس کیپربولیه قانون )3

 
ℎݏ݋ܿ ܿ = ℎݏ݋ܿ ܽ ℎݏ݋ܿ ܾ − ℎ݊݅ݏ ܽ ℎ݊݅ݏ ܾ ݏ݋ܿ  ߛ

  

ୄܣ߳ که بردار واحدي باشد ݑداده شده باشد و  ܣ ௡ܪ ߳ فرض کنید )1 :اثبات  ⊆  (                             . ݑ  ௡ ,ଵܧ 
ܴ ریحال مس )〈ݑ,ݑ〉 = 1و   〈ݑ,ܣ〉 0= → ܿ  ௡ܪ  ݐتعریف شده با    ∶ → ℎݏ݋ܿ) ܣ(ݐ + ℎ݊݅ݏ) را بررسی   ܷ(ݐ

, ݐتوجه کنید که براي هر  . میکنیم ݐ ً ߳ ܴ      ،     ݀ ቆܿ(ݐ), ܿ ቀݐ ً ቁቇ = ቚݐ − ݐ ً ቚ ܽبراي  . خواهد بود ≥ داده  0

پیوند میدهد و آنرا با  (ܽ)ܿرا به  ܣبه قطعه اي که  [ܽ, 0]را تعریف میکنیم از بازه   ܿشده ، تصویر تحت 



, ܣ] ܤبردار واحد در جهت  ݑو فرض کنید  باشد ܣو متمایز از  ܤ ௡ܪ ߳اگر  . نشان میدهیم  [ (ܽ)ܿ + بوده  ⟨ܤ|ܣ⟩
                                          :  باشد در اینصورت خواهیم داشت ݑ  ୄܣ߳و واحد یکتا و 

+ܣ(ℎܽݏ݋ܿ  )                                                                                                                  ܤ ܷ(ℎܽ݊݅ݏ) =                                                                      
                          م بفر ، انتخاب کنیم [ܤ, ܣ]را از قطعه   ܥکند که اگر محدب بودن گوي ها از این واقعیت پیروي می )2 

≥ ߤ (.  خواهد بود  ܣ ߣ+   ܤߤ  ≤ ߤ و ߣو    ߣ+ 1 0   (                                                                                                                      

, ݑ حال فرض کنید) 3 ند ، با استفاده باش  پیوند میدهد ܤو  ܣرا به  ܥاز قطعات هیپربولیک که  بردارهاي ابتدایی ݒ
ݏ݋ܿ از تعریف  ߛ =   و  ⟨ݒ|ݑ⟩

ݏ݋ܿ

ℎܽݏ݋ܿ ℎܾ  − ⟨C│C⟩݊݅ݏℎܽ݊݅ݏ ⟨ݒ|ݑ⟩                         =    ℎܾݏ݋ܿ  −  
                                                     = ℎݏ݋ܿ ܽ ℎݏ݋ܿ ܾ − ℎ݊݅ݏ ܽ ℎ݊݅ݏ ܾ ݏ݋ܿ  □                         ߛ

  

௞ܯفضاهاي   ، S୬ و ௡ܪحال با استفاده از فضاهاي 
௡  را معرفی می کنیم .  

݇ܯي فضا:  7.2 فیتعر 
 : میکنی م فیتعر ریز صورت به را   ݊

݇  اگر  )1 = 0ܯ صورت نیا در ، باشد 0
 . است  ݊ܧیدسیاقلي فضا  ݊

݇  اگر  )2 > ݇ܯ صورت نیدرا ، باشد 0
1 ثابت در فاصله تابع ضرب با دیآی م بدست  ௡ܵ يکروي ازفضا  ݊

√݇
   

                                             : است صورت نیا به  ݊ܵ عضو ܤ,ܣي برا   آن متری عنی. 

(ܤ,ܣ)݀ = ଵ
√௞
ܿݎܣ cos(ܤ|ܣ) 

݇اگر )3 < ݇ܯ صورت نیدرا ، باشد   0
 در فاصله  تابع ضرب با دیآی م بدست  ݊ܪ  کیپربولیهي فضا از  ݊

1 ثابت
√−݇

                                 : است صورت نیا به ݊ܪ  عضو ܤ,ܣي برا آن متری  عنی.   

(ܤ,ܣ)݀   = ଵ
√ି௞

ܿݎܣ cosℎ(−〈ܤ,ܣ〉)  


