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چکیده
می�شوند. استفاده اطمینان قابلیت و بقا آنالیز در گسترده�ای طور به متناسب شکست نرخ مدل�های

هستند نامعلوم مستقل) متغیرهای (یا عوامل از برخی که می�آید پیش زیادی موارد مدل�ها این برای

نرخ مدل�های موارد گونه این در شوند. وارد تحلیل و تجزیه در صریح طور به نمی�توانند نتیجه در و

مدل�های از استفاده حالت�ها این در مناسب جایگزین یک ندارند. را لازم کارایی متناسب، شکست

متغیرهای که مشاهده قابل غیر متغیرهای قالب در را نشده گرفته نظر در عوامل که است شکنندگی

یک�متغیره صورت دو به شکنندگی مدل�های می�کنند. تحلیل و تجزیه وارد می�شوند، نامیده شکنندگی

شکنندگی متغیر توزیع انتخاب برای مناسب روشی کلی حالت در می�شوند. تعریف چندمتغیره و

متغیرهای روی اثری چه شکنندگی متغیر برای شده گرفته نظر در توزیع که موضوع این و ندارد وجود

موضوع این بررسی پایان�نامه، این اصلی هدف است. برخوردار ویژه�ای اهمیت از دارد، جمعیت

درستنمایی، نسبت ترتیب شکست، نرخ ترتیب مانند معروف تصادفی ترتیب�های چگونه که است

به شکنندگی، متغیرهای به مربوط محدب تبدیلات ترتیب و لاپلاس تبدیل ترتیب پراکندگی، ترتیب

به پایان�نامه این در که دیگری جالب موضوع می�شوند. منتقل جمعیت متغیرهای به مربوط ترتیب�های

حالت در را مسائل این است. جمعیت متغیرهای و شکنندگی متغیرهای بین وابستگی می�پردازیم، آن

تعمیم�یافته شکنندگی مدل و جمعی شکنندگی مدل ضربی، کلاسیک شکنندگی مدل برای یک�متغیره

آورد. خواهیم به�دست را نتایجی نیز چند�متغیره حالت برای کرد. خواهیم دنبال
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١ فصل

نیاز مورد مفاهیم



مقدمه ١.١

پايان�نامه اين در كه را عمر طول مفاهيم و تصادفي ترتيب�هاي بحث از قضايايي و تعاريف فصل اين در

تصادفي ترتيب�هاي به مربوط بيشتر جزئيات براي می��كنيم. بيان اثبات بدون داريم، نياز آن�ها به

كرد. مراجعه [٣] مرجع به مي�توان عمر طول مفاهيم برای و [۴٠] مرجع به می�توان

عمر طول مفاهیم ٢.١

بقـــای تابع ،F (x) تجمعـــی توزیع تابع با منفــی غیر پیوسته�ی تصادفی متغیـــر یک X کنید فرض

نرخ تابع ،λ(x) = f(x)/F̄ (x) شکست نرخ تابع ،f(x) چگالی تابع ،F̄ (x) = ١ − F (x)

تابع ،Λ̄(t) = ١
t

∫ t

٠ λ(x)dx شکست نرخ متوسط تابع ،r(x) = f(x)/F (x) وارون شکست

LX(t) = E(e−tX) لاپلاس تبدیل و m(t) = E[X − t|X > t] عمر طول باقیمانده�ی میانگین

باشد.

داراي را X تصادفي متغير .١.٢.١ تعریف

F̄ (x) معادل به�طور یا صعودی آن شکست نرخ تابع اگر می��گوييم (IFR) صعودي شكست نرخ (الف)

يعني: باشد، مقعر) (لگ كاو لگ تابع يك

d٢

dx٢ ln F̄ (x) ≤ ٠.

F̄ (x) معادل به�طور یا نزولی آن شکست نرخ تابع اگر مي�گوييم (DFR) نزولي شكست نرخ (ب)

يعني: باشد، محدب) (لگ كوژ لگ تابع يك

d٢

dx٢ ln F̄ (x) ≥ ٠.

صعودی آن شکست نرخ میانگین تابع اگر مي�گوييم (IFRA) ميانگين در صعودي شكست نرخ (پ)

باشد. صعودي t ≥ ٠ به نسبت − ln F̄ (t)
t

معادل به�طور یا

یا نزولی آن شکست نرخ میانگین تابع اگر مي�گوييم (DFRA) ميانگين در نزولي شكست نرخ (ت)

باشد. نزولي t ≥ ٠ به نسبت − ln F̄ (t)
t

معادل به�طور

يعني: باشد، كوژ لگ تابع يك F (x) اگر مي�گوييم (IRFR) صعودي وارون شكست نرخ (ث)

٢



d٢

dx٢ lnF (x) ≥ ٠.

يعني: باشد، كاو لگ تابع يك F (x) اگر مي�گوييم (DRFR) نزولي وارون شكست نرخ (ج)
d٢

dx٢ lnF (x) ≤ ٠.

صعودي t ≥ ٠ در f(x+t)
f(x)

نسبت t ≥ ٠ ازاي به اگر مي�گوييم (DLR) نزولي درستنمايي نسبت (چ)

باشد.

باشد. نزولي
∫∞
t F̄ (s) ds

F̄ (t)
اگر مي�گوييم (DMRL) نزولي عمر طول باقيمانده�ی ميانگين (ح)

.F̄ (x+ y) ≤ F̄ (x)F̄ (y) اگر مي�گوييم (NBU) كهنه از به نو (خ)

.F̄ (x+ y) ≥ F̄ (x)F̄ (y) اگر مي�گوييم (NWU) نو از به كهنه (د)

اگر: می�گوییم (HNBUE) هارموني ميانگين در كهنه از به نو ∫(ذ) ∞

٠
e−αxP (X > x) dx ≥ E(X)

١ + αE(X)
.

اگر: می�گوییم (HNWUE) هارموني ميانگين در نو از به كهنه ∫(ر) ∞

٠
e−αxP (X > x) dx ≤ E(X)

١ + αE(X)
.

است: برقرار زير روابط ١.٢.١ تعريف در شده بيان مفاهيم بين

IFR ⇒ IFRA ⇒ NBU⇒ NBUE⇒ HNBUE.

توزیع��های برای اما است، DFR مجددا ،DFR ویژگی دارای توزیع��های از آمیخته�ای . ٢.٢.١ قضیه

نیست. درست لزوما موضوع این IFR ویژگی دارای

تصادفي ترتيب�هاي ٣.١

و F̄ بقاي توابع ،G و F تجمعي توزيع تابع با غيرمنفي و تصادفي متغير دو Y و X كنيد فرض

،rY و rX با وارون شكست نرخ توابع ،λY و λX شكست نرخ توابع ،g و f چگالي توابع ، Ḡ

باشند. LY (t) و LX(t) لاپلاس تبديل�هاي و mY (t) و mX(t) عمر طول باقيمانده�ی ميانگين توابع

ترتيب شكست، نرخ ترتيب شامل تصادفي متغير دو بين معروف تصادفي ترتيب�هاي زير تعريف

٣



باقيمانده�ی ميانگين ترتيب درستنمايي، نسبت ترتيب معمولي، تصادفي ترتيب وارون، شكست نرخ

صعودي، محدب ترتيب محدب، ترتيب عمر، طول باقيمانده�ی هارموني ميانگين ترتيب عمر، طول

لاپلاس تبديل نسبت ترتيب لاپلاس، تبديل نسبت ترتيب لاپلاس، تبديل ترتيب نزولي، محدب ترتيب

ترتيب و n مرتبه�ی لاپلاس تبديل نسبت ترتيب شده، گرفته مشتق لاپلاس تبديل نسبت ترتيب وارون،

مي�كند. يادآوري را پراكندگي

.١.٣.١ تعریف

. F̄ (x) ≤ Ḡ(x) هرگاه (X ≤st Y ) مي�گوييم معمولي تصادفي ترتيب در Y از كمتر را X (الف)

يا λX(t) ≥ λY (t) هرگاه (X ≤hr Y ) مي�گوييم شكست نرخ ترتيب در Y از كمتر را X (ب)

ازاي به اگر تنها و اگر X ≤hr Y گفت مي�توان همچنين باشد. صعودي t در Ḡ(t)

F̄ (t)
معادل به�طور

t ≥ ٠ مقادير همه�ی

[X|X > t] ≤st [Y |Y > t],

معادل به�طور یا باشد

P{X − t > s|X > t} ≤ P{Y − t > s|Y > t}.

،rX(t) ≤ rY (t) هرگاه (X ≤rh Y ) مي�گوييم وارون شكست نرخ ترتيب در Y از كمتر را X (پ)

به اگر تنها و اگر X ≤rh Y گفت مي�توان همچنين باشد. صعودي t ≥ ٠ در G(t)
F (t)

معادل به�طور يا

t ≥ ٠ مقادير همه�ی ازاي

[X|X ≤ t] ≤st [Y |Y ≤ t].

صعودي t در g(t)
f(t)

هرگاه (X ≤lr Y ) مي�گوييم درستنمايي نسبت ترتيب در Y از كمتر را X (ت)

باشد.

t ≥ ٠ هر برای هرگاه (X ≤mrl Y ) مي�گوييم عمر طول باقيمانده�ی ميانگين در Y از كمتر Xرا (ث)

همچنين باشد. صعودي t در
∫∞
t Ḡ(u) du∫∞
٠ F̄ (u) du

نسبت معادل به�طور یا mX(t) ≤ mY (t) باشیم داشته

s ≤ t هر ازای به اگر تنها و اگر X ≤mrl Y داريم

F̄ (s)∫∞
t

F̄ (u) du
≥ Ḡ(s)∫∞

t
Ḡ(u) du

.

۴



به اگر (X ≤Hmrl Y ) مي�گوييم عمر طول باقيمانده�ی هارموني ميانگين در Y از كمتر را X (ج)

باشيم: داشته x > ٠ هر ١]ازاي
x

∫ x

٠
١

mX(u)
du

]−١
≤
[١
x

∫ x

٠
١

mY (u)
du

]−١
.

محدب توابع همه�ی ازاي به هرگاه (X ≤cx Y ) گوييم محدب ترتيب در Y از كمتر را X (چ)

باشيم: داشته Φ : R → R

E[Φ(X)] ≤ E[Φ(Y )].

Φ : R → R مقعر توابع همه�ی ازاي به هرگاه (X ≤cv Y ) گوييم مقعر ترتيب در Y از كمتر Xرا (ح)

باشيم: داشته

E[Φ(X)] ≤ E[Φ(Y )].

توابع همه�ی ازاي به هرگاه (X ≤icx Y ) گوييم صعودي محدب ترتيب در Y از كمتر را X (خ)

باشيم: داشته Φ : R → R صعودي محدب

E[Φ(X)] ≤ E[Φ(Y )].

مقعر توابع همه�ی ازاي به هرگاه (X ≤icv Y ) مي�گوييم صعودي مقعر ترتيب در Y از كمتر را X (د)

باشيم: داشته �Φ : R → R صعودي

E[Φ(X)] ≤ E[Φ(Y )].

باشد. LX(t) ≥ LY (t) هرگاه (X ≤lt Y ) مي�گوييم لاپلاس تبديل ترتيب در Y از كمتر را X (ذ)

در LY (t)
LX(t)

نسبت اگر (X ≤lt−r Y ) مي�گوييم لاپلاس تبديل نسبت ترتيب در Y از كمتر را X (ر)

باشد. نزولي t > ٠
نسبت اگر (X ≤r−lt−r Y ) مي�گوييم وارون لاپلاس تبديل نسبت ترتيب در Y از كمتر را X (ز)

باشد. نزولي t > ٠ در ١−LY (t)
١−LX(t)

(X ≤d−lt−r Y ) مي�گوييم شده گرفته مشتق لاپلاس تبديل نسبت ترتيب در Y از كمتر را X (س)

باشد. نزولي t > ٠ حسب بر L
′
Y (t)

L
′
X(t)

نسبت اگر

و اگر (X ≤n−lt−r Y ) مي�گوييم n مرتبه�ی لاپلاس تبدیل نسبت ترتيب در Y از كمتر را X (ش)

باشد. نزولي t > ٠ حسب بر E[Y n−١ exp(−tY )]
E[Xn−١ exp−(tX)]

اگر تنها

٠ < α ≤ β < ١ برای هرگاه (X ≤disp Y ) مي�گوييم پراكندگي ترتيب در Y از كمتر را X (ص)

۵



باشیم: داشته

F−١(β)− F−١(α) ≤ G−١(β)−G−١(α).

می�کند. بیان را بالا تعریف تصادفی ترتیب�های به مربوط نتایج برخی زیر قضیه�ی

Y و X نامنفی تصادفی متغیر دو برای . ٢.٣.١ قضیه

.V ar(X) ≤ V ar(Y ) آنگاه X ≤disp Y اگر (الف)

.X ≤st Y آنگاه ،X ≤hr Y اگر (ب)

.X ≤st Y آنگاه ،X ≤rh Y اگر (پ)

.X ≤st Y آنگاه ،X ≤hr Y و X ≤rh Y آنگاه ،X ≤lr Y اگر (ت)

.X ≤mrl Y آنگاه X ≤hr Y اگر (ث)

.X ≤hmrl Y آنگاه ،X ≤mrl Y اگر (ج)

.X ≤lt−r Y آنگاه ،X ≤rh Y اگر (چ)

.X ≤r−lt−r Y آنگاه ،X ≤hr Y اگر (ح)

X از یکی و X ≤hr Y اگر باشند. نا�منفی تصادفي متغير دو Y و X كنيد فرض . ٣.٣.١ قضیه

آنگاه: باشد DFR ویژگی دارای Y يا

X ≤disp Y.

از یکی و X ≤disp Y اگر باشند. نا�منفی تصادفي متغير دو Y و X كنيد فرض . ۴.٣.١ قضیه

آنگاه: باشد IFR ویژگی دارای Y يا X

X ≤hr Y.

متغيره دو وابستگي ترتيب�هاي و مفاهيم ۴.١

،h(x, y) چگالي تابع ،H(x, y) تجمعي توزيع تابع با بعدي دو تصادفي متغير يك (X, Y ) فرضكنيد

باشند H̄(x, y) توام بقاي تابع و g(y) و f(x) چگالي توابع ،G(y) و F (x) حاشيه�اي توزيع توابع

۶



كه

H̄(x, y) = P (X > x, Y > y)

= ١ − F (x)−G(y) +H(x, y).

کنید فرض

HL
y (x) = P (Y ≤ y|X ≤ x),

HR
y (x) = P (Y > y|X > x),

Hy(x) = P (Y > y|X = x).

مربعي وابستگي ،(PQD) مثبت مربعي وابستگي شامل متغيره دو وابستگي مفاهيم زير تعريف

تصادفي به�طور ،(RTI) راست دم در بودن صعودي ،(LTD) چپ دم در بودن نزولي ،(NQD) منفي

مثبت تماماً ،(RCSI) راست ناحيه�ی در صعودي ،(LCSD) چپ ناحيه�ی در نزولي ،(SI) صعودي

را (RR٢)دو مرتبه�ی وارون قاعده�ی و (DP٢) دترمينان دو مرتبه�ی بودن مثبت ،(TP٢)دو مرتبه�ی از

مي�كند. يادآوري

.١.۴.١ تعریف

.H(x, y) ≥ (≤)F (x)G(y) اگر مي�گوييم (NQD) PQD را (X, Y ) تصادفي بردار (الف)

تمام براي اگر مي�دهيم نمايش LTD(Y |X) با و مي�گوييم نزولي چپ دردم X به نسبت را Y (ب)

اگر مي�شود. تعريف مشابه به�طور LTD(X|Y ) مفهوم باشد. x از نزولي تابعي HL
y (x) ،y مقادير

می�دهیم. نشان LTD(X,Y ) با را آن ،LTD(Y |X) و LTD(X|Y ) باشیم داشته

براي اگر مي�دهيم نشان RTI(Y |X) با و مي�گوييم صعودي راست دردم X به نسبت را Y (پ)

مي�شود. تعريف مشابه به�طور RTI(X|Y ) مفهوم باشد. x از صعودي تابعي HR
y (x) ،y مقادير تمام

می�دهیم. نشان RTI(X, Y ) با را آن ،RTI(Y |X) و RTI(X|Y ) باشیم داشته اگر

تمام براي اگر مي�دهيم نشان SI(Y |X) با و مي�گوييم صعودي تصادفي به�طور X در را Y (ت)

اگر مي�شود. تعريف مشابه به�طور SI(X|Y ) مفهوم باشد. x از صعودي تابعي Hy(x) ،y مقادير

می�دهیم. نشان SI(X, Y ) با را آن ،SI(Y |X) و SI(X|Y ) باشیم داشته

ازاي به اگر مي�دهيم نمايش LCSD(X, Y ) با و مي�گوييم چپ ناحيه�ی در نزولي را (X, Y ) (ث)

٧



نزولي تابعي �y′ به نسبت همچنين و x′ به نسبت P (X ≤ x, Y ≤ y|X ≤ x́, Y ≤ ý) ،y و x هر

باشد.

ازاي به اگر مي�دهيم نشان RCSI(X, Y ) با و مي�گوييم صعودي راست ناحيه�ی در را (X, Y ) (ج)

تابعي y′ به نسبت و x
′ به نسبت P (X > x, Y > y|X > x́, Y > ý) ،y و x مقادير تمام

باشد. صعودي

،٠ < y < ý و ٠ < x < x́ هر برای اگر مي�گوييم (TP ٢) دو مرتبه�ی از مثبت تماماً را (X,Y ) (چ)

کند: صدق زیر شرط در (X, Y ) توأم چگالي تابع

h(x, y)h(x́, ý) ≥ h(x́, y)h(x, ý).

عوض بالا نامساوي جهت اگر مي�گوييم (RR٢) دو مرتبه�ی �وارون قاعده�ی داراي را (X, Y ) (ح)

شود.

مي�گيرد، خود به را منفي مقادير g٢ كه وقتي اگر مي�نامیم DP٢ ویژگی دارای را (g١, g٢) توابع (خ)

باشيم: داشته x١ ≤ x٢ هر ازاي به و باشد غيرمنفي g١

g١(x١)g٢(x٢) ≥ g١(x٢)g٢(x١).

وابسته�ی را (X, Y ) آنگاه باشد، TP٢ ويژگي داراي (X,Y ) توأم چگالي تابع اگر .٢.۴.١ تعریف

نسبت در منفي وابسته�ی را (X,Y ) مشابه، به�طور مي�گوييم. (PLR) درستنمايي نسبت در مثبت

باشد. RR٢ آن�ها توأم چگالي تابع اگر مي�گوييم درستنمايي

معادل�اند: هم با زير عبارت�هاي . ٣.۴.١ قضیه

(TP٢)RR٢ ویژگی دارای ،(٠,∞]× (٠,∞] ناحيه روي h(x, y) مقدار حقيقي تابع (الف)

است.

است. (نزولي) صعودي x > ٠ در ٠ < y١ < y٢ شرط با h(x,y١)
h(x,y٢) (ب)

∂٢
∂x∂y

lnf(x, y) < (>)٠ (پ)

است. (TP٢)RR٢ ویژگی دارای h(y|x) يا h(x|y) (ت)

مي�توان بيشتر جزئيات براي است. برقرار زير روابط ٢.۴.١ و ١.۴.١ تعاريف وابستگي مفاهيم بين

كرد. مراجعه [٣٧] مرجع به
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