
  دانشگاه تربيت معلم

  فيزيكگروه  –علوم دانشكده 

  )گرايش اتمي مولكولي (رشته فيزيك پايان نامه آارشناسي ارشد 

  

  :عنوان 

  محاسبه نظري و بررسي ساختار باند فوتوني در يك بلور

  فوتونيكي دو بعدي ناهمسانگرد

 

  تدوين 

  ندا يزداني

  :استاد راهنما 

  محمد حسين مجلس آرا

  ١٣٨٨شهريور 



  :چكيده 

 تاري كه انقلابي در كنترل نور بهدر اين پايان نامه ابتدا به معرفي بلورهاي فوتونيكي به عنوان ساخ

در ادامه نقص هايي . سپس اصول رياضي حاكم بر آن را بررسي مي كنيم. پا كرده است مي پردازيم

نقص در اين بلورها مي توان با ايجاد . كه مي توان در اين نوع بلورها ايجاد كرد را نشان مي دهيم

كار جايگزيده كردن نور يا هدايت انرژي نوراني، در مسير خاصي و با فركانس هاي خاصي را 

به عنوان يك موج بر را ايجاد  يكي از انواع نقص ها كه قابليت استفاده از بلور فوتونيكي. انجام داد

را به صورت  ሻ݁݀݅ݑ݃݁ݒܹܽ ݈ܽܿ݅ݐܱ ݎݐܽ݊ݏܴ݁ ݈݀݁ݑܥሺ ܹܱܴܥ،كند، مي

كه نمودار  ܹܱܴܥشدگي دو  جفتمفصل تري مورد بحث قرار مي دهيم و در پايان از 

پاشندگي آنها نسبت به هم شيب كاملا عكس دارد استفاده كرده و با استفاده از مدوله سازي 

همين طور به   .طراحي مي كنيم ضرايب شكست، ساختاري براي وارونه كردن زماني پالس ورودي

                معرفي و بحث مختصري راجع به روش ديفرانسيل هاي محدود در حوزه ي زمان،

݁ݐ݂݅݊݅ െ ݁݉݅ݐ ݁ܿ݊݁ݎ݂݂݁݅݀ െ مي پردازيم و كدي را كه مورد  ،ሻܦܶܦܨሺ ݊݅ܽ݉݀

  .استفاده قرار داده ايم معرفي مي كنيم

 



فهرست مطالب                                                               

  

                                                                  مقدمه -فصل اول

 1......................................................................................................... كنترل خواص مواد   1- 1

  2........................................................................................................ بلورهاي فوتونيكي   2- 1

 

  دي الكتريكالكترومغناطيس در محيط هايي با تركيبي از چند  -فصل دوم

  7.................................................................................... معادلات ماكروسكوپيك ماكسول  1- 2

  14.................................................................. مسئله ي ويژه مقداري در الكترومغناطيس   2- 2

  17................................................................................................... خواص عمومي مدها   3- 2

  20................................................................... ميدان مغناطيسي در مقابل ميدان الكتريكي  4- 2

  22........................................................................ معادلات ماكسولخواص مقياس بندي   5- 2

  25................................................................... مقايسه الكتروديناميك و مكانيك كوانتومي  6- 2

 

  تقارن ها و حالت جامد در الكترومغناطيس -فصل سوم

  28........................... استفاده از تقارن ها براي دسته بندي كردن مدهاي الكترومغناطيسي   3-1

  33.................................................................................................. تقارن انتقالي پيوسته   3-2



  39......................................................................................................... ضريب هدايت   3-3

  42.................................................................................................. تقارن انتقالي گسسته  3-4

  47..................................................................................... فوتونيكي ساختارهاي نواري   3-5

  48........................................................... تقارن دوراني ومنطقه ي بريلوئن كاهش ناپذير   3-6

  51.................................................................................................. ناوردايي واروني زمان   7- 3

  53...........................................................مقايسه دوباره الكتروديناميك و كوانتوم مكانيك   8- 3

 

  بلورهاي فوتونيكي - صل چهارمف

  55..................................................................................... بلورهاي فوتونيكي يك بعدي   1- 4

  57....................................................................... مدهاي ناپايدار در گاف بلور فوتونيكي   2- 4

  60....................................................................................... بلورهاي فوتونيكي دو بعدي   3- 4

 

بر كاواك هاي معرفي نقص در بلورهاي فوتونيكي و موج  -فصل پنجم
  كوپل شده

  62...................................................................................... نقص در بلورهاي فوتونيكي   5-1

  68..................................................................................................... حالت غير تبهگن   5-2

  71........................................................................................................... حالت تبهگن   5-3

 



  محاسبات و نتيجه گيري -فصل ششم

  74................................................. با كد  محاسبه ساختار باندي    6-1

  80................... توضيحاتي در مورد روش ديفرانسيل محدود در حوزه ي زمان    6-2

  90............................................................................................................شرايط مرزي   3 -6

 زماني نور با اپتيك خطي و مدوله كننده ها با استفاده از كوپل  وارونگيعمليات    6-4

  94...........................................................................................................  شدگي دو

 

 

  106.............................................................................................................................. نتايج

  108......................................................................................................................... پيوست

 



١ 
 

                                                   

  فصل اول                                                                               

       مقدمه                                             

  کنترل خواص مواد _ ١_١ 

نتيجه شناخت عميق ما از خصوصيات مواد بوده  ،فناوريبسياري از پيشرفت هاي ما در     

نياكان ما از عصر سنگي به عصر آهن تا حد زيادي داستاني از افزايش شناخت بشر  گذار. است

 .از فوايد مواد طبيعي است

انسان هاي ماقبل تاريخ ابزارهايي را بر پايه شناختشان از مقاومت سنگ و سختي آهن مي     

وع بشر آموخته بود كه موادي را از زمين استخراج كند كه خواص ن ،در هر دومورد.ساختند

موادي را توليد كردند كه  ،سرانجام مهندسين با تركيب مواد موجود .ثابت در آنها سودمند بود

نها ياد گرفتند كه كارهاي بيشتري از كارهايي كه در واقع آ. ص مطلوب بيشتري داشتندخوا

 .انجام دهند ،نجام مي شودفقط با مواد خام موجود در زمين ا

امروزه ما مجموعه كاملي از مواد مصنوعي با خواص مكانيكي زياد در اختيار داريم كه آنها     

  .سراميك و پلاستيك هستيم ،را مديون پيشرفت ها در متالورژي

كتريكي مواد نيز شده در اين قرن كنترل ما بر روي مواد گسترش يافته و شامل خواص ال    

ها در فيزيك نيمه رسانا به ما اجازه كنترل خواص رسانايي برخي مواد را مي  پيشرفت. است

پيشرفت ها در اين زمينه  تاثير .رانزيستور در الكترونيك آغاز شددهد و بدين ترتيب انقلاب ت
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ابررساناهاي دماي بالا ومواد  ،با سراميك ها و آلياژهاي جديد. بر زندگي ما غيرقابل انكار است

  .ينده را شكل دهندآهاي  فناوريي اختراع شده اند كه ممكن است پايه ديگر

در اين مورد هدف كنترل خواص  .در دهه هاي اخير چشم انداز جديدي باز شده است    

اگر  بتوانيم موادي را طراحي كنيم كه به امواج نوري در بازه فركانس هاي . اپتيكي است

يا اجازه انتشار در  ،واج نوري در فركانس هاي خاصيمثلا بازتاب كامل ام ،خاصي پاسخ دهند

پيشرفت هاي زيادي  ،جهت و فركانس خاصي و يا جايگزيده كردن نور در يك فضاي خاص

قبلا كابل هاي فيبر نوري كه به سادگي نور را هدايت مي كنند انقلابي در . ممكن خواهد شد

سرعت بالا و اسپكتروسكوپي تنها  محاسبات با ،طراحي ليزر. صنعت ارتباطات برپا كرده اند

  .پيشرفت روي مواد اپتيكي مي باشد بخش كوچكي از دستاوردهاي

  ونيکیفوت بلورهای _٢_١

  مي خواهيم بررسي كنيم كه چه موادي براي كنترل ما بر انتشار نور به كار مي ايند؟ 

كه آنها را بهتر مي براي پاسخ به اين سوال مقايسه اي انجام مي دهيم با مواد الكترونيكي     

الگويي است كه در آن اتم ها و يا مولكول ها به صورت تناوبي قرار  بلوريك شبكه . شناسيم

يك پتانسيل دوره اي براي الكتروني كه مي خواهد در ميان آن حركت كند  ،بلوربنابراين . دارند

و هم هندسه شبكه خصوصيات هدايت را  بلورهم اجزاء سازنده .  از خود نشان ميدهد

  .مشخص مي كنند
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رسانا شبيه به ذرات  بلورهمواره اين سوال مطرح بوده است كه چرا الكترون ها درون يك     

اجتناب مي  بلورگاز آزاد پخش مي شوند؟ و چگونه از پراكنده شدن به وسيله اجزاء سازنده 

 كنند؟ 

اين است كه الكترون ها به صورت امواج منتشر مي  پاسخ كوانتوم مكانيك به اين سوال    

.( شوند و امواج تحت شرايط خاصي بدون پراكندگي در طول يك پتانسيل، منتقل مي شوند

در هر صورت شبكه مي تواند مانع انتشار امواج .) البته آنها به وسيله نقص ها پراكنده مي شوند

  .خاصي شود

وجود داشته باشد، به اين معني كه الكترون ها  گاف لوربممكن است در ساختار باند انرژي     

اگر پتانسيل شبكه به اندازه كافي قوي  .از انتشار در جهت خاصي با انرژي خاصي منع شوند

 گاف نواريمي تواند به همه ي جهت هاي ممكن گسترش يابد و در نتيجه يك  گافباشد، 

كامل بين باند هدايت و باند ظرفيت وجود  گافيك  رساناهابراي مثال در نيمه . كامل داريم

ها منتشر مي شوند، بلورهاي آنالكتريكي كه الكترون ها درون  بلورهاينظير اپتيكي . دارد

اتم ها و مولكول ها به وسيله ي دي الكتريك هايي با  بلورهاي فوتونيكيدر . هستندفوتونيكي 

با تابع  تناوبيپتانسيل هاي  در چنين بلورهايي .ضرايب شكست مختلف جايگزين مي شوند

اگر ثابت .جايگزين مي شوند)  تناوبييا به طور معادل، ضريب شكست ( تناوبيدي الكتريك 

به اندازه كافي با هم فرق داشته باشند و جذب  بلور فوتونيكيهاي دي الكتريك مواد در 

مي تواند ) فصول مشترك(نورهم توسط مواد حداقل باشد،شكست و بازتابش نور از مرزها 

. پديده هاي زيادي براي فوتون ها مشابه با الكترون ها در پتانسيل هاي متناوب ايجاد كند
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بلورهاي فوتونيكي ما مي توانيم . استبلور فوتونيكي بنابراين يكي از راه هاي كنترل نور، 

س با فركان فوتونيكي باشند و بنابراين جلوي انتشار نور گاف نواريكنيم كه داراي  طراحي

طراحي كنيم بلورهاي فوتونيكي طور مي توانيم  همين. را بگيرند خاصي جهاتخاصي و در 

  .خود عبور دهنددر جهات خاصي از كه بتوانند نور را تنها

موج برها و كاواك هاي فلزي به طور گسترده اي در كنترل انتشار ميكروموج ها مورد     

ديواره هاي كاواك فلزي اجازه انتشار موج الكترومغناطيسي را زير يك  .استفاده قرار مي گيرند

اگر  .ሾ1ሿستانه نمي دهند اما موجبر فلزي موج را تنها در طول محورش عبور مي دهدآفركانس 

فركانس هاي بالاتراز ميكروموج ها مثلا نور مرئي را داشته باشيم با توانايي كنترل انتشار امواج 

اجزاء فلز تلف مي انرژي نور مرئي به سرعت در طول كه اما مي دانيم  بسيار مفيد خواهد بود

طورعمومي براي كنترل انتشار امواج با فركانس به اين از روش هاي فوق نمي توان برشود بنا

نه تنها خواص مفيد موج برها و  بلورهاي فوتونيكي. هاي بالاتراز ميكروموج استفاده كرد

ما مي  .شوندگسترده اي به كار برده كاواك ها را دارند بلكه مي توانند در بازه هاي فركانسي 

 ابعاد با كنترل ميكروموج ها يا با هندسه اي در ابعاد ميلي متر براي بلور فوتونيكيتوانيم يك 

  .براي كنترل امواج مادون قرمز بسازيم ميكرون

نين آينه هاي دي الكتريكي كه تشكيل شده اند از لايه هاي دي الكتريكي متفاوت همچ    

نور با طول موج مناسب . يكي ديگر از وسايل اپتيكي است كه استفاده زيادي از آن مي شود

به اين دليل كه  .وقتي به چنين ساختارهايي برخورد مي كند به طور كامل بازتاب پيدا مي كند

ه تا حد زيادي بازتاب پيدا مي كند و اگر فضا تناوبي باشد بازتاب هاي موج در سطح هر لاي
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اين . مخرب برهم نهي مي كنند و اين باعث حذف موج منتشر شونده مي شودچندگانه به طور 

 ،ሾ2ሿتوضيح داده شد 1887در سال   Lord Rayleight ثر شناخته شده كه اولين بار توسطا

اپتيكي از قبيل آينه هاي دي الكتريك و فيلترهاي دي الكتريك اساس كار بسياري از ابزارهاي 

  .پرو است- فابري

بلورهاي كم اتلافي كه به طور دوره اي در يك بعد قرار داده شده اند  بلورهاي فوتونيكي    

اگرچه اين آينه ها استفاده زيادي دارند اما فقط نوري  .يك بعدي را تشكيل مي دهند فوتونيكي

نند كه در راستاي عمود يا نزديك به عمود روي لايه هاي اين ساختار فرود را منعكس مي ك

ي و در هر قطبشجلوي انتشار نور با هر براي بعضي از فركانس ها  بلور فوتونيكياگر . آيد

 گاف نواريداراي  بلور فوتونيكيمي گوييم  جهتي را بگيرد يا به عبارت ديگر منعكس كند،

كامل  گاف نوارييك بعدي نمي تواند داراي  بلور فوتونيكييك . كامل فوتونيكي است

كامل فوتونيكي بايد دي الكتريك ها را  گاف نواريبراي ايجاد يك ساختار با . فوتونيكي باشد

بلور در شبكه طوري قرار دهيم كه در امتداد سه محور تناوب داشته باشند كه اين همان 

  .  ሾ30ሿسه بعدي است فوتونيكي

دو بعدي و سه بعدي در شكل زير آمده  يك بعدي، بلورهاي فوتونيكييك مثال ساده از     

     .است
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                  ሺ1 െ 1ሻ               رنگ هاي . مثال هاي ساده از بلورهاي فوتونيكي يك، دو و سه بعدي  

  يك بلور . مواد با ثابت هاي دي الكتريك متفاوتند مختلف نشان دهنده                                  

  ، ساختار متناوبي از ماده دي الكتريك در طول يك، دو و يافوتونيكي                                       

  .سه محور مي باشد                                                                    
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  فصل دوم

  

  الکترومغناطيس در محيط هايی با ترکيبی از چند دی الکتريک

معادلات ماكسول را در محيطي با تركيبي از  ،بلور فوتونيكيبراي بررسي انتشار نوردر يك      

در اينجا معادلات ماكسول به يك مساله ويژه مقداري هرميتي  .كنيمدي الكتريك ها بررسي مي 

اين كار در الكترومغناطيس بسيار شبيه به معادله شرودينگر درمكانيك  .خطي تبديل مي شود

كوانتوم مكانيك نظير تعامد مدها،  كوانتوم است و اين به ما اجازه مي دهد تا از نتايج مفيد

  .استفاده كنيمتئوري وردشي و نظريه اختلال 

  معادلات ماکروسکوپيک ماکسول - ١-٢

بلور آن جمله انتشار نور در يك از  بر همه ي پديده هاي ماكروسكوپيك الكترومغناطيس و    

  :ሾ3ሿچهارمعادله ي ماكروسكوپيك ماكسول حاكم هستند فوتونيكي

સ.  ൌ 0                            સ. ࡰ ൌ                                                                   ߩ
      

સ ൈ ࡴ ൌ ܬ  డࡰ
డ௧

                 સ ൈ ൌ ࡱ െ డ
డ௧

                  (1-2) 

       

به ترتيب جابه جايي   و ࡰبه ترتيب ميدان هاي الكتريكي و مغناطيسي و   ࡱ و ࡴ  

بارها و   ܬو  ߩهمينطور  .مي باشند) چگالي ميدان مغناطيسي(الكتريكي و القاي مغناطيسي 

  .جريان هاي آزاد هستند
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مسئله مورد بررسي ما محيطي است با تركيبي از چند دي الكتريك همسانگرد كه البته لزوما     

همچنين محيط فاقد بار و جريان آزاد مي باشد چون هيچ  .به صورت دوره اي قرار نگرفته اند

                                            .      منبع بار يا جريان درون محيط قرار داده نشده است

ܬ ൌ ߩ ൌ 0                           

  

  

  

  

ሺ1 െ 2ሻ  - جرياني هيچ بار يا. تركيبي از نواحي ماكروسكوپيك شامل دي الكتريك هاي همگن  

ሺ1به طور كلي در معادله ي .محيط وجود ندارد در െ 2ሻ  ،εሺܚሻ مي تواند داراي هر نوع  

  .اما در اين جا به مواد دي الكتريك همگن مي پردازيم. وابستگي مكاني باشد

  .مي باشد ݎساختار فوق تابعي از بردار مكان 

  :را مي نويسيم  ࡴو  و همچنين  ࡱو  ࡰرابطه ي بين 



٩ 
 

را به  ୧ܧو مؤلفه هاي  ࡰرا به جاي ميدان  ୧ܦنكته اين كه به صورت كاملا كلي مؤلفه هاي 

  :قرار مي دهيم  ࡱجاي ميدان 

  

)2-2            (                      
க0

ൌ ∑ ε୧୨୨ E୨  ∑ ୧ࣲ୨୩୨,୩ E୨E୩  OሺE3ሻ     ڮ

0ߝدر رابطه فوق    ൎ 8.854 ൈ 10ି12 ிௗ


  .گذردهي الكتريكي خلا مي باشد 

كمي پيچيده است اما براي اكثر مواد دي الكتريك مي توان از تقريب هاي زير  اين رابطه 

  :استفاده كرد 

فرض مي كنيم شدت ميدان به اندازه كافي كوچك است كه بتوان در ناحيه   - تقريب اول

  . خطي كار كرد

  .مي توان چشم پوشي كرد) ومرتبه هاي بالاتر( ୧ࣲ୨୩بنابراين از 

,࢘ሺࡱفرض مي كنيم كه ماده همسانگرد است بنابراين  -تقريب دوم ߱ሻ  ࡰوሺ࢘, ߱ሻ با 

,࢘ሺߝلر در يك تابع دي الكتريك اسكا 0ߝضرب  ߱ሻ بي ناميده مي شود به هم كه گذردهي نس

  .شوندمربوط مي 

,࢘ሺࡰ ߱ሻ ൌ ,࢘ሺࡱሻ࢘ሺߝ0ߝ ߱ሻ                                                                         

به فركانس ) ثابت دي الكتريك(  ߝكه در آنها در فركانس هايي كار مي كنيم  - تقريب سوم

,࢘ሺߝيعني به جاي . وابسته نباشد ߱ሻ  ߝداريمሺ࢘ሻ.  
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مربوط به يك  ሻ࢘ሺߝروي مواد بدون اتلاف متمركز مي شويم به اين معني كه  -تقريب چهارم

  .حقيقي و مثبت در نظر گرفته مي شود ،ماده

  :داريم ) كه در اغلب اوقات صحيح است(حال با توجه به تقريب هاي فوق 

ሻ࢘ሺࡰ                                                                  )2-3( ൌ           ሻ࢘ሺࡱሻ࢘ሺߝ0ߝ

  : و معادله مشابه اي براي   

ሻ࢘ሺ                                                                          )   2-4( ൌ   ሻ࢘ሺࡴሻ࢘ሺߤ0ߤ

0ߤدر رابطه فوق      ൌ 4π ൈ 10ି17  Hୣ୬୰୷
୫

  .،كه گذردهي مغناطيسي خلا مي باشد 

 ሻ࢘ሺߤبراي اكثر مواد دي الكتريك كه با آنها كار مي كنيم گذردهي نسبي مغناطيسي يعني     

ሻ࢘ሺبه صورت  ሻ࢘ሺبنابراين رابطه . بسيار نزديك به يك مي باشد ൌ درمي  ሻ࢘ሺࡴ0ߤ

  .آيد

  :مچنين براي ضريب شكست در يك محيط داريم ه 

                                                                           ݊ ൌ ߝߤ√
ఓ؆1ሱۛሮ    ݊ ൌ             ߝ√

 :حال با توجه به فرض هاي موجود، چهار معادله ماكسول را بازنويسي مي كنيم 

સ. ,࢘ሺࡴ ሻݐ ൌ 0                                                                                                                                         

સ. ൫εሺ࢘ሻࡱሺ࢘, ሻ൯ݐ ൌ 0 

)2-5                     (                                      સ ൈ ,࢘ሺࡴ ሻݐ ൌ ሻ࢘ሺߝ0ߝ డࡱሺ࢘,௧ሻ
డ௧
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                                                                           સ ൈ ,࢘ሺࡱ ሻݐ ൌ െ0ߤ
డࡴሺ࢘,௧ሻ

డ௧
  

                                                                                                             

به طور منطقي اين سوال پيش مي آيد كه آيا ما با محدود كردن خودمان به مواد خطي و بدون  

  اتلاف، بعضي از پديده هاي فيزيكي را از دست نخواهيم داد؟

از موارد ساده ي مواد  حقيقت قابل توجه است كه بسياري از خواص جالب و مفيد،اين يك  

به علاوه تئوري اين گونه مواد براي كارها و تحقيقات . بدون اتلاف وخطي ناشي مي شوند

عملي بسيار ساده تر و قابل فهم تر است و پايه دقيق و خوبي براي ساختن مواد پيچيده تر بنا 

  .پايان نامه توجه خود را روي مواد بي اتلاف و خطي معطوف مي كنيمما در اين . مي شود

به دليل خطي بودن  .هر دو توابع پيچيده اي از زمان و مكان هستند ࡴ و ࡱدر حالت كلي     

قسمت زماني را به .ما مي توانيم وابستگي زماني و مكاني را از هم جدا كنيمماكسول معادلات 

در نظر مي گيريم و مي دانيم كه مشكلي ايجاد نمي كند زيرا با  هماهنگصورت يك تابع 

  .ሾ4ሿ نوشت هماهنگتوجه به آناليز فوريه هر تابعي را مي توان برحسب توابع 

,࢘ሺࡴ                                                                                      ሻݐ ൌ   ሻ݁ିఠ௧࢘ሺࡴ

,࢘ሺࡱ ሻݐ ൌ ሻ݁ିఠ௧                                                                          ሺ٦࢘ሺࡱ െ ٢ሻ 
                                            

 :حال دو رابطه فوق را در معادلات ماكسول جاگذاري مي كنيم

ߩ ൌ ܬ ൌ ٠                                                                                                             
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1ሻ સ. ࡰ ൌ 0 ื    સ. ሾߝ0ߝሺ࢘ሻࡱሺ࢘ሻሿ ൌ 0 ื    સ. ሾࢿሺ࢘ሻࡱሺ࢘ሻሿ ൌ 0              
       

2ሻ સ. ,࢘ሺ ሻݐ ൌ 0 ื    સ. ,࢘ሺࡴ0ߤ ሻݐ ൌ 0 ื    સ. ሻ࢘ሺࡴ ൌ 0                     
       

يعني اگر يك موج . دو معادله فوق نشان مي دهد كه شكل موج الكترومغناطيسي عرضي است

ሻ࢘ሺࡴتخت به صورت  ൌ ܽ݁ࢺدر نظر بگيريم، با توجه به معادله  ࢘.. ሻ࢘ሺࡴ ൌ    :داريم 0

સ. ൧࢘.݁ࢇൣ ൌ 0 ื .ࢇ     ൌ 0                                                                         
                                               

  .موج عرضي است و اين يعني راستاي ارتعاش و انتشار بر هم عمودند و بنابراين

  :حال روي دو معادله ديگر متمركز مي شويم

ሺ5 از معادله െ 2ሻ  داريم: 

ቐ
ࢺ ൈ ,࢘ሺࡱ ሻݐ ൌ െ٠ߤ

డࡴሺ࢘,௧ሻ
డ௧

ࢺ ൈ ,࢘ሺࡴ ሻݐ ൌ ሻ࢘ሺߝ٠ߝ డࡱሺ࢘,௧ሻ
డ௧

                                                                          

                                                                                                           

,࢘ሺࡴحال  ሻݐ ൌ ݁ିఠ௧ࡴሺ࢘ሻ   ࡱوሺ࢘, ሻݐ ൌ ݁ିఠ௧ࡱሺ࢘ሻ  را در معادله فوق قرار مي

  :دهيم

ࢺ                                                    )  7- 1-2( ൈ ሻ࢘ሺࡱ െ ሻ࢘ሺࡴ٠ߤ߱݅ ൌ ٠     

ࢺ                                                 )7- 2-2( ൈ ሻ࢘ሺࡴ  ሻ࢘ሺࡱሻ࢘ሺߝ٠ߝ߱݅ ൌ ٠  

ሺ7  معادله െ 2 െ 2ሻ را به صورت زير مي نويسيم: 
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1
ఌሺ࢘ሻ

સ ൈ ሻ࢘ሺࡴ  ሻ࢘ሺࡱ0ߝ߱݅ ൌ 0                                                                   

                                    
               

  :حال از معادله فوق كرل مي گيريم 

સ ൈ ቂ ١
ఌሺ࢘ሻ

સ ൈ ሻቃ࢘ሺࡴ  ٠સߝ߱݅ ൈ ሻ࢘ሺࡱ ൌ ٧ )                            ٠ െ ٢ െ ٣ሻ 

              

ሺ7  حال معادله فوق را در െ 2 െ 1ሻ جاگذاري مي كنيم:  

સ ൈ ቂ ١
ఌሺ࢘ሻ

સ ൈ ሻቃ࢘ሺࡴ ൌ ఠ٢

٢
٨ )                                                       ሻ࢘ሺࡴ െ ٢ሻ  

.ࢺبا معادله فوق و معادله . معادله فوق معادله اصلي براي كار ماست ࡴ ൌ به طور  ࡴ،  0
  .كامل مشخص مي شود

ሺ8مشخص، ابتدا معادله  ሻ࢘ሺߝپس براي يك ساختار با  െ 2ሻ  را پيدا مي  ࡴرا حل كرده و

ሺ7 كمك معادلهبا سپس . كنيم െ 2 െ 2ሻ  ،را پيدا مي كنيم ࡱ.  

ሻ࢘ሺࡱ ൌ 
ఠ0ఌ0ఌሺ࢘ሻ

સ ൈ ሻ                                                                 (9࢘ሺࡴ െ 2ሻ  

.ࢺبايد توجه شود كه رابطه فوق در  ሾεሺ࢘ሻࡱሺ࢘ሻሿ=0  صدق مي كند زيرا ديورژانس هر

   .كرلي صفر است
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 ری در الکترومغناطيس مسئله ويژه مقدا- ٢-٢

در يك محيط با تركيبي از دي الكتريك ها براي  هماهنگمعادلات ماكسول براي يك مد     

ࢺبه صورت  ࡴ ൈ ቂ 1
ఌሺ࢘ሻ

સ ൈ ሻቃ࢘ሺࡴ ൌ ఠ2

2   .درآمد   ሻ࢘ሺࡴ

در واقع يك سري عملگر .همانطور كه مي بينيم معادله فوق يك معادله ويژه مقداري است    

ߠ را به صورت  ߠاگر عملگر . اثر مي كنند ࡴپياپي روي  ൌ સ ൈ ቂ 1
ఌሺ࢘ሻ

સ ൈቃ تعريف كنيم

  : مي بينيم كه آنگاه

ሻ࢘ሺࡴߠ ൌ ఠ2

2 ሻ                                                                            ሺ 11࢘ሺࡴ െ 2ሻ  

ఠ2و  ويژه بردارهاي عملگر ሻ࢘ሺࡴدر واقع 

ୡ2  ࡴمي باشد كه  ߠويژه مقدار عملگرሺ࢘ሻ الگوي 

  .فركانس مربوط به اين الگوي ميدان ߱و است  ميدان

يك عملگر خطي است و بنابراين تركيب خطي جواب ها  ߠنكته قابل توجه اين است كه     

هردو با ( جواب هاي مسئله باشند2ࡴو  1ࡴبنابراين اگر مثلا  .خود يك جواب مسئله است

ሻ࢘1ሺࡴߙ،آنگاه )  ߱فركانس   مقادير ثابت  ߚ و ߙ( .نيز جواب مسئله است ሻ࢘2ሺࡴߚ

به عنوان مثال اگر يك مد معيني داشته باشيم مي توانيم مدهاي مجاز ديگري با همان  .)هستند

ߚሺفركانس مثلا با دوبرابر كردن شدت ميدان  ൌ 0 , ߙ ൌ 2ሻ ين ترتيب ميدان به ا .بسازيم

. هايي با فركانس مشابه كه تنها در ضرايبشان با هم متفاوتند مي توانند مدهاي مشابه اي بسازند

ሺ8رابطه െ 2ሻ   كوانتومييادآور معادله شرودينگر در مكانيك ሾ5,6ሿ  است كه در آن عملگر

  .هاميلتونين روي تابع موج اثر مي كرد
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  :برخي از خصوصيات اصلي ويژه توابع هاميلتونين به قرار زير است 

 .                       ويژه مقادير حقيقي اند _2.                        ويژه توابع راست هنجارند - 1

اين خصوصيات چه . الكترومغناطيس هم وجود دارد فرمول بنديچنين خصوصيات مفيدي در 

در كوانتوم مكانيك وچه در فرمول بندي كه در الكترومغناطيس به كار گرفتيم، براين حقيقت 

دلالت دارند كه عملگر اصلي نوع خاصي از عملگرهاي خطي است كه به آن عملگر هرميتي 

  . گفته مي شود

  :در اينجا مي خواهيم نشان دهيم كه منظور از هرميتي بودن يك عملگر چيست 

ابتدا مشابه با ضرب داخلي دو تابع موج در مكانيك كوانتومي ،ضرب داخلي دو ميدان برداري  

  :كنيمرا تعريف مي 

ሺࡲ, ሻࡳ   ࢘3݀ .ሻ࢘ሺכࡲ ሻ                                                           ሺ12࢘ሺࡳ െ 2ሻ  

 ࡲمزدوج مختلط ميدان برداري  כࡲدو ميدان برداري دلخواه مي باشند و منظور از  ࡳ و ࡲكه 

,ࡲሺ: به عنوان يك نتيجه ساده از تعريف فوق مي توان ثابت كرد كه  .است ሻࡳ ൌ ሺࡳ,  . כሻࡲ

,ࡲሺهمچنين توجه كنيد كه  . مختلط باشد ࡲهميشه حقيقي و مثبت است حتي اگر خود  ሻࡲ

  .)سيستم الكترومغناطيسي ماست هماهنگيك مد  ሻ࢘ሺࡲدر حقيقت (

يك مد از  ࡲاگر  ،مقياس يك مد با ضرب يك ضريب ثابتبا توجه به آزادي عمل در  

كه داشته  به طوري را در ثابتي ضرب كرد همواره مي توان آن سيستم الكترومغناطيسي ما باشد،

,ࡲሺباشيم  ሻࡲ ൌ ,ᇱࡲሺداشته باشيم  ሻ࢘ᇱሺࡲمثلا اگر براي ميدان برداري . 1 ᇱሻࡲ ് ، اگر 1

 :بنويسيم 


