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چͺیده

گروه�ها ناآبلی تانسوری حاصل�ضرب

وسیله�ی: به

جوهری فرنگیس

ͷی ناآبلͬ مربعͬ تانسور تعریف آن از که مͬ�کنیم تعریف را گروه�ها ناآبلͬ تانسوری حاصل�ضرب ابتدا پایان�نامه، این در

مربعͬ تانسور آن از که آورده به�دست را ۴m مرتبه�ی با چهارگان گروه�های ناآبلͬ مربعͬ تانسور سپس مͬ�شود. نتیجه گروه

توسط جداولͬ مͬ�شود. محاسبه فرادوری گروه�های ناآبلͬ مربعͬ تانسور همین�طور مͬ�شود. نتیجه دووجهͬ گروه�های ناآبلͬ

مربعͬ تانسور جداول این در که است شده ارائه افزارها نرم از استفاده با ١٩٨٧ سال در لودِی٢ جͬ. ال. و براون١ آر.

ناآبلͬ تانسوری حاصل�ضرب مرتبه�ی برای کران ͷی هم�چنین است. شده بررسͬ ٣٠ مساوی یا کمتر مرتبه�ی با گروه�های

p−گروه�های مربعͬ تانسور برای رکو٣ که را کرانͬ لذا مͬ�دهیم، نشان را است اول عدد از توانͬ آن�ها مرتبه�ی که گروه دو

بخشید. بهبود مͬ�توان آورد به�دست متناهͬ

از H و G نرمال زیرگروه�های همه�ی برای G ⊗ H ناآبلͬ تانسوری حاصل�ضرب مرتبه�ی گپ۴ افزار نرم از استفاده با

ناآبلͬ تانسوری حاصل�ضرب مرتبه�ی که مͬ�دهیم ارائه جدولͬ وسیله بدین کرده، محاسبه را ٣٢ مرتبه�ی از کواترنیون گروه

است. شده محاسبه ۵ الیس گراهام توسط ١٩٩٨ سال در جدول این مͬ�کند، مقایسه آوردیم به�دست که کرانͬ با G⊗Hرا

ناآبلͬ. مربعͬ تانسور ناآبلͬ، تانسوری حاصل�ضرب متناهͬ، p−گروه�های کلیدی: واژه�های

١R. Brown
٢J. -L. Loday
٣Rocco
۴GAP
۵G. Ellis

د
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پیشگفتار

[۵] و [۴] در لودِی٧ ال. جͬ. و براون۶ آر. Hتوسط و G گروه�های از G⊗H ناآبلͬ تانسوری حاصل�ضرب

به�وجود کمپن٩ ون قضیه�ی تعمیم ͷی از که ٨ هموتوپی نظریه�ی در کاربردهایی از تعریف این است. شده معرفͬ

است: فصل شامل٣ و مͬ�باشد [۶] و [٣] و [۵] مقاله�های اساس بر پایان�نامه این مطالب است. آمده

تعاریفمقدماتͬ و قضایا بیان به آن چهارم تا اول بخش�های در است، شده مطرح پیش�نیازها عنوان با اول، فصل

نیازند. مورد بعدی فصول در که مͬ�پردازیم

از خاصͬ حالت گروه مربعͬ تانسور که مͬ�کنیم تعریف را گروه�ها ناآبلͬ تانسوری حاصل�ضرب پنجم، بخش در

آبلͬ گروه�های برای هد١٠ وایت Γ−تابعگر و G گروه ناآبلͬ خارجͬ مربع معرفͬ به ششم، بخش در است. آن

مͬ�باشد. [٣] و [۵] از برگرفته اول فصل مطالب مͬ�پردازیم.

خاص، شرایطͬ تحت که مͬ�دهد نشان گزاره این که مͬ�پردازیم مطلب این بیان به اول بخش در دوم، فصل

مͬ�شود. توزیع مستقیم حاصل�ضرب روی ناآبلͬ تانسوری حاصل�ضرب

سوم بخش در و مͬ�آوریم به�دست را دووجهͬ و چهارگان گروه�های مربعͬ تانسور حاصل�ضرب دوم، بخش در

است. شده ضمیمه جدول�هایی فصل این آخر در مͬ�کنیم. محاسبه را فرادوری گروه مربعͬ تانسور حاصل�ضرب

مͬ�دهد ٣٠ مساوی یا کوچͺتر مرتبه�ی با متناهͬ گروه�های همه�ی مربعͬ تانسور مورد در اطلاعاتͬ ٢-١ جدول

١١ جز به جدول این در گروه�ها همه مربعͬ تانسور و است آمده به�دست افزارها نرم از استفاده با جداول این که

مولدهای ،٢-١ جدول از باقیمانده گروه ١١ برای آورد. به�دست ١۶.٣.٢ تا ۶.١.٢ گزاره�های از مͬ�توان را گروه

است. [٣] از برگرفته جداول این است. آمده ۵-٢ در آن�ها بین شده تعریف روابط با مربعͬ تانسور

و متناهͬ یpͷ−گروه G که G⊗H ناآبلͬ تانسوری حاصل�ضرب مرتبه�ی برای کران ͷی سوم، فصل در

۶R. Brown
٧J. -L. Loday
٨Homotopy
٩Van Kampen
١٠Whitehead’s Γ−functor

١



G⊗H جداول این در که است شده ضمیمه جداولͬ انتها در مͬ�آوریم. به�دست را است متناهͬ Hیqͷ−گروه

،٣٢ مرتبه� با کواترنیون گروه Hاز و G نرمال زیرگروه�های همه�ی برای را ناآبلͬ تانسوری حاصل�ضرب مرتبه�ی

مͬ�باشد. [٧] از برگرفته فصل این است، آمده به�دست گپ١١ افزار نرم از استفاده با که

١١GAP

٢



١ فصل

پیش�نیاز�ها

ششبخش شامل فصل این مͬ�کنیم. بیان را است نیاز مورد بعد فصل�های در که قضایایی و مفاهیم فصل این در

مͬ�دهیم. قرار بررسͬ مورد آزاد آبلͬ و آزاد گروه دوم بخش مقدماتͬ، تعاریف و مفاهیم برخͬ اول بخش است،

تانسوری حاصل�ضرب پنجم بخش آبلͬ، تانسوری حاصل�ضرب چهارم بخش متناهͬ، p−گروه�های سوم بخش

دو گرفت. خواهند قرار بررسͬ مورد گروه، ͷی مربعͬ تانسور مورد در اساسͬ نتایج ششم بخش در و ناآبلͬ

مͬ�باشند. [۵] و [٣] از برگرفته اخیر بخش

٣



مقدماتͬ تعاریف و مفاهیم ١-١

مͬ�گیرند قرار استفاده مورد قضایا اثبات در و بعد فصل�های در که اصطلاحاتͬ قضایا، تعاریف، بخش این در

مͬ�کنیم. بیان را

با G × X −→ X مانند تابعͬ اگر باشد. ناتهͬ مجموعه�ای X و گروه ͷی G کنیم فرض .١.١.١ تعریف

برقرار زیر شرایط ،X از x هر Gو از g٢ و g١ هر به�ازای به�طوری�که باشد داشته وجود (g, x) 7−→ g x ضابطه

باشند

،١ x = x ( الف

،(g١g٢)x = g١(g٢x) ( ب

مͬ�کند. Xعمل بر G گوییم دراین�صورت

مͬ�کند عمل بدیهͬ Xبه�طور Gبر گوییم باشد ناتهͬ Xمجموعه�ای و گروه ͷیG فرضکنیم تعریف٢.١.١.

.g x = x باشیم داشته ،X از x هر و G از g هر به�ازای هرگاه

مͬ�کنیم تعریف زیر صورت به G نمای١ دراین�صورت باشد، متناهͬ گروه ͷی G کنیم فرض .٣.١.١ تعریف

exp
(
G
)
= min

{
n ∈ Z

∣∣ ∀ g ∈ G : gn = ١
}
.

گوییم (G (در متمم٢ ͷی را G از K زیرگروه .H ≤ G و باشد گروه ͷی G کنیم فرض .۴.١.١ تعریف

.H ∩K = ١ و G = HK هرگاه

f هسته�ی در مشمول G از نرمال زیرگروه ͷی N و گروهͬ همریختͬ ͷی f : G −→ H هرگاه .۵.١.١ لم

مانند منحصر�به�فردی همریختͬ آن�گاه باشد،

f̄ :
G

N
−→ H

aN 7−→ f(a), ∀a ∈ G

ͷی f اگر فقط�� و اگر است یͺریختͬ f̄ به�خصوص .ker f̄ =
ker f

N
و Im f = Im f̄ که دارد وجود

.ker f = N و باشد بروریختͬ

شود. مراجعه [١٠] از ۶٧ صفحه�ی به اثبات.

١Exponent
٢Complement

۴



مͬ�گیریم درنظر باشد. مجموعه ͷی Ω و گروه ͷی G کنیم فرض .۶.١.١ تعریف

α : G× Ω −→ G

(g, ω) 7−→ gω.

دامنه که Ω مجموعه و G گروه شامل که است
(
G,Ω, α

)
سه�تایی راست عملͽر گروه ͷی دراین�صورت

g 7−→ gω ،ω ∈ Ω هر به�ازای که α وسیله به شده القا αω تابع که مͬ�باشد α تابع و مͬ�شود نامیده عملͽر

مͬ�نامیم. یΩͷ−گروه را Gدراین�صورت باشد. G از درون�ریختͬ ͷی

مͬ�نامند یGͷ−مدول٣ را Aدر�این�صورت باشد، آبلͬ گروه ͷیA و گروه ͷیG فرضکنیم تعریف٧.١.١.

باشد. عملͽر دامنه�ی G هرگاه

دراین�صورت باشد. همریختͬ ͷی β : G −→ K و باشند Ω−گروه Kدو و G کنیم فرض .٨.١.١ تعریف

.β(gω) = (βg)ω باشیم داشته ،ω ∈ Ω و g ∈ G هر به��ازای هرگاه گوییم، Ω−همریختͬ را β

دراین�صورت باشد. یͺریختͬ ͷی β : G −→ K و باشند Ω−گروه دو K و G کنیم فرض .٩.١.١ تعریف

باشد. یΩͷ−یͺریختͬ β هرگاه گوییم، Ω−یͺریخت Kرا و G

N و دوری G/N قسمتͬ خارج گروه اگر باشد. G نرمال زیرگروه N و گروه ͷی G کنیم فرض .١٠.١.١ لم

است. آبلͬ G آن�گاه باشد، مرکزی زیرگروه

است. واضح اثبات.

کنیم فرض هم�چنین باشد. یͺدار حلقه�ای R و ضربی گروه G = {gi
∣∣ i ∈ I} کنیم فرض .١١.١.١ تعریف

صوری حاصل�جمع�های تمام از متشͺل مجموعه�ی R(G)∑
i∈I

aigi

و حاصل�جمع قانون هستند. صفر آن�ها، از متناهͬ تعداد جز به aiها، همه�ی آن در و ،gi ∈ G و ai ∈ R که

مͬ�شود تعریف زیر به�صورت R(G) از عنصر دو ∑حاصل�ضرب
i∈I

aigi +
∑
i∈I

bigi =
∑
i∈I

(ai + bi)gi,

(∑
i∈I

aigi
)(∑

i∈I
bigi
)
=
∑
i∈I

( ∑
gjgk=gi

ajbk
)
gi,

R
(
G
)
واحد عنصر ١R١G Rمͬ�نامند، Gروی گروه۴ͬ حلقه�ی را آن که است حلقه ͷی اعمال این R(G)با

مͬ�باشد.

٣G-module
۴Group ring

۵



نمایش با G گروه .١٢.١.١ تعریف

⟨
x, y
∣∣ x٢ = ١, xyx = y

⟩
مͬ�نامیم. نامتناهͬ دووجهͬ گروه را

توکشیده۵ ͷی را β : G −→ A همریختͬ دراین�صورت باشد. G زیرگروه A کنیم فرض .١٣.١.١ تعریف

.β
(
a
)
= a ،a ∈ A هر به�ازای هرگاه مͬ�نامیم،

خانواده این آزاد حاصل�ضرب باشد. گروه�ها از ناتهͬ خانواده�ای
{
Gi
∣∣ i ∈ I

}
کنیم فرض .١۴.١.١ تعریف

مͬ�باشد،
{
τi : Gi → G

∣∣ i ∈ I
}
مانند گروه�ها همریختͬ� از خانواده�ای با همراه ،G مانند گروه ͷی

یͺتایی همریختͬ گروه�ها، همریختͬ از
{
φi : Gi → H

∣∣ i ∈ I
}
خانواده�ی Hو گروه هر به�ازای به�طوری�که

خانواده�ی آزاد۶ حاصل�ضرب .τiφ = φi ،i ∈ I هر به�ازای به�طوری�که باشد داشته φوجود : G −→ H مانند

مͬ�دهیم. نشان
∏∗
i∈I Gi با را

{
Gi
∣∣ i ∈ I

}

آزاد آبلͬ و آزاد گروه�های ١-٢

مͬ�پردازیم. قضیه و لم چند بیان به و کرده تعریف را آزاد آبلͬ و آزاد گروه�های بخش این در

٧ Xآزاد بر را i : X −→ F تابع با همراه F گروه باشد. ناتهͬ Xیͷمجموعه�ی فرضکنیم تعریف١.٢.١.

f١ : F −→ G مانند یͺتا یͷهمریختͬ f : X −→ G مانند تابع هر Gو مانند گروه هر به�ازای هرگاه گوییم،

.f١i = f به�طوری�که باشد موجود

F رتبه�ی٨ Xرا اصلͬ عدد دراین�صورت Xباشد، مجموعه�ی بر آزاد گروه ͷی F کنیم فرض .٢.٢.١ تعریف

مͬ�نامیم.

و G و باشد X مجموعه�ی روی آزاد گروه ͷی F کنیم فرض .( آزاد٩ گروه تصویری خاصیت ) ٣.٢.١ قضیه

دراین�صورت باشند. گروه�ها از بروریختͬ ͷی β : G −→ H و همریختͬ ͷی α : F −→ H و گروه Hدو

.βδ = α به�طوری�که دارد وجود δ : F −→ G مانند همریختͬ

شود. مراجعه [١۴] از ۴٩ صفحه�ی به اثبات.

است. آزاد گروه ͷی همریخت تصویر دلخواه گروه هر .۴.٢.١ قضیه

۵Retraction
۶Free product
٧Free group
٨Rank
٩Projective property

۶



شود. مراجعه [١٠] از ۶۶ صفحه�ی به اثبات.

باشد X روی آزاد گروه ͷی F و G برای مولد مجموعه�ی ͷی X و گروه ͷی G کنیم فرض .۵.٢.١ تعریف

مͬ�نامیم. G گروه برای آزاد١٠ نمایش ͷی را F/Rدراین�صورت .G ∼= F/R به�طوری�که

آزاد H دراین�صورت باشد. H ≤ F و آزاد گروه ͷی F کنیم فرض .( نیلسن-شرایر١١ ) ۶.٢.١ قضیه

با برابر و متناهͬ نیز H رتبه�ی آن�گاه باشند متناهͬ دو هر F در H اندیس t و F رتبه�ی r اگر به�علاوه است.

است. (r − ١)t+ ١

شود. مراجعه [١۴] از ١۵٣ صفحه�ی به اثبات.

است. نامتناهͬ رتبه�ی از آزاد گروه ͷی F ′ آن�گاه باشد، نادوری آزاد گروه ͷی F اگر .٧.٢.١ گزاره

شود. مراجعه [١۴] از ١۵٧ صفحه�ی به اثبات.

مͬ�پردازیم. آزاد آبلͬ گروه تعریف به حال

معادلند F آبلͬ گروه� مورد در زیر شرایط .٨.٢.١ قضیه

دارد، ناتهͬ پایه�ی ͷی F الف)

است، دوری زیرگروه�های از ناتهͬ خانواده�ای داخلͬ مستقیم مجموع F ب)

است، صحیح اعداد از Z جمعͬ گروه از نسخه�هایی مستقیم مجموع با یͺریخت F پ)

تابع و G آبلͬ گروه هر به�ازای که دارند وجود ι : X −→ F چون تابعͬ و X مانند ناتهͬ مجموعه�ای ت)

.f١f = ι به�طوری�که دارد وجود f١ : F −→ G مانند گروه�ها از یͺتایی همریختͬ ،f : X −→ G

شود. مراجعه [١٠] از ١١٠ صفحه�ی به اثبات.

نامیده X مجموعه�ی بر آزاد١٢ آبلͬ گروه ͷی ٨.٢.١ قضیه�ی شرایط در صادق F آبلͬ گروه .٩.٢.١ تعریف

مͬ�شود.

را σx : F −→ Z تابع x ∈ X هر برای باشد. X مجموعه�ی روی آزادی گروه F کنید فرض .١٠.٢.١ لم

.σx(f) = ٠ اگروتنهااگر f ∈ F ′ دراین�صورت مͬ�کنیم. تعریف σx(xα١i١ x
α٢
i٢

· · ·xαn
in

به�صورت(

کنید. مراجعه [١۴] از ۵٠ صفحه به اثبات.

١٠Free presentation
١١Nielsen-Schreier
١٢Free abelian group

٧



F/F ′ دراین�صورت باشد F مشتق زیرگروه F ′ Xباشد. مجموعه�ی بر آزاد گروه F کنیم فرض .١١.٢.١ لم

Xاست. اصلͬ عدد از آزاد آبلͬ گروه ͷی
{
xF ′∣∣ x ∈ X

}
مجموعه روی

برای پایه ͷی A =
{
xF ′∣∣ x ∈ X

}
دهیم نشان کافیست است آبلͬ گروه ͷی F/F ′ است واضح اثبات.

k ∈ Nدراین�صورت Xاست مجموعه�ی بر آزاد Fگروه چون Fباشد. در عنصری f فرضکنیم F/Fاست. ′

درنتیجه ،xi ∈ X داریم ١ ≤ i ≤ k هر به�ازای و ri ∈ Z که f = xr١١ x
r٢
٢ · · ·xrkk دارد وجود

fF ′ = (xr١١ x
r٢
٢ · · ·xrkk )F ′ = (xr١١ F

′)(xr٢٢ F
′) · · · (xrkk F

′),

اعداد n١, n٢, . . . , nk کنیم فرض است. خطͬ مستقل A مͬ�دهیم نشان اکنون .F/F ′ =
⟨
A
⟩
بنابراین

دراین�صورت باشند طبیعͬ

(xr١١ F
′)n١(xr٢٢ F

′)n٢ · · · (xrkk F
′)nk = F ′,

داریم درنتیجه

(xr١١ )n١(xr٢٢ )n٢ · · · (xrkk )nkF ′ = F ′,

لذا متمایزند xiها کرد فرض مͬ�توان پس است آبلͬ F/F ′ چون

(xr١١ )n١(xr٢٢ )n٢ · · · (xrkk )nk ∈ F ′. (١.١)

توجه با لذا است. خطͬ مستقل Aپس r١n١ = r٢n٢ = . . . = rknk = ٠ داریم ١٠.٢.١ لم از استفاده با

Xاست. اصلͬ عدد از آزاد آبلͬ گروه ͷی F/F ′ ،٩.٢.١ تعریف به

اعداد یا است آزاد آبلͬ G یا دراین�صورت باشد. متناهͬ تولید با آبلͬ گروه ͷی G کنیم فرض .١٢.٢.١ قضیه

به�طوری�که دارند ,m٢,m١وجود . . . ,mt مانند ( باشند متمایز نیست لازم که ) منحصربه�فردی و مثبت صحیح

m١و
∣∣m٢

∣∣ · · · ∣∣mt ،m١ > ١

G ∼= Zm١ ⊕ Zm٢ ⊕ · · · ⊕ Zmt ⊕ F

است. آزاد آبلͬ F گروه آن در که

شود. مراجعه [١٠] از ١١٠ صفحه�ی به اثبات.

زنجیر هر به�ازای اگر مͬ�کند، صدق زیرگروه�ها بر افزایش١٣ͬ زنجیر شرط در G گروه .١٣.٢.١ تعریف

G١ ≤ G٢ ≤ · · ·

.Gn+i = Gn ، i ≥ ١ هر به�ازای به�طوری�که باشد موجود n مانند صحیحͬ عدد ،G زیرگروه�های از

١٣Ascending chain condition

٨



است. متناهͬ تولید با متناهͬ، تولید با آبلͬ گروه از زیرگروه هر .١۴.٢.١ لم

شود. مراجعه [١٠] از ١٢١ صفحه�ی به اثبات.

مͬ�کند. صدق زیرگروه�ها بر افزایشͬ زنجیر شرط در متناهͬ تولید با آبلͬ گروه هر .١۵.٢.١ لم

١ ≤ i ≤ هر برای که .G = ⟨a١, a٢, . . . , an⟩ که باشد متناهͬ تولید با آبلͬ گروه ͷیG فرضکنیم اثبات.

برای حͺم کنیم فرض مͬ�دهیم. نشان است G مولدهای تعداد که n روی استقرا با را حͺم اکنون .ai ∈ G ،n

زیر زنجیر کنیم فرض باشد. برقرار کمتر n از آن�ها مولدهای تعداد که گروه�هایی

N١ < N٢ < · · ·

زنجیرهای دراین�صورت Gباشد. نرمال Nزیرگروه فرضکنید هم�چنین Gو زیرگروه�های از افزایشͬ زنجیر ͷی

افزایشͬ

N١ ∩N < N١ ∩N < · · · < Nm ∩N < · · ·

و

N١N/N < N٢N/N < · · · < NmN/N < · · ·

آبلͬ گروه ͷیG/N قسمتͬ خارج گروه و متناهͬ تولید Nبا نرمال زیرگروه ١۴.٢.١ لم طبق چون دارند. وجود

صدق افزایشͬ زنجیرهای شرط در استقرا فرض بنابر لذا است n از کمتر آن مولدهای تعداد که متناهͬ تولید با

به�طوری�که دارد وجود t مانند صحیح عدد ͷی بنابراین مͬ�کنند

Nt ∩N = Nt+١ ∩N = · · · و NtN/N = Nt+١N/N = · · · .

،Nt+١ ⊆ Nt+١N = NtN چون x ∈ Nt+١ کنیم فرض .Nt+١ ⊆ Nt که دهیم نشان است کافͬ

لذا .x = yn به�طوری�که دارند وجود n ∈ N و y ∈ Nt دراین�صورت

n = y−١x ∈ N ∩Nt+١ = N ∩Nt,

مͬ�کند. صدق زیرگروه�هایش بر افزایشͬ زنجیر در G بنابراین .x ∈ Nt پس y−١x ∈ Nt آن�گاه

است. یͺریختͬ متناهͬ، تولید با آبلͬ گروه ͷی از پوشا درون�ریختͬ هر .١۶.٢.١ لم

زیر افزایشͬ زنجیر باشد. بروریختͬ f : G −→ G و متناهͬ تولید با آبلͬ گروه ͷی G کنیم فرض اثبات.

ker f ≤ ker f٢ ≤ · · ·

به�طوری دارد وجود n مانند صحیحͬ عدد ͷی ،١۵.٢.١ لم به توجه با که Gاست نرمال زیرگروه�های از زنجیری

که

ker fn = ker fn+١ = · · · .

٩



به�ازای آن�گاه باشد، f هسته�ی در a هرگاه است. چنین نیز fn n ∈ N هر به�ازای است بروریختͬ f چون

ایجاب که .b ∈ ker fn+١ = ker fn درنتیجه، .e = f
(
a
)
= fn+١

(
b
)
و a = fn

(
b
)
،b ∈ G

است. خودریختͬ درنتیجه و تکریختͬ f لذا، .a = fn
(
b
)
= e مͬ�کند

متناهͬ p−گروه�های ١-٣

فصل�های در که متناهͬ، p−گروه�های مورد در قضیه�هایی و کرده تعریف را توان پوچ گروه مفهوم بخش این در

مͬ�کنیم. بیان را مͬ�گیرد قرار استفاده مورد بعد

را y توسط x مزدوج و y و x جابه�جاگر باشند. G گروه دلخواه عناصر y و x کنیم فرض .١.٣.١ تعریف

شده تعریف زیر به�صورت ]به�ترتیب
x, y
]
= x y x−١y−١,

yx = y x y−١.

مͬ�شود تعریف زیر به�صورت استقرایی به�طور چپ از شده مرتب n وزن از ساده جابه�جاگر ͷی کلͬ، حالت در

[
x١, x٢, . . . , xn

]
=
[
[x١, x٢, . . . , xn−١], xn

]
n ≥ ٢

مͬ�شود. گرفته نظر در ͷی وزن از جابه�جاگر ،xi که

جابه�جاگر دراین�صورتزیرگروه Gباشند. گروه از غیرتهͬ زیرمجموعه X٢دو X١و فرضکنیم تعریف٢.٣.١.

مͬ�شود تعریف زیر به�صورت X٢را ]X١و
X١, X٢

]
=
⟨[
x١, x٢

] ∣∣ x١ ∈ X١, x٢ ∈ X٢
⟩

جابه�جاگر زیرگروه باشند، G گروه از غیرتهͬ زیرمجموعه�های Xn, · · · , X٢, X١, (n ≥ ٢) هرگاه به�علاوه

مͬ�شود تعریف زیر به�صورت استقرایی به�طور ،Xn, · · · , X٢, X١[
X١, X٢, · · · , Xn

]
=
[
[X١, X٢, . . . , Xn−١], Xn

]
جابه�جاگر گوییم. G گروه ١۴ مشتق زیرگروه آن به که است G گروه جابه�جاگر زیرگروه G′ =

[
G,G

]
به�ویژه

به�طور مͬ�دهیم. نمایش
[
X١, nX٢

]
نماد با را باشد شده تکرار مرتبه n ،X٢ که

[
X١, X٢, X٢, · · · , X٢

]
است. تعریف قابل نیز

[
nX١, X٢

]
مشابه

در�این�صورت باشند. G گروه از دلخواهͬ عناصر z, y, x و گروه ͷی G کنیم فرض .٣.٣.١ قضیه

[
x, y z

]
=
[
x, y
]
y
[
x, z
]

,
[
x y, z

]
= x
[
y, z
][
x, z
]
.

١۴Derived subgroup

١٠



مͬ�کنیم. ثابت را
[
x, y z

]
=
[
x, y
]
y
[
x, z
]
عبارت ابتدا اثبات.

[
x, y z

]
= xyzx−١(yz)−١

= (xyx−١y−١)y(xzx−١z−١)y−١

=
[
x, y
]
y
[
x, z
]
.

مͬ�شود. ثابت مشابه به�طور
[
x y, z

]
= x
[
x, z
][
y, z
]
عبارت

دراین�صورت باشند. G دلخواه گروه از زیرگروه�هایی L Kو ،H کنیم فرض .۴.٣.١ قضیه

.
[
H,K

]
=
[
K,H

]
(١

.
[
H,G

]
EH آن�گاه ،H EG اگر (٢

.
[
H,K

]
EG آن�گاه ،H,K E G اگر (٣

.
[
H,G

]
≤ K اگر تنها و H/Kاگر ≤ Z

(
G/K

)
آن�گاه Kباشد ≤ H Kو EG اگر (۴

شود. مراجعه [١] به اثبات.

به�صورت G گروه زیرگروه�های از زنجیر ͷی باشد. دلخواه گروه ͷی G کنیم فرض .۵.٣.١ تعریف

G٠ = {e} ≤ G١ ≤ · · · ≤ Gn ≤ Gn+١ ≤ · · ·

.Gi+١/Gi ⊆ Z(G/Gi) و Gi EG ،i هر به�ازای هرگاه گویند مرکزی١۵ سری را

شود. ختم G به که باشد مرکزی سری ͷی دارای اگر گویند، پوچ�توان١۶ را G گروه .۶.٣.١ تعریف

است. پوچ�توان متناهͬ، p−گروه هر آن�گاه باشد اول عددی p اگر .٧.٣.١ قضیه

شود. مراجعه [١۴] از ١١٨ صفحه��ی به اثبات.

.N ∩ Z(G) ̸= ١ آن�گاه باشد ١ ̸= N ▹ G و توان پوچ گروه ͷی G اگر .٨.٣.١ قضیه

شود. رجوع [١۴] از ١٢۴ صفحه��ی به اثبات.

.N ≤ Z(G)دراین�صورت باشد، G توان پوچ گروه از مینیمال نرمال زیرگروه ͷی N هرگاه .٩.٣.١ نتیجه

مͬ�شود. نتیجه ٨.٣.١ قضیه�ی از اثبات.

١۵ Central series
١۶Nilpotent

١١


