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ارشد کارشناسͬ درجه دریافت جهت نامه پایان

ریاضͬ رشته در

١٣٩٣ ماه آبان



٢

دانͬ قدر و سپاس
میدانم خود وظیفه آغاز در میͺند. هدایت را جهانیان خود ازلͬ لطف با راكه مرتبه بلند خداوند سپاس

شͺوری دكترمحمود و پور ثامری دكترعلͬ آقایان مشاورخود استاد و راهنما استاد دریغ بی زحمات از كه

سرانجام به مجموعه این قطعا آنها زحمات وبدون دادند مͬ خودقرار راهنمایی مورد را بنده همواره كه

نمایم. مͬ طلب را عزیزان این خصوصا اساتید همه سربلندی و عزت وازخداوندبزرگ كنم رسیدتشͺر نمͬ

دلسوزانه تلاش با كه بيرانوند بارانͬ علͬ دكتر و غضنفری اميرقاسم دكتر آقايان ارجمند اساتيد از بخصوص

نماييم. مͬ تشͺر ويژه طور به بودند ما ياريͽر



٣

لرستان دانشͽاه
پایان این تمام یا بخشͬ از استفاده صورت در دارد تعلق لرستان دانشͽاه به نامه پایان این امتیازات همه

نامه)و پایان مشاور راهنماو (اساتید لرستان دانشͽاه نام هاباید ها سخنرانͬ یا ها كنفرانس مجلات، در نامه

این غیر در شود، ثبت دانشͽاه تكمیلͬ تحصیلات دفتر از مجوز كسب ضمن و ماخذ ذكر با دانشجو نام

گرفت. خواهد قرار قانونͬ پیͽرد مورد صورت



چͺیده

مخروط متریك فضاهای در نگاشتها مشترك ثابت نقاط بررسͬ پایان�نامه: عنوان

محمودشͺوری دکتر مشاور: استاد پور ثامری علͬ دکتر : راهنما استاد

محض(آنالیز) ریاضͬ : رشته ارشد کارشناسͬ : تحصیلͬ درجه

پایه علوم : دانشͺده لرستان دانشͽاه : تحصیل محل

انقباضͬ شبه مخروط، متریك فضای مشترك، ثابت نقاط واژه�ها: کلید

: چͺیده

را مخروط متريك فضاهای ابتدا گيرد. مͯ قرار بررسͬ مورد مخروط متريك فضاهای در ها نگاشت ثابت نقاط رساله دراين

های نگاشت سازگار، ضعيف طور به های نگاشت به مربوط ثابت نقطه های قضيه از تعدادی آن از پس كنيم. مͬ معرفͬ

شود. مͬ اثبات و... انقباض شبه



۵

مقدمه
تعظیم با آمیخته ترس خدا از دانشمند و دانا بندگان تنها و ) ٢٨ فاطر ” العلماء عباده من الʓه یخشͬ ”انما

کن.... دانایم کرانت، بی علم از ای ذره به دانم، نمͬ که دانم مͬ خدایا دارند.)

نموده معطوف خود به گذشته های دهه در را زیادی ریاضیدانان توجه که هایی قضیه مهمترین از ͬͺی

را خود ثابت نقطه مشهور قضیه ١٩٢٢باناخ سال در باشد. مͬ ١ باناخ مشهور ثابت نقطه قضیه است،

آنالیز در نیرومند ابزاری است معروف انقباض كلͬ اصل به كه قضیه این كرد. ثابت آید مͬ متعاقبا كه

اصل است. ثابت نقطه یك دارای S تام متریك فضای انقباض هر گوید: مͬ قضیه این است. غیرخطͬ

عنوان به است. یافته گسترش و شده داده تعمیم متعددی نویسندگان توسط دارد فراوانͬ كاربرد كه فوق

مطرح عام نگاشهای از ͬͺی عنوان به را انقباضͬ شبه نگاشت ٢ سیریك كنیم. مͬ ذكر را مورد چند مثال

مشترك ثابت نقاط بررسͬ است[١]. داده قرار بررسͬ مورد را ثابت نقاط وجود برای لازم وشرایط كرده

.[٢] است شده شروع ٣ اسدوكیرك توسط اخیرا محدب متریك فضاهای در شده تعریف نگاشتهای برای

مطرح متریك فضای یك در پیوسته نگاشتهای برای مشترك ثابت نقاط پیرامون ای قضیه ۴ ونایك داس

كرده مطرح آنها به مربوط ثابت نقاط و جابجایی نگاشتهای پیرامون ای قضیه ۵ جانك اند[٣]. كرده

است[۴].

banach١

ciric٢

kirk and assad٣

naik and das۴

g.jungck۵



۶

استوجان، توسط است گرفته قرار نگارنده دستمايه رساله اين در آن تحليل و تجزيه كه اي مقاله

عنوان تحت ٨ رساپور و ٧ والاديمير ۶

”Common fixed points for (g, f) typemaps in conemetric spaces”

است. شده ارائه

فضاهای تام، متریك فضاهای متریك، فضاهای پیرامون اطلاعاتسودمندی ابتدا رساله این اول درفصل

تام متریك فضاهای در ثابت نقطه قضیه چند اثبات و انقباض و ثابت نقطه یͺنواخت، پیوستگͬ نرمدار،

مخروط متریك فضاهای به راجع اطلاعاتͬ دوم فصل در شود. مͬ مͬ ارائه اند رسیده اثبات به اخیرا كه

است. شده اثبات و بیان مورد این در گرددوقضایایی مͬ بیان است، متریك فضاهای از طبیعͬ توسیعͬ كه

درفصل سپس شودو مͬ اثبات و بیان مخروط متریك فضاهای در ثابت نقطه قضیه چند سوم فصل در

اثبات و ارائه و... مخروط متریك فضاهای در نگاشتها انطباق و ثابت نقاط پیرامون هایی قضیه چهارم

اين است. شده درج رساله این در شده استفاده منابع و فارسͬ به انگلیسͬ نامه واژه آخر در است. شده

قضیه یعنͬ m.n.p ی قضیه از منظور رساله این در اند. شده مشخص [.] علامت با متن در ها رفرنس

بود. خواهد معنͬ همین به نیز و... تذكر تعریف، برای باشد. مͬ p فصل از n بخش از m شماره

Radenovic Stojan۶

Rakocevic Valadimir٧

Resapour Sharam٨
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١٠ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

خواهند قرار استفاده مورد رساله این بعدی های فصل در که است قضایایی و تعاریف شامل فصل این

خواهد بیان آن از متنوعͬ ومثالهای متریك فضاهای مفهوم ابتدا باشد. مͬ بخش ۴ از متشͺل و گرفت

یͺنواخت پیوستگͬ سوم بخش در پرداخت، خواهیم نرمدار فضاهای مورد در مطالبی به بعد بخش در شد،

نقاط ی درباره را مطالبی چهارم بخش در نهایت در و کنیم مͬ بیان آنها مورد در مطالبی و کرده تعریف را

پرداخت. خواهیم آن پیرامون قضیه چند اثبات و انقباضͬ نگاشتهای ثابت

متریك فضای مفهوم ١.١

فضای و همͽرا و كوشͬ دنباله مفهوم آن از پس شود. مͬ ارائه متریك فضای تعریف ابتدا بخش این در

كه مخروط متریك فضاهای باره در بحث زمینه پیش تا شود مͬ بیان متنوعͬ مثالهای با همرا تام متریك

شود. فراهم است متریك فضاهای از طبیعͬ توسیعͬ

انضمام به X (نقاط)مانند اشیا از ناتهͬ ای مجموعه از است عبارت متریك فضای یك .١.١.١ تعریف

صدق زیر خاصیت چهار در X در x, y, z هر ازای به كه فضا متر نام با d : X ×X −→ R مانند تابعͬ

كند.

d(x, x) = ١)٠

x ̸= y =⇒ d(x, y) > ٢)٠

d(x, y) = d(y, x)(٣

d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y)(۴

بر تاكید برای دارد. نام مثلثͬ نامساوی چهارم نامندوخاصیت y تا x فاصله را d(x, y) نامنفͬ عدد



١١ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

دهند. مͬ نشان (X, d) علامت با را متریك فضای یك گاهͬ X, d نقش

گویند. اقلیدسͬ متر را متر این d(x, y) =∥ x− y ∥ و M = Rn اگر .١.١.١ مثال

كنیم: مͬ تعریف باشد، دلخواه ای مجموعه M كنیم فرض .٢.١.١ مثال

d(x, y) =


١ x ̸= y

٠ x = y

نامند. گسسته متریك فضای یك را (M,d) فضای و (مجزا) گسسته متر را متر این صورت این در

یك نیز (S, d) آنگاه باشد، M ناتهͬ زیرمجموعه یك S و متریك فضای یك (M,d) اگر .٣.١.١ مثال

زیرفضای یك (S, d) و نامند S بر d وسیله به شده القا متر گاهͬ را متر این متر؛ همان با است زیرفضایی

است. حقیقͬ اعداد متریك زیرفضای یك اقلیدسͬ متر با گویا اعداد مثلا نامند. M متریك

است. متریك فضای یك d(x, y) =
√
(x١ − y٢(١ + (x٢ − y٢(٢ همراه به M = R٢ .۴.١.١ مثال

.۵.١.١ مثال

M = {(x١, x٢) ∈ R٢ : x٢١ + x٢٢ = ١}

است. متریك فضای یك زیر صورت به شده تعریف متر با یͺه دایره یعنͬ

d(x, y) = كند. مͬ وصل هم به را نقطه دو كه كوچͺتری كمان درازای



١٢ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

.۶.١.١ مثال

M = {(x١, x٢, x٣) ∈ R٣ : x٢١ + x٢٢ + x٢٣ = ١}

كه كوچͺتری كمان درازای است. متریك فضای یك زیر صورت به شده تعریف متر با یͺه كره یعنͬ

d(x, y) = كند. مͬ وصل هم به را نقطه دو عظیمه دایره امتداد در

d(x, y) = ∥x١ − y١∥+ ...+ ∥xn − yn∥ و M = Rn اگر .٧.١.١ مثال

متفاوت آنها متر زیرا نیست اقلیدسͬ فضای متریك زیرفضای اما است متریك فضای ͷی (M,d) آنگاه

است.

d(x, y) = max{∥x١ − y١∥, ..., ∥xn − yn∥} و M = Rn اگر .٨.١.١ مثال

است. متریك فضای یك (M,d) آنگاه

موجود N>٠ مانند طبیعͬ عدد یك ϵ>٠ هر ازای به اگر است كوشͬ {xn} دنباله گوییم .٢.١.١ تعریف

دنباله هر اگر گوییم تام را (M,d) متری فضای . d(xn, xm)<ϵ آنگاه m,n>N هرگاه بطوریͺه باشد

باشد. همͽرا آن در كوشͬ

{١
n
} دنباله شود گرفته نظر در اقلیدسͬ متر با متریك فضای یك عنوان به T = (٠, ١] اگر .٩.١.١ مثال

نیست. تام متریك فضای یك T بنابراین ١
n
→ ٠ /∈ T زیرا نیست همͽرا اما است كوشͬ دنباله یك



١٣ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

نرمدار فضای مفهوم ٢.١

از است متشͺل برداری فضای یك .١.٢.١ تعریف

اسͺالرها از F میدان یك الف-

آبلͬ است گروهͬ (V,+) بطوریͺه بردارها نام به اشیایی از V مجموعه یك ب-

این با سازد مͬ وابسته را cα ∈ V بردار c ∈ F, α ∈ V هر ازای به كه اسͺالری ضرب نام به عمل یك ج-

كه شرایط

١α = α باشیم داشته ١ ∈ F, α ∈ V هر ازای به (١

(c١c٢)α = c١(c٢α) باشیم داشته c١, c٢ ∈ F, α ∈ V هر ازای به (٢

(c١ + c٢)α = c١α + c٢α باشیم داشته c١, c٢ ∈ F, α ∈ V هر ازای به (٣

c(α١ + α٢) = cα١ + cα٢ باشیم داشته α١, α٢ ∈ V, c ∈ F هر ازای به (۴

هر ازای به اگر است برداری فضای یك F میدان روی (V,+) آبلͬ گروه خلاصه بطور .١.٢.١ تذکر

باشیم داشته α, β ∈ V, c ∈ F

α + β ∈ V (١

cα ∈ V (٢

میدان روی و آبلͬ است گروهͬ ها ماتریس جمع با همراه ٢ × ٢ های ماتریس مجموعه .١.٢.١ مثال

است. برداری فضای ͷی حقیقͬ اعداد

یك حقیقͬ اعداد میدان روی اما آبلͬ است گروهͬ معمولͬ جمع با گویا اعداد مجموعه .٢.٢.١ مثال

√
٢ ∈ R,

١
٣
∈ Q →

√
٢
٣

/∈ Q زیرا باشد نمͬ خطͬ فضای



١۴ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

و حقیقͬ عدد x ∈ X هر ازای به اگر است نرمدار فضای یك X برداری فضای گوییم .٢.٢.١ تعریف

كه باشد شده مربوط چنان x نرم نام به ∥x∥ نامنفͬ

∥x+ y∥ ≤ ∥x∥+ ∥y∥ : باشيم داشته x, y ∈ X هر ازاي به (١

∥αx∥ =| α | ∥x∥ باشد، اسͺالر α و x ∈ X اگر (٢

x ̸= ٠ ⇒ ∥x∥>٠ (٣

آن در كه گرفت نظر در متریك فضای یك عنوان به توان مͬ را نرمدار فضای هر .٢.٢.١ تذکر

d(x, y) = ∥x− y∥

و باشد دلخواه مجموعه یك S كنیم فرض .٣.٢.١ مثال

l
∞
s = {f : f : s → R, است كراندار f}

آن در كه

(f + g)x = f(x) + g(x)(١

(cf)(x) = cf(x) (٢

: كنیم مͬ تعریف زیر صورت به را آن روی نرم

∥f∥∞ = sup|f(x)| s.t x ∈ S

است. نرمدار فضای یك l∞
s
صورت این در

: كنیم مͬ تعریف باشند نرمدار خطͬ فضای دو X, Y اگر .۴.٢.١ مثال

B(X,Y ) = {f : X → Y, است كراندار و خطͬ f}

(f+g)x=f(x)+g(x) (١



١۵ مقدماتͬ قضایای و تعاریف .١ فصل

(cf)x=cf(x) (٢

: كنیم مͬ تعریف زیر صورت به را آن روی نرم

∥f∥ = sup{∥f(x)∥Y : ∥x∥X = ١}

است. نرمدار خطͬ فضای یك B(X, Y ) صورت این در

باشد تام نرمش توسط شده تعریف متر به نسبت كه است نرمدار فضای یك باناخ فضای هر .٣.٢.١ تذکر

داخلͬ ضرب از آن نرم كه است نرمدار فضای یك هیلبرت فضای باشد. همͽرا آن در كوشͬ دنباله هر یعنͬ

كند. صدق ضلاع الا متوازی قانون در باشدیعنͬ شده حادث

∀x, y ∈ H ∥x+ y∥٢ + ∥x− y∥٢ = ٢∥x∥٢ + ٢∥y∥٢

l٢ = {X = (x١, x٢, ...) : ∥x∥ = (
∑∞

i=١ |xi|٢)
١
٢<∞} .۵.٢.١ مثال

است. هیلبرت فضای یك l٢

یͺنواخت پیوستگͬ مفهوم ٣.١

(T, dT ) متریك فضای به (S, dS) متریك فضای از باشد تابعͬ f : S → T كنید فرض .١.٣.١ تعریف

: باشیم داشته x, p ∈ A هر ازای به اگر است یͺنواخت پیوسته A ⊂ S بر f گوییم

∀ϵ>٠∃δ>٠ : ds(x, p)<δ ⇒ dT (f(x), f(p))<ϵ

اگر زیرا نیست یͺنواخت پیوسته اما است پیوسته A = (٠, ١] بر f(x) = ١
x
تابع .١.٣.١ مثال

x = δ, p =
δ

١١
⇒ |x− p| = ١٠δ

١١
<δ

|f(x)− f(p)| = ١٠
δ
>١٠ : داریم همواره طرفͬ از
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هر ازای به فاصله این در زیرا است یͺنواخت پیوسته A = (٠, ١] بر f(x) = x٢ تابع .٢.٣.١ مثال

حال ٠<x+ p<٢(∗) : داریم همواره x, p ∈ (٠, ١)

∀ϵ>٠∃δ>٠ : if |x− p|<δ ⇒ |f(x)− f(p)| = |x٢ − p٢| = |(x− p)(x+ p)|<٢δ<ϵ

اعداد بر تابع همین اما بود. خواهد برقرار همواره فوق منطقͬ استلزام آنگاه δ< ϵ
٢ دهیم قرار است كافͬ

باشد. نمͬ برقرار (*) شرط زیرا نیست یͺنواخت پیوسته حقیقͬ

این عكس باشد فشرده A اگر شود. مͬ نتیجه A بر پیوستگͬ A بر یͺنواخت پیوستگͬ از .١.٣.١ تذکر

( آپوستل آنالیز هاینه قضیه ) است. برقرار نیز مطلب

ثابت نقطه و انقباض مفهوم ۴.١

نقطه یك را p ∈ S خودش؛ در S متریك فضای از باشد تابعͬ f : S → S كنید فرض .١.۴.١ تعریف

.f(p) = p هرگاه نامند f ثابت

انقباض یك را f خودش؛ در S متریك فضای از باشد تابعͬ f : S → S كنید فرض .٢.۴.١ تعریف

d(f(x), f(y)) ≤ αd(x, y) بطوریͺه α ∈ (٠, ١) باشد داشته وجود x, y ∈ S هر ازای به هرگاه نامند S

نامند. انقباض پایای را α ثابت

اگر زیرا است؛ یͺنواخت پیوسته فضا این بر باشد S متریك فضای انقباض یك f اگر .١.۴.١ تذکر

بطوریͺه α ∈ (٠, ١) دارد وجود انقباض تعریف به بنا d(x, y)<δ

d(f(x), f(y)) ≤ αd(x, y)<αδ<ϵ

δ ≤ ϵ

α
دهیم قرار است كافͬ حال
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ثابت نقطه دارای f مانند S تام متریك فضای انقباض هر ١ ( باناخ انقباض (اصل .١.۴.١ قضیه

است. منحصربفردی

از باشند f ثابت نقطه دو p, q اگر زیرا دارد. ثابت نقطه یك حداكثر f دهیم مͬ نشان ابتدا : برهان

از d(f(p), f(q)) ≤ αd(p, q) بطوریͺه ∃α ∈ (٠, ١) دارد وجود كه شود مͬ گرفته نتیجه انقباض تعریف

: داشت خواهیم بنابراین f(p) = p, f(q) = q پس هستند f ثابت نقاط p, q چون طرفͬ

d(f(p) = p, f(q) = q) ≤ αd(p, q) ⇒ ٠ ≤ (١− α)d(p, q) ≤ ٠ ⇒ d(p, q) = ٠ ⇒ p = q

اختیار x ∈ S مانند دلخواه نقطه یك كار این برای دارد، وجود ای نقطه چنین دهیم مͬ نشان حال

گیریم. مͬ نظر در را زیر دنباله نموده

x = p٠, f(x) = p١, f(f(x)) = p٢, f(f(f(x))) = p٣, ...

: كنیم مͬ تعریف زیر صورت به را {pn} دنباله استقرا به یعنͬ

ثابت نقطه یك به دنباله این كنیم مͬ ثابت p٠ = x, p١ = f(p٠), p٢ = f(p١), ..., pn+١ = f(pn)

كه شود مͬ نتیجه است انقباض یك f كه این از است. كوشͬ دنباله این كنیم مͬ ثابت ابتدا همͽراست.

: داشت خواهیم استقرا به پس d(pn+١, pn) = d(f(pn), f(pn−١)) ≤ αd(pn, pn−١)

: داریم m>n>N ∈ N برای حال c = d(p٠, p١) آن در كه d(pn+١, pn) ≤ αnd(p٠, p١) = cαn

n → ∞ وقتͬ α ∈ (٠, ١) چون اما d(pm, pn) ≤
∑m−١

k=n d(pk+١, pk) ≤ c
∑m−١

k=n αk = c
αn

١− α

كوشͬ {pn} دنباله یعنͬ .d(pm, pn) → ٠ نتیجه ودر شود مͬ نزدیك صفر به اخیر نامساوی راست سمت

طرفͬ از شود. همͽرا p ∈ S مانند عنصری به باید دنباله این پس است تام S متریك فضای طرفͬ از است

: داشت خواهیم بنابراین است. پیوسته S بر f (١-۴-١) تذكر بنابر

principle contraction banach١
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f(p) = f( lim
n→∞

pn) = lim
n→∞

f(pn) = lim
n→∞

pn+١ = p

است. f ثابت نقطه ͷی p پس

پایای با است S انقباض یك f كنید ثابت f(x) = ١
٢
(x +

٢
x
), S = [١,∞] كنید فرض .١.۴.١ مثال

دهید نشان و دهید تشͺیل شود مͬ شروع x = p٠ = ١ از كه را pn دنباله p =
√
٢ ثابت نقطه و α =

١
٢

شوند. مͬ نزدیك p =
√
٢ به آن عناصر كه

: داریم ساده محاسبه یك با : حل

d(f(x), f(y)) ≤ αd(x, y) (١) كه است واضح f(
√
٢) =

١
٢
(
√
٢+

٢√
٢
) =

√
٢
٢

+
١√
٢
=

√
٢

بازگشت شده طͬ روند بطوریͺه رسید بدیهͬ عبارت یك به توان مͬ بازگشتͬ استدلال از استفاده با زیرا

باشد. پذیر

d(f(x), f(y)) = |١
٢
x +

١
x
− ١

٢
y − ١

y
| ≤ ١

٢
|x − y| ⇒ |x − y||١

٢
− ١

xy
| ≤ ١

٢
|x − y| ⇒

|١
٢
− ١

xy
| ≤ ١

٢
⇒ ١

۴
− ١

xy
+

١
x٢y

٢ ≤ ١
۴
⇒ xy>١

برگشت فوق روند طرفͬ از است؛ برقرار همواره ها متغیر تعریف حوزه به توجه با آخر نامساوی كه

: دهیم مͬ تشͺیل را دنباله حال است. برقرار (١) حͺم بازگشتͬ استدلال به بنا پس است پذیر

p٠ = ١, p١ = f(p٠) =
٣
٢
, p٢ = f(p١) =

١٧
٢
, p٣ = f(p٢) =

۵٧٧
۴٨٨

, ...

شوند. مͬ نزدیك p =
√
٢ به فوق دنباله جملات كه یافت خواهیم در ساده محاسبه یك با

اند. شده انتخاب [٣]و[۴] از آيند مͯ اول فصل پايان تا پس اين از كه مطالبي

نگاشت دو این گوییم باشند، X روی به X متریك فضای از نگاشت دو f, g كنید فرض .٣.۴.١ تعریف
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∀x ∈ X : f(g(x)) = g(f(x)) اگر پذیرند جابجایی

هرگاه ؛ X روی به X متریك فضای از باشد نگاشتͬ f كنید فرض [4, Proposition 1] .٢.۴.١ قضیه

یك دارای f صورت این در f(h(x)) = h(f(x)) بطوریͺه باشد موجود h : X → X مانند ثابتͬ نگاشت

است. ثابت نقطه
h : X → X

h(x) = a ∈ X

كنید :فرض برهان

خواهیم مͬ f(h(x)) = h(f(x)) باشیم داشته x ∈ X هر ازای به كه باشد نظر مورد ثابت تابع همان

f(a) = f(h(a)) = h(f(a)) = a كه كنید مͬ ملاحظه دارد. ثابت نقطه یك f كنیم ثابت

است. f ثابت نقطه یك a یعنͬ واین

هر هر ازای به و باشد (X, d) تام متریك فضای در دنباله یك {yn} كنید فرض [4, Lem 1] .١.۴.١ لم

بطوریͺه α ∈ (٠, ١) باشد داشته وجود n طبیعͬ عدد

d(yn+١, yn) ≤ αd(yn, yn−١)

همͽراست. X در ای نقطه به {yn} دنباله صورت این در

: داریم فرض از استفاده با : برهان

d(yn+١, yn) ≤ αd(yn, yn−١) ≤ α٢d(yn−١, yn−٢) ≤ ... ≤ αnd(y٠, y١)

نامساوی از استفاده و كند میل نهایت بی به n آن تبع به و m وقتͬ یعنͬ n>m>N٠ ∈ N اگر حال

: داریم مثلثͬ

d(yn, ym) ≤ d(yn, yn−١) + d(yn−١, yn−٢) + ... + d(ym+١, ym) ≤ [αn−١ + αn−٢ + ... +

αm]d(y٠, y١) ≤
αm

١− α
d(y٠, y١)
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كنند مͬ میل صفر به نامساوی چپ سمت آن از تبعیت به و اخیر نامساوی راست سمت نهایت بی در

داشت خواهیم ϵ>٠ هر ازای به لذا است یك از كوچͺتر نسبت قدر با هندسͬ ای دنباله كروشه داخل زیرا

d(yn, ym) ≤ ϵ

بطوریͺه p ∈ X دارد وجود یعنͬ همͽراست پس است تام فضا چون و است كوشͬ دنباله یعنͬ این و

yn → p معادل بطور یا lim
n→∞

yn = p

نگاشت یك f همچنین باشد. تام متریك فضای ͷی X كنید فرض [4, Theorem 1] .٣.۴.١ قضیه

علاوه شود. جابجا f با بتواند كه باشد X روی به X از دیͽری نگاشت هر g و X روی به X از پیوسته

λ ∈ (٠, ١) باشد داشته وجود x, y ∈ X هر ازای به و كنند صدق g(X) ⊆ f(X) شرط در دونگاشت براین

منحصربفرد مشترك ثابت نقطه یك f, g صورت این در d(g(x), g(y)) ≤ λd(f(x), f(y))(∗) بطوریͺه

دارند.

اثبات به سپس است ضروری قضیه در شده بیان شرایط شود معلوم تا زنیم مͬ مثال یك ابتدا : برهان

: كنیم مͬ تعریف زیر صورت به را ها نگاشت پرداخت. خواهیم
f : X → X

f(x) = x

، ∃a ∈ X :


g : X → X

g(x) = a

كه كنیم مͬ توجه طرفͬ از

f(g(x)) = f(a) = a, g(f(x)) = g(x) = a

همچنین پذیرند. جابجایی نگاشت دو كه است این بیانگر كه

g(X) = {a} ⊆ f(X) = X

: داریم α ∈ (٠, ١) برای هر ازای به نتیجه در


