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قدردانͬ

آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس

یاری مرا بͬ�شائبه�شان حمایت�های و بͬ�پايان لطف با که عزيزم خانواده از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در

کنم. سپاسͽزاری نمودند

مقصودی، سعيد دکتر جنابآقای خود، ارجمند راهنمای استاد زحماتبͬ�دریغ از مͬ�دانم لازم همچنین

و تشͺر صمیمانه نمͬ�رسید انجام به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایͬ�های و کم�ͷها بدون قطعاً که

کنم. قدردانͬ

داشتند برعهده را اثر اين مطالعۀ و مشاوره زحمت كه اميری حبيب دكتر آقای جناب گرامͬ استاد از

خطيب�زاده هادی دكتر آقای جناب و سامع حجت�اله دكتر آقای جناب گرامͬ اساتيد از دارم. را امتنان كمال

آن بهبود باعث خود ارزنده پیشنهادات با و فرمودند تقبل را پايان�نامه این داوری� و بازخوانͬ زحمت که

مͬ�كنم. تشͺر شدند،

كردند ياری پايان�نامه اين آماده�سازی در را اينجانب به�نحوی كه عزيزم دوستان تمامͬ از پايان در

سپاسͽزارم. صميمانه



چͺیده

آنها تحت كه را مختلفͬ شرايط و مͬ�پردازيم حقيقͬ نيم�خط روی وزن توابع بررسͬ به پايان�نامه اين در

مͬ�شوند باناخ جبر پيچش عمل با ،M(R+, ω) اندازه�ها و L۱(R+, ω) توابع وزن�دار ͹لب فضاهای

ارائه باشد تقريبͬ همانͬ دارای L۱(ω) جبر آنͺه برای را كافͬ و لازم شرايط همچنين مͬ�كنيم. بررسͬ

مͬ�دهيم. انجام p > ۱ برای Lp(R+, ω) وزن�دار ͹لب فضای برای مشابهͬ مطالعۀ پايان در مͬ�دهيم.

.۴۳A۲۰ ،۴۳A۱۵ ،۴۳A۱۰ موضوعͬ: رده�بندی

همانͬ معادل، وزن�های پيچشͬ، ضرب باناخ، جبر راست، و چپ پايايͬ وزن، تابع کلیدی: واژه�های

تقريبͬ.
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پیشͽفتار

به�منظور را R روی توابع وزن�دار جبر سوئدی، رياضͬ�دان ،͹بئورلين آرنه ١٩٣٨ سال در بار اولين

به�طور ١٩٣٩ سال در روسͬ، رياضͬ�دان ای.گلفاند، را جبرها اين كرد. معرفͬ وينر قضايای تعميم

كلͬ نظريۀ از خاص نمونه�های به�عنوان را جبرها اين ايده�آلͬ ساختار گلفاند است. كرده بررسͬ مستقل

نرم�دار «حلقه�های كتابمشهورشان شيلفدر رايͺفو گلفاند، ١٩۶۴ سال در كرد. مطالعه باناخ جبرهای

باناخ جبرهای از مثال�هايͬ به�عنوان را جبرها اين نيم�گروهͬ عملͽرهای بررسͬ به�منظور ١ تعويض�پذير»

دادند. انجام ١٩۵٧ سال در را اندازه�ها وزن�دار جبرهای منسجم مطالعۀ اولين فيليپس و هيل كردند. معرفͬ

گراهام ١٩٧٠ سال در پرداخت. R+n به R+ از جبرها اين كلͬ حالت تعميم به گرونبك ١٩٨٩ سال در

وزن�های برای فقط نتايج ابتدا در كرد. آغاز را وزن�دار پيچشͬ جبرهای ايده�آلͬ ساختار منظم مطالعۀ آلن

سال�های در نيستند. پيوسته لزوماً مهم وزن�های از بسياری شد داده نشان مدتͬ از پس اما شد، ارائه پيوسته

با متنوعͬ مثال�های وزن وجود به�واسطۀ آنͺه لحاظ از هم و ايده�آلͬ ساختار لحاظ از هم جبرها اين اخير

گرفته�اند. قرار توجه مورد مͬ�گذارند، اختيار در متفاوت رفتار

مͬ�پردازيم. حقيقͬ نيم�خط روی اندازه�ها و توابع وزن�دار پيچشͬ جبرهای بررسͬ به پايان�نامه اين در

مͬ�پردازيم. آن انواع و وزن معرفͬ به دوم فصل در مͬ�كنيم. يادآوری را موردنياز مقدمات اول فصل در

دو سوم فصل در مͬ�كنيم. بررسͬ وزن�ها، پركاربردترين از ͬͺي به�عنوان را، زيرضربͬ وزن�های همچنين

را انتͽرال�پذير موضعاً توابع فضای و رادون اندازه�های فضای يعنͬ وزن بدون پيچشͬ جبرهای از نمونه

در دارد. وزن�دار پيچشͬ جبرهای به مربوط مفاهيم درك در اساسͬ نقشͬ فصل اين مطالب مͬ�كنيم. بررسͬ

مͬ�شود، جبر توابع پيچش عمل L۱(ω)با وزن�دار ͹لب فضای آنها تحت كه را مختلفͬ شرايط چهارم فصل

كه را وزن�هايͬ پنجم فصل در مͬ�پردازيم. فضا اين راست انتقال�های بررسͬ به همچنين مͬ�كنيم. بررسͬ

تحت كه را شرايطͬ ششم فصل در مͬ�كنيم. بررسͬ است تقريبͬ همانͬ دارای L۱(ω) جبر آنها به�ازای

با خاص، شرايطͬ در همچنين، مͬ�كنيم. بررسͬ مͬ�شود جبر اندازه�ها پيچش عمل M(ω)با فضای آنها

فضا اين در ضعيف* همͽرايͬ با رابطه در قضايايͬ بيان به C۰(ω) دوگان فضای با فضا اين كردن ͬͺي

وزن�دار ͹لب فضای ساختار بررسͬ به چپ انتقال�يافتۀ توابع فضاهای معرفͬ با آخر فصل در مͬ�پردازيم.

١I. Gelfand, D. Raikov, G. Shilov, Commutative normed rings, Chelsea Publishing Company,

1964.



ارائه مͬ�شود جبر پيچش عمل تحت فضا اين كه را شرايطͬ و مͬ�پردازيم پيچش عمل تحت Lp(ω)

مͬ�دهيم.

اندازه�ها و توابع وزن�دار فضاهای بودن بسته به كه را نتايجͬ تمامͬ است شده سعͬ پايان�نامه اين در

در را استفاده مورد منابع كنيم. عرضه منظم به�صورتͬ و گردآوری مͬ�شود مربوط حقيقͬ نيم�خط روی

[١٨] و [١۵] ،[١۴] در كه است س.گرابينر به متعلق عمدتاً اساسͬ نتايج اما آورده�ايم پايان�نامه انتهای

آمده�اند.



١ فصل

مقدمات

مͬ�آوريم. را بعد فصل�های برای نياز مورد وقضيه�های مفاهيم تعاريف، فصل اين در

توپولوژی

باشد موجود D روی > مانند رابطه�ای هرگاه مͬ�ناميم جهت�دار را D مجموعۀ (يك) .١.١ تعریف

باشيم داشته α, β, γ ∈ D هر برای به�طوری�كه

.α > γ آن�گاه ،β > γ و α > β اگر (الف)

.γ > β و γ > α به�طوری�كه باشد موجود γ ∈ D ،α, β ∈ D هر برای (ب)

مجموعۀ D آن در كه f : D −→ X مانند است تابعͬ ،X مجموعۀ در تور يك از منظور (دو)

يا (xα)α∈D با را f : D −→ X تور ،α ∈ D هر برای xα = f(α)فرض با معمولا˟ است. جهت�دار

مͬ�دهيم. نمايش (xα) با ساده به�طور

D′ از β 7→ αβ نͽاشت به�طوری�كه است (yβ)β∈D′ چون توری ،(xα)α∈D تور از زيرتور يك (سه)

باشد. موجود زير خواص Dبا به

.αβ > α۰ آن�گاه β > β۰ هرگاه به�طوری�كه است موجود β۰ ∈ D′ ،α۰ ∈ D هر برای (الف)

.yβ = xαβ
داريم β ∈ D′ هر برای (ب)

همͽراست x۰ به X در (xα)α∈D تور گوييم باشد. توپولوژيك فضای يك X كنيم فرض (چهار)

،α > α۰ هر برای به�طوری�كه باشد موجود α۰ ∈ D عنصر ،X در x۰ از U ͬͽهمساي هر برای هرگاه

همͽراست x۰ به (xα)α∈D كه كرد ثابت مͬ�توان .limα xα = x۰ يا xα → x۰ مͬ�نويسيم xα؛ ∈ U

باشد. همͽرا x۰ به (xα)α∈D زيرتور هر اگر تنها و اگر

١



٢ مقدمات .١ فصل

دهد. نمايش را X در A زيرمجموعۀ بستار A و باشد توپولوژيك فضای يك X كنيم فرض .٢.١ قضیه

اين�صورت در

.xα −→ x به�طوری�كه باشد موجود xα تور اگر تنها و اگر x ∈ A (الف)

باشد. A در همͽرا زيرتور يك دارای ،A در تور هر اگر تنها و اگر است فشرده A (ب)

كنيد. رجوع [٢٢] از ١٠.٣ بخش به برهان.

f اين�صورت در باشد. تابع يك f : X −→ Y و توپولوژيك فضای دو Y Xو كنيم فرض .٣.١ قضیه

.f(xα) −→ f(x) باشيم داشته x به همͽرا xαی تور هر برای اگر تنها و اگر است پيوسته

كنيد. مراجعه [٢٢] از ١٠.٣ بخش به برهان.

هر به�طوری�كه باشد X در توری (xα) هرگاه باشد. فشرده توپولوژيك فضای X كنيد فرض .۴.١ قضیه

همͽراست. x۰ به (xα) تور صورت اين در باشد، همͽرا x۰ ثابت نقطۀ به آن در همͽرا زيرتور

اين در نباشد همͽرا x۰ به (xα) اگر باشد. x۰ به همͽرا (xα) از همͽرا زيرتور هر كنيم فرض برهان.

φα > α به�طوری�كه است موجود φαيͬ ،α هر برای به�طوری�كه است موجود x۰ از U۰ ͬͽهمساي صورت

{xφα : x ∈ I} و است جهت�دار مجموعۀ يك φα اعضای تمام مجموعۀ به�وضوح اكنون .xφα /∈ U۰ و

همͽرا فرض طبق و همͽرا زيرتور بايد (xφα)پس است فشرده X كه آنجا از است. (xα) از زيرتور يك

است. غيرممͺن xφαها انتخاب نوع به باتوجه اين كه باشد، داشته x۰ به

تابعͬ آناليز

.E ⊆ S و باشد مختلط اعداد ميدان روی برداری فضای يك S كنيد فرض .۵.١ تعریف

.tE + (۱ − t)E ⊆ E باشيم داشته t ∈ [۰,۱] هر برای هرگاه است محدب E (الف)

.αE ⊆ E باشيم داشته� |α| ≤ ۱ كه α ∈ C هر برای هرگاه است متعادل E (ب)

باشد. متعادل و محدب هرگاه است محدب مطلقاً E (ج)

روی توپولوژی يك τ اگر باشد، (C يا R)F ميدان روی برداری فضای يك X كنيم فرض .۶.١ تعریف

گوييم. توپولوژيك برداری فضای را آن� است، زير خاصيت دو دارای كه Xباشد

باشد. بسته تك�عنصری مجموعۀ هر (١)

باشند. پيوسته اسͺالر، در ضرب و برداری جمع اعمال (٢)



٣ مقدمات .١ فصل

باشد. τ توپولوژی با توپولوژيك برداری فضای يك X كنيم فرض .٧.١ تعریف

محدب اعضای با موضعͬ پايۀ دارای آن نقطۀ هر هرگاه مͬ�ناميم، محدب موضعاً فضای Xرا (الف)

باشد.

كامل متريك يك توسط τ توپولوژی و باشد محدب موضعاً گاه هر مͬ�ناميم، فرشه فضای Xرا (ب)

هرگاه گوييم پايا Xانتقال روی را d متر باشد. آمده به�وجود پايا انتقال

d(x+ z, y + z) = d(x, y) (x, y, z ∈ X).

.R+ = [۰,∞) مͬ�دهيم قرار پايان�نامه اين سراسر در قرارداد.

باشد. برداری فضای يك X كنيم فرض .٨.١ تعریف

باشد. دارا را زير خواص به�طوری�كه است p : X −→ R+ چون تابعͬ ،X روی شبه�نرم يك (الف)

.p(x+ y) ≤ p(x) + p(y) ،x, y ∈ X هر (١)برای

.p(αx) = |α|p(x) ،α ∈ C و x ∈ X هر برای (٢)

اين در ، p(x) > ۰ داشته�باشيم x ̸= ۰ هر برای به�علاوه، و باشد X روی شبه�نرم يك p هرگاه (ب)

مͬ�ناميم. نرم�دار برداری فضای Xرا Xو روی نرم يك را pصورت

و K > ۰ ثابت�های هرگاه گوييم معادل را X برداری فضای روی ∥.∥۲ و ∥.∥۱ نرم�های .٩.١ تعریف

باشيم داشته x ∈ X هر برای به�طوری�كه باشند، Mموجود > ۰

K∥x∥۱ ≤ ∥x∥۲ ≤M∥x∥۱.

مفهوم اين (به Xباشد برداری فضای روی جداكننده شبه�نرم�های از خانواده�ای P فرضكنيد .١٠.١ قضیه

صحيح عدد و p ∈ P به�هر .(p(x) ̸= ۰ به�طوری�كه باشد موجود p ∈ P ،X در x ̸= ۰ هر برای كه

مجموعۀ n دلخواه مثبت

V (p, n) =
{
x ∈ X : p(x) <

۱

n

}
صورت اين در باشد. V (p, n)مجموعه�های از متناهͬ مقاطع تمام Bدستۀ فرضكنيد مͬ�دهيم. نسبت را

يك به را X كه است X روی τ توپولوژی يك برای محدب مطلقاً مجموعه�های از موضعͬ پايۀ يك B

مͬ�كند. تبديل محدب موضعاً فضای

كنيد. مراجعه [٢٨] از ٣٧.١ قضيۀ به برهان.



۴ مقدمات .١ فصل

خطͬ تابعك f و X نرم�دار برداری فضای از زيرفضايͬ M كنيد فرض باناخ) - (هان .١١.١ قضیه

توسيع Xطوری بر F مانند كران�داری خطͬ تابعك به مͬ�توان را f صورت اين در Mباشد. بر كران�داری

.∥F∥ = ∥f∥ كه داد

كنيد. مراجعه [٢٧] از ١۶.۵ قضيۀ به برهان.

از كران�دار خطͬ عملͽرهای تمام مجموعۀ باشند. نرم�دار فضای دو Y و X كنيد فرض .١٢.١ تعریف

تعريف زير به�صورت را T نرم ،T ∈ B(X, Y ) هر برای و مͬ�دهيم نمايش B(X, Y ) با را Y به X

مͬ�كنيم

∥T∥ = sup
{
∥T (x)∥ : x ∈ BX

}
,

را آن و مͬ�دهيم نشان X∗ با را B(X,C) فضای است. X نرم�دار فضای يͺه گوی BX اين�جا در كه

است. باناخ فضای يك X∗ به�وضوح مͬ�ناميم. X دوگان فضای

x 7→ x̂ ضابطه با را J : X → X∗∗ نͽاشت باشد. باناخ فضای يك X كنيد فرض .١٣.١ تعریف

آن در كه مͬ�كنيم تعريف

⟨x̂, f⟩ = ⟨f, x⟩ (f ∈ X∗).

هست. نيز يك�به�يك لذا طولپاست، و خطͬ J كه كنيد توجه مͬ�دهد، نشان را x در f مقدار ⟨f, x⟩ اينجا در

مͬ�دهيم. نمايش x با ساده به�طور را x̂ ضمن در مͬ�ناميم. انعͺاسͬ را X باشد، پوشا J كه حالتͬ در

پيوسته را J(X) خانوادۀ كه ∗Xاست روی توپولوژی كوچك�ترين ،X∗ روی ضعيف* توپولوژی از منظور

را توپولوژی اين در f به (fα) تور همͽرايͬ مͬ�دهيم. نمايش σ(X∗, X) با را توپولوژی اين مͬ�سازد.

هر برای ⟨fα, x⟩ → ⟨f, x⟩ اين�كه با است معادل كه مͬ�دهيم نمايش f = w∗ − limα fα نماد با

.x ∈ X

بستۀ يͺۀ گوی اين�صورت در باشد، نرم�دار فضای يك X كنيم فرض آلااوگلو). - (باناخ .١۴.١ قضیه

است. ضعيف* فشردۀ X∗ از BX∗

كنيد. رجوع [٢٨] از ١۵.٣ قضيه به برهان.

(xα)α∈I آن�گاه باشد، X∗ در كران�دار تور يك (xα)α∈I و باشد باناخ فضای يك X اگر .١۵.١ نتیجه

دارد. همͽرا ضعيف* زيرتور يك
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نظر در را B : X × Y −→ Z نͽاشت باشند، برداری فضای Z و Y ،X كنيد فرض .١۶.١ تعریف

زير به�صورت را By : X −→ Z و Bx : Y −→ Z نͽاشت�های y ∈ Y هر و x ∈ X هر به بͽيريد.

مͬ�دهيم نسبت

Bx(y) = B(x, y), By(x) = B(x, y)

باشند. خطͬ By Bxو ،y ∈ Y و x ∈ X هر برای هرگاه گوييم دوخطͬ را B (يك)

باشند. پيوسته By و Bx ،y ∈ Y و x ∈ X هر برای هرگاه گوييم پيوسته جداگانه را B (دو)

خطͬ عملͽر يك T : X −→ Y و باشند باناخ فضای Y Xو كنيم فرض بسته). (گراف .١٧.١ قضیه

بسته X × Y در {(x, T (x)) : x ∈ X} نمودار اگر تنها و اگر است كران�دار خطͬ عملͽر T باشد.

باشد.

كنيد. رجوع [٩] از ٢۶.٢ قضيۀ به برهان.

عملͽرهای از دنباله�ای (Sn) و باشد X باناخ فضای از چͽال زيرفضای يك V كنيد فرض .١٨.١ قضیه

صورت اين در باشد. Y باناخ فضای به X از كران�دار نرم خطͬ

Sn(x)−→ T (x) باشيم داشته x∈V هر برای و باشد Y Xبه از كران�دار خطͬ عملͽر T اگر (الف)

. Sn(x) −→ T (x) داريم x ∈ X هر برای آن�گاه

يك آن حد و همͽراست، نيز x ∈ X هر برای آن�گاه باشد، همͽرا x ∈ V هر برای Sn(x) اگر (ب)

است. كران�دار خطͬ عملͽر

V در (vm) دنبالۀ x ∈ X هر برای لذا است، X از چͽال مجموعۀ زير V كه آنجا از (الف) برهان.

بنابر طرفͬ از .∥x − vm∥ < ε داريم m ≥ m۰ هر برای به�طوری�كه است موجود m۰ طبيعͬ عدد و

داريم n ≥ n۰ هر برای به�طوری�كه است موجود n۰ طبيعͬ عدد لذا ،Sn(vm) −→ T (vm) فرض

برای كران�دارند، T و Sn كه آنجا از n۱ = max{n۰,m۰} دهيم قرار اگر .∥Sn(vm)− T (vm)∥ < ε

داريم n ≥ n۱ هر

∥Sn(x)− T (x)∥ = ∥Sn(x)− Sn(vm) + Sn(vm)− T (vm) + T (vm)− T (x)∥

≤ ∥Sn∥∥x− vm∥+ ∥Sn(vm)− T (vm)∥+ ∥T∥∥vm − x∥

≤ ∥Sn∥
ε

۳∥Sn∥
+
ε

۳
+ ∥T∥ ε

۳∥T∥
= ε.

مͬ�شود. ثابت (الف) قسمت ترتيب اين به
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است. كران�دار T ثابتمͬ�كنيم ابتدا ،Sn(v)−→T (v) باشيم داشته v∈V هر برای فرضكنيم (ب)

، ∥T (v)−Sn(v)∥ < ε داريم n≥n۰ هر برای به�طوری�كه است، موجود n۰ طبيعͬ عدد ، ε> ۰ هر برای

برای نتيجه در .∥Sn۰(v)∥ ≤ M∥v∥ داريم v ∈ V هر برای به�طوری�كه است Mموجود > ۰ همچنين

داريم v ∈ V هر

∥T (v)∥ ≤ ∥T (v)− Sn۰(v)∥+ ∥Sn۰(v)∥ ≤ ε+M∥v∥.

قسمت بنابر حال است. كران�دار عملͽری T پس ،∥T∥ ≤ M بنابراين است، دلخواه ε كه آنجا از حال

مͬ�شود. تمام برهان (الف)،

A اگر ،A ⊆ B(X, Y ) و باشند باناخ فضای Y و X كنيد فرض يͺنواخت) (كران�داری .١٩.١ قضیه

است. كران�دار B(X, Y ) در A آن�گاه باشد كران�دار نقطه�ای به�طور

كنيد. رجوع [٨] از ۵٨.٣ قضيۀ به برهان.

نͽاشت T : X × Y −→ Z نͽاشت و باشند باناخ فضاهای Z و Y ،X كنيد فرض .٢٠.١ قضیه

به�طوری�كه است موجود N > ۰ اين�صورت در باشد، پيوسته جداگانه دوخطͬ

∥T (x, y)∥ ≤ N∥x∥∥y∥ (x ∈ X, y ∈ Y ).

مͬ�كنيم تعريف ∥x∥ ≤ ۱ شرط با x ∈X هر برای و مͬ�گيريم نظر در ثابت را y۰ ∈ Y عضو برهان.

بنابراين است. پيوسته Tx پس است، پيوسته جداگانه T نͽاشت فرض، بنابر . Tx(y۰) = T (x, y۰)

.∥T (x, y۰)∥≤M∥x∥ ≤M داريم ∥x∥≤۱ شرط با x∈X هر برای كه طوری به است M>۰موجود

است موجود K > ۰ يͺنواخت كران�داری قضيۀ بنابر لذا و است كران�دار نقطه�ای به�طور Tx نتيجه در

هر برای لذا بود دلخواه y۰ چون .∥Tx∥ ≤ K داريم ∥x∥ ≤ ۱ شرط با x ∈ X هر برای به�طوری�كه

هر برای معادل به�طور يا .∥Tx(y)∥ ≤ N∥y∥ داريم y ∈ Y هر برای و ∥x∥ ≤ ۱ شرط با x ∈ X

∥ x
∥x∥∥ = ۱ كه آنجا از باشد، دلخواه نيز x ∈ X اگر حال . ∥T (x, y)∥ ≤ N∥y∥ ،y ∈ Y و x ∈ X

مͬ�آوريم به�دست بالا رابطه بنابر لذا

∥T (x, y)∥ ≤ N∥x∥∥y∥.

حقيقͬ آناليز

باشد. مجموعه يك X كنيم فرض .٢١.١ تعریف
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باشد. زير خواص دارای هرگاه Xگوييم در σ-جبر يك Xرا زيرمجموعه�های Mاز خانوادۀ (الف)

.X ∈ M (١)

Xاست. به نسبت A متمم Ac آن در كه ،Ac ∈ M آن�گاه ،A ∈ M اگر (٢)

.∪∞
n=۱An ∈ M آن�گاه ،A۱, A۲, · · · ∈ M اگر (٣)

را M اعضای و اندازه�پذير فضای يك را (X,M) آن�گاه باشد، X در σ-جبر يك M اگر (ب)

مͬ�ناميم. X در اندازه�پذير مجموعه�های

هرگاه گوييم، اندازه�پذير را f : X −→ C نͽاشت باشد، اندازه� فضای يك (X,M) هرگاه (ج)

باشد. X در اندازه�پذير مجموعۀ يك f−۱(V ) ،C در V باز مجموعۀ هر برای

تعريف با تابع باشد، X در اندازه�پذير مجموعۀ يك E هرگاه

χ(x) =

{
۱ x ∈ E
۰ x /∈ E

مͬ�ناميم. E مجموعۀ مشخصۀ تابع را χE تابع است، اندازه�پذير تابعͬ

است شده تعريف M مانند σ-جبری روی كه است µ مانند نامنفͬ تابعͬ مثبت، اندازۀ يك (د)

M مجزای دوبه�دو عناصر از (Ai) دنبالۀ هر برای يعنͬ است، جمعͬ شمارا µ و µ(∅) = ۰ به�طوری�كه

داريم

µ(
∞∪
i=۱

Ai) =
∞∑
i=۱

µ(Ai).

و Ai ∈ M ،i هر برای كه A =
∪∞

i=۱Ai هرگاه است σ-متناهͬ ،X از A زيرمجموعۀ گوييم

.µ(Ai) <∞

جا همه تقريباً x ∈ X به وابسته خاصيت يك گوييم باشد، اندازه� فضای يك (X,M, µ) هرگاه (ه)

باشد. صفر اندازۀ دارای نيست، خاصيت آن دارای كه نقاطͬ مجموعه هرگاه است، برقرار X روی

صورت اين در Mباشد، σ-جبر روی اندازه�ای µ اگر .٢٢.١ تذكر

داريم E ∈ M هر برای آن�گاه باشند، برابر هم با جا همه تقريباً g و f اگر ∫(الف)
E

fdµ =

∫
E

gdµ.

داشته�باشيم E ∈ M هر برای اگر ∫(ب)
E

fdµ ≤
∫
E

gdµ,

.f(x) ≤ g(x) ،x هر تقريباً برای آن�گاه
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برقرارند. زير احͺام صورت اين در Mباشد، σ-جبر روی مثبت اندازۀ يك µ فرض�كنيم .٢٣.١ قضیه

آن�گاه Mباشند، مجزای دو به دو اعضای An, · · · , A۱ اگر يعنͬ است، جمعͬ متناهياً µ (الف)

µ(A۱ ∪ · · · ∪ An) = µ(A۱) + · · ·+ µ(An).

.µ(A) ≤ µ(B) مͬ�كند ايجاب A ⊂ B آن�گاه A,B ∈ M اگر (ب)

آن�گاه A۱ ⊂ A۲ ⊂ A۳ ⊂ · · · و A =
∪∞

n=۱An هرگاه (ج)

µ(An) −→ µ(A)

آن�گاه باشد، متناهͬ µ(A۱) و A۱ ⊃ A۲ ⊃ A۳ ⊃ · · · و A =
∩∞

n=۱An هرگاه (د)

µ(An) −→ µ(A)

كنيد. مراجعه [٢٧] از ١.١٩ قضيۀ به برهان.

باشد. توپولوژيك فضای X كنيد فرض .٢۴.١ تعریف

باشد. فشرده بستار با ͬͽهمساي دارای X نقطۀ هر هرگاه مͬ�ناميم، فشرده موضعاً را X (الف)

باشد. فشرده مجموعه�های از شمارش�پذيری اجتماع هرگاه ناميم σ-فشرده را E ⊆ X (ب)

اين�صورت در باشد. فشرده موضعاً فضای يك X كنيم فرض .٢۵.١ تعریف

را B(X) آن�گاه باشد، X بستۀ زيرمجموعه�های تمام شامل σ-جبر كوچك�ترين B(X) اگر (الف)

گوييم. بورل مجموعه�های را B(X) اعضای Xو بورل مجموعه�های σ-جبر

باشد. شده تعريف B(X) روی اگر مͬ�ناميم بورل را X روی µ اندازۀ (ب)

.E ⊆ K به�طوری�كه باشد Kموجود فشردۀ مجموعۀ هرگاه گوييم كران�دار را E بورل مجموعۀ (ج)

هرگاه گوييم بيرونͬ منظم را E ⊂ X بورل مجموعۀ (د)

µ(E) = inf
{
µ(V ) : باز V, E ⊂ V

}
هرگاه گوييم درونͬ منظم را E ⊂ X بورل مجموعۀ مشابه به�طور

µ(E) = sup
{
µ(K) : ,Kفشرده K ⊂ E

}
ناميده منظم µ صورت اين در باشد، درونͬ منظم هم و بيرونͬ منظم هم X در بورل مجموعۀ هر اگر

مͬ�شود.

به�طوری�كه است B(X) روی شده تعريف µ مختلط-مقدار تابع يك ،X روی مختلط اندازۀ يك (ه)

مͬ�ناميم µ كل تغيير را |µ| : B(X) −→ [۰,∞] تابع ،X روی µ اندازۀ هر به متناظر باشد. جمعͬ شمارا
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مͬ�كنيم تعريف زير به�صورت و

|µ|(E) = sup

{
n∑

i=۱

|µ(Ei)| : E ∈ B(X)

}
مͬ�شود. گرفته بورل مجموعه�های از Eمتشͺل از {Ei}ni=۱ متناهͬ افرازهای همۀ روی سوپريموم آن در كه

.|µ|(X) <∞ يعنͬ است؛ X روی متناهͬ مثبت اندازۀ يك |µ|اين�صورت در

زير به�صورت X از E بورل زيرمجموعۀ هر برای ،X روی δx نقطه�ای) جرم اندازۀ (يا ديراك اندازۀ

مͬ�شود تعريف

δx(E) =

{
۱ x ∈ E
۰ x /∈ E

،µ∗ : P (X) −→ [۰,∞] چون Xتابعͬ ناتهͬ مجموعۀ روی بيرونͬ اندازۀ يك از منظور تعریف١.٢۶.

مͬ�كند. صدق زير خواص در كه است) X توانͬ مجموعۀ P (X) از (منظور است

.µ∗(∅) = ۰ (١)

.µ∗(A) ≤ µ∗(B) آن�گاه A ⊂ B اگر (٢)

.µ(∪∞
n=۱An) ≤

∑∞
n=۱ µ(An) Xداريم زيرمجموعه�های از (An) دلخواه دنبالۀ هر برای (٣)

از M گردآيۀ آن�گاه باشد X مجموعۀ روی بيرونͬ اندازۀ يك µ∗ اگر (كاراتئودوری) .٢٧.١ قضیه

است. اندازه Mيك به µ∗ تحديد و σ-جبر يك X ∗µ-اندازه�پذير زيرمجموعه�های

كنيد. مراجعه [١١] از ١١.١ قضيۀ به برهان.

آن در كه I = I۱ × · · · × In هرگاه مͬ�ناميم n-بعدی حجرۀ يك را I ⊆ Rn مجموعۀ .٢٨.١ تعریف

تعريف ℓ(I) = ℓ(I۱) · · · ℓ(In)به�صورت را I طول است. R در بازه يك Ii ،i = ۱,۲, · · · , n برای

مͬ�كنيم تعريف E ⊆ Rn برای است. Ii بازۀ طول ℓ(Ii) كه مͬ�كنيم؛

m∗(E) = inf
{ ∞∑

m=۱

ℓ(Im) : E ⊆ ∪∞
m=۱Im

}
اندازه�ای Mو چون σ-جبری كاراتئودوری، قضيۀ طبق اكنون هستند. حجره�هایn-بعدی Imها آن در كه

n-بعدی ͹لب اندازۀ را m اندازۀ است. M به m∗ تحديد برابر m به�طوری�كه است موجود m چون

است. زير خواص دارای ͹لب اندازۀ مͬ�ناميم.

،m(E + s) = m(E) داريم s ∈ Rk هر Eو ∈ M هر برای يعنͬ پاياست، انتقال ͹لب اندازۀ (١)

آن در كه

E + s =
{
x+ s : x ∈ E

}
.
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است. منظم اندازه�ای ͹لب اندازۀ (٢)

كنيد. مراجعه [٢٧] يا [١] به جزئيات ديدن برای

باشد. فشرده موضعاً فضای يك X كنيم فرض .٢٩.١ تعریف

همراه C(X) مͬ�دهيم. نشان C(X) با Xرا روی مختلط-مقدار پيوستۀ توابع تمام مجموعۀ (الف)

را f محمل f ∈ C(X) برای به�علاوه، است. برداری فضای يك اسͺالر ضرب و توابع نقطه�ای اعمال با

مͬ�كنيم تعريف زير به�صورت

supp(f) = {x ∈ X : f(x) ̸= ۰}

مͬ�دهيم Cc(X)نشان C۰۰(X)يا با را فشرده محمل Xبا روی مختلط-مقدار پيوستۀ توابع تمام مجموعۀ

است. C(X) زيرفضای يك كه

X از K فشردۀ زيرمجموعۀ ،ε > ۰ هر برای هرگاه مͬ�شود صفر بͬ�نهايت در f تابع گوييم (ب)

پيوستۀ توابع تمام مجموعۀ .|f(x)| < ε باشيم داشته x ∈ X \ K هر برای به�طوری�كه باشد موجود

در C۰۰(X) همچنين مͬ�دهيم، نشان C۰(X) با را مͬ�شود صفر بͬ�نهايت در Xكه روی f مختلط-مقدار

است. چͽال C۰(X)

حقيقͬ αی هر به�ازای اگر Xباشد. بر يافته) گسترش حقيقͬ (يا حقيقͬ تابع يك f فرضكنيم (ج)

مجموعۀ

{x : f(x) > α}

مجموعۀ حقيقͬ αی هر به�ازای اگر و است. پايينͬ نيم�پيوستۀ f گوييم باشد، باز

{x : f(x) < α}

مجموعۀ و M+ با را پايين نيم�پيوستۀ توابع تمام مجموعۀ مͬ�باشد. بالايͬ نيم�پيوستۀ f گوييم باشد، باز

مͬ�دهيم. +Nنشان با را بالا نيم�پيوستۀ توابع تمام

sup {f : f ∈ D} ∈ M+ آن�گاه ∅ ̸= D ⊆ M+ اگر .٣٠.١ قضیه

كنيد. مراجعه [٢٢] از ١٠.١١ قضيۀ اثبات به برهان.

خطͬ تابعك يك I و هاسدورف فشردۀ موضعاً فضای يك X كنيم فرض ريس). (نمايش .٣١.١ قضیه

به�طوری�كه دارد Xوجود روی µ مانند يͺتايͬ منظم بورل اندازۀ اين�صورت در باشد. Cc(X) روی مثبت

I(f) =

∫
X

fdµ (f ∈ Cc(X)).



١١ مقدمات .١ فصل

.∥I∥ = ∥µ∥ داريم به�علاوه

كنيد. رجوع [٢٧] از ١۴.٢ قضيۀ به برهان.

بورل مثبت اندازۀ دو ν و µ و باشند فشرده موضعاً و ناتهͬ فضاهايͬ Y و X فرض�كنيد .٣٢.١ تعریف

داريم f ∈ C۰۰(X × Y,R) برای باشند. Y Xو روی به�ترتيب، ∫منظم
X

(∫
Y

f(x, y)dν(y)
)
dµ(x) =

∫
Y

(∫
X

f(x, y)dµ(x)
)
dν(y).

نمايش قضيۀ طبق مͬ�كند. معرفͬ C۰۰(X×Y ) روی مثبت تابعكخطͬ يك انتͽرال دو اين مشترك مقدار

مذكور اندازۀ مͬ�دهد، نمايش را تابعك اين كه است موجود X × Y روی منظمͬ بورل مثبت اندازۀ ريس

مͬ�دهيم. نشان µ× ν با را آن و مͬ�ناميم X × Y روی حاصل�ضربͬ اندازۀ را

فشردۀ موضعاً فضاهای روی منظم بورل اندازۀ دو به�ترتيب ν و µ كنيد فرض (فوبينͬ). .٣٣.١ قضیه

مجموعۀ از خارج كه باشد X × Y روی ×µ-اندازه�پذير ν مختلط-مقدار تابع يك f و باشند Y و X

و است µ-اندازه�پذير × ν مجموعه�ای An ،n هر برای آن در كه باشد. صفر جا همه تقريباً ∪∞
n=۱An

زير انتͽرال�های صورت اين در .(µ× ν)(An) <∞∫
X×Y

f(x, y)d(µ× ν)(x, y),

∫
X

∫
Y

f(x, y)dν(x)dµ(y),

∫
Y

∫
X

f(x, y)dµ(x)dν(y)

باشد متناهͬ زير انتͽرال�های از ͬͺي اگر تنها و اگر هستند متناهͬ و ∫مساوی
X×Y

|f(x, y)|d(µ×ν)(x, y),
∫
X

∫
Y

|f(x, y)|dν(x)dµ(y),
∫
Y

∫
X

|f(x, y)|dµ(x)dν(y)

كنيد. رجوع [٢٢] از ١٠.١٣ قضيۀ به برهان.

باشد. اندازه فضای يك (X,M, µ) كنيد فرض .٣۴.١ تعریف

مͬ�شود، Xناميده مجموعۀ روی f مختلط-مقدار تابع برای اساسͬ كران Mيك حقيقͬ عدد (الف)

.|f(x)| ≤M باشيم داشته x ∈ X هر تقريباً برای هرگاه

به�صورت f اساسͬ سوپريموم باشد. داشته اساسͬ كران يك اگر مͬ�شود ناميده كران�دار اساساً f تابع

مͬ�شود تعريف زير

ess sup f = ∥f∥∞ := inf
{
M : |f(x)| ≤M ,x هر تقريباً برای

}
مͬ�شود تعريف زير به�صورت اساسͬ اينفيموم مشابه �طور به

ess inf f := sup
{
M : |f(x)| ≥M , x هر تقريباً برای

}



١٢ مقدمات .١ فصل

.∥f∥∞ <∞ كه مͬ�كنيم تعريف f اندازه�پذير توابع فضای را L∞(µ) يا L∞(X,µ)

برابر همه�جا تقريباً g و f يعنͬ f∥؛ −g∥∞ = ۰ اگر مͬ�گيريم يͺسان را f, g ∈ L∞(X,µ) تابع دو

فضای ∥.∥∞ نرم و توابع نقطه�ای اعمال با همراه L∞(X,µ)اين�صورت در .f ≡ g مͬ�نويسيم و باشند

است. باناخ

شرط با X روی f مختلط-مقدار توابع تمام خانوادۀ ،۱ ≤ p <∞ برای (ب)

∥f∥p =
( ∫

X

|f |pdµ
)۱/p

<∞

تشͺيل باناخ فضای بالا نرم و توابع نقطه�ای اعمال Lp(X,µ)با مͬ�دهيم. Lp(µ)نشان Lp(X,µ)يا با را

مͬ�دهد.

مͬ�شود تعريف زير به�صورت X مجموعۀ روی f مختلط-مقدار تابع يͺنواخت نرم (ج)

∥f∥u = sup
{
|f(x)| : x ∈ X

}
.

با را Lp(R+,m) فضای و Lp(Rn) با را Lp(Rn,m) فضای ،۱ ≤ p ≤ ∞ برای .٣۵.١ تذكر

مͬ�دهيم. نشان Lp(R+)

و p اين�صورت (در ۱

p
+

۱

q
= ۱ به�طوری�كه باشند مثبتͬ حقيقͬ اعداد q و p فرض�كنيم .٣۶.١ قضیه

اين�صورت در باشد. اندازه فضای يك (X,µ) فرض�كنيم مͬ�ناميم). هولدر مزدوج يا نمايͬ مزدوج را q

.∥fg∥۱ ≤ ∥f∥p∥g∥q داريم g ∈ Lq(X,µ) و f ∈ Lp(X,µ) هر برای (الف)

.∥f + g∥p ≤ ∥f∥p + ∥g∥p داريم f, g ∈ Lp(X,µ) هر برای (ب)

مͬ�ناميم. ͬͺوفسͺمين نامساوی را (ب) نامساوی و هولدر نامساوی را (الف) نامساوی

كنيد. مراجعه [٢٧] از ٣.۵ قضيۀ به برهان.

L۱(X,µ) در نامنفͬ توابع fn, . . . , f۱ و باشد اندازه فضای (X,µ) فرض�كنيم (الف) .٣٧.١ قضیه

آن�گاه .α۱ + α۲ + · · · + αn = ۱ به�طوری�كه باشند مثبت اعداد αn, . . . , α۱ فرض�كنيم باشند.

داريم و fα۱
۱ fα۲

۲ · · · fαn
n ∈ L۱(X,µ)∫

X

fα۱
۱ fα۲

۲ · · · fαn
n dµ ≤ ∥f۱∥α۱

۱ ∥f۲∥α۲
۱ · · · ∥fn∥αn

۱

است. معروف يافته تعميم هولدر نامساوی به نامساوی اين

مثبت تابع يك f و باشند σ-متناهͬ اندازۀ فضاهای (Y,N , ν) و (X,M, µ) فرض�كنيد (ب)



١٣ مقدمات .١ فصل

داريم آن�گاه Xباشد × Y روی ×µ-اندازه�پذير ν(∫
[

∫
f(x, y)dν(y)]pdµ(x)

)۱/p

≤
∫

[

∫
fp(x, y)dµ(x)]۱/pdν(y).

مͬ�ناميم. انتͽرال�ها برای ͬͺوفسͺمين نامساوی را نامساوی اين

مراجعه [١١] از ١٩.۶ قضيۀ به (ب) قسمت برای و [٢٢] از ١٢.۵ قضيۀ به (الف) قسمت برای برهان.

كنيد.

اندازه�پذير توابع از دنباله�ای (fn) و باشد اندازه فضای (X,µ) كنيد فرض .(͹لب (تسلطͬ .٣٨.١ قضیه

،x ∈ X هر برای به�طوری�كه باشد X بر مختلط

f(x) = lim
n→∞

fn(x).

كه باشد موجود g ∈ L۱(µ) مانند تابعͬ اگر

|fn(x)| ≤ g(x) (n = ۱,۲,۳, · · · ; x ∈ X)

و f ∈ L۱(µ) آن�گاه

lim
n→∞

∫
X

|fn − f |dµ = ۰, lim
n→∞

∫
X

fndµ =

∫
X

fdµ

كنيد. مراجعه [٢٧] از ٢۶.١ قضيۀ به برهان.

در كشͬ دنبالۀ يك (fn) اگر .۱ ≤ p ≤ ∞ و باشد اندازه فضای (X,µ) كنيد فرض .٣٩.١ قضیه

مͬ�كند. ميل f به نقطه�ای به�طور همه�جا تقريباً كه دارد زيردنباله�ای (fn) آن�گاه باشد، f حد با Lp(µ)

كنيد. رجوع [٢٧] از ١٢.٣ قضيۀ به برهان.

F : [a, b]→R تابع و باشد ͹لب انتͽرال�پذير f : [a, b]→R فرضكنيد حسابان). (اساسͬ .۴٠.١ قضیه

داريم و است مشتق�پذير همه�جا تقريباً F صورت اين در كند. صدق F (x) = f(a)+
∫ x

a
fdt رابطۀ در

.[a, b] روی همه�جا تقريباً F ′ = f

كنيد. رجوع [٣٠] از ٢.۵.۴ قضيۀ به برهان.

،۱ ≤ p < ∞ و باشد X فشردۀ موضعاً فضای روی منظم بورل اندازۀ يك µ كنيد فرض .۴١.١ قضیه

است. چͽال Lp(µ) در Cc(X) آن�گاه

كنيد. رجوع [٢٧] از ٣.١۴ قضيۀ به برهان.


