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چیده
م�ͳشویم. آشنا یΈتاب΄ کسری مشتق و انتΎرال و فشرده ͳمتناه تفاضل های روش با پایان�نامه این در
این پردازیم. ͳم فشرده ͳمتناه تفاضل های روش با کسری ͳجزئ دیفرانسیل معادلات حل به ادامه در

است. لیوویل ــ ریمان کسری مشتق شامل معادلات
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چیده

ابتدامعادله�ی . م�ͳشویم آشنا کسری مشتق و انتΎرال و فشرده ͳمتناه تفاضل های روش با پایان�نامه این در

معادله�ی Έی حل به سپس و م�ͳکنیم حل صری ͳمتناه تفاضل روش Έی با را کسری ͳکابل دیفرانسیل

به نتای; به توجه با نهایت در پرداخته�ایم. فشرده�ی ͳمتناه تفاضل روش چهار از استفاده با کسری ͳکابل

است. برخوردار بالاتری دقت از دیΎر های روش بین در IICFDSروش آمده دست

کلیدی واژگان

.ͳضمن ͳمتناه تفاضل ،روش صری ͳمتناه تفاضل روش ، کسری مشتق ، فشرده ͳمتناه تفاضل روش



پیشΎفتار

ͳمهندس و ͳشیم ، Έفیزی جمله از ͳمختلف علوم در ها پدیده ͳبرخ سازی مدل برای کسری انتΎرال و مشتق

ͳآسان به نم�ͳتوان را کسری دیفرانسیل معادلات بیشتر ͳتحلیل جواب که آنجا از م�ͳگیرند. قرار استفاده مورد

است. برخوردار ͳبالای اهمیت از معادلات این عددی حل آورد دست به

از استفاده با کسری ͳکابل دیفرانسیل معادلات حل برای را صری ͳتفاضل روش Έی پایان�نامه این در

١ و ٢ دقت مرتبه دارای ترتیب به روش این که م�ͳدهیم نشان و م�ͳکنیم ͳمعرف پیشرو و مرکزی تقریب�های

. پایداراست و بوده زمان و فضا به نسبت

است. شده تشیل فصل ۴ از پایان�نامه این ͳکل طور به

از ͳتعاریف و فشرده ͳمتناه تفاضل روش�های و کسری انتΎرال و مشتق مفهوم با ͳآشنای به اول فصل در

است. آمده داریم نیاز آن به بعد های فصل در که ͳمقدمات مطالب همچنین م�ͳپردازیم. ͳکابل معادله�ی

پردازیم ͳکسریم ͳکابل معادله�ی حل برای صری ͳمتناه تفاضل یΈروش تشری و ͳمعرف به دوم فصل

است. مان و فضا متغیرهای به نسبت ٢و١ ͳرایΎهم مرتبه�ی دارای و پایدار شده ارائه روش م�ͳدهیم نشان و

پایدار L2, نرم در که م�ͳدهیم ارائه را ( INM ) ͳضمن فشرده�ی ͳمتناه تفاضل روش Έی سوم فصل در

مرتبه�ی با ͳروش به و م�ͳدهیم بهبود را روش سپس است. O(τ + h2) ͳرایΎهم مرتبه�ی دارای و نامشروط

م�ͳیابیم. دست O(τ 2 + h2) ͳرایΎهم

L∞ نرم در که م�ͳدهیم ارائه را ( ICFDS )ͳضمن فشرده�ی ͳمتناه تفاضل روش Έی چهارم فصل در

با ͳروش به و م�ͳدهیم بهبود را روش سپس است. O(τ + h4) ͳرایΎهم مرتبه�ی دارای و نامشروط پایدار

شده رسم نمودار�های و محاسبات تمام که است ذکر شایان . م�ͳیابیم دست O(τ 2 + h4) ͳرایΎهم مرتبه�ی

است. شده انجام Maple ١٣ افزار نرم با فصل هر انتهای در
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فصل١

ͳمقدمات قضایای و مفاهیم تعاریف،

مفاهیم با سپس م�ͳپردازیم. نیازمندیم آن به پایان�نامه این در که ͳتعاریف و لم�ها یادآوری به ابتدا فصل این در

م�ͳشویم. آشنا کسری حساب و فشرده ͳمتناه تفاضل روش�های

یادآوری ١.١

م�ͳدهیم. نمایش C(R) با را R روی پیوسته تواب΄ تمام مجموعه�ی تعریف١.١.١.

و دارد وجود (K ∈ N ) K مرتبه تا آنها ͳجزئ مشتقات که Rروی تواب΄ تمام فضای .٢.١.١ تعریف

م�ͳدهیم. نشان Ck(R) با را است پیوسته

ϵ > هر0 ازای به گاه هر ، است پیوسته مطلقا f : I → R تاب΄ I ⊆ R کنید فرض .٣.١.١ تعریف

مانند هم از جدا باز بازه�های زیر از دنباله زیر هر ازای به که طوری به باشد داشته وجود δ > 0 مانند عددی

.
∑∞

n=1 | f(bn)− f(an) | < ϵ باشیم داشته
∑∞

n=1(bn − an) < δ که {(an, bn)}n≥1



٢ ͳمقدمات قضایای و مفاهیم تعاریف، .١

تواب΄ فضای آن�گاه باشد. کراندار بازه Έی [a, b] و −∞ < a < b <∞ کنید فرض تعریف١.١.۴.

مرتبه تا آنها مشتق که را f مختلط تواب΄ فضای n ∈ N برای و م�ͳدهیم نشان AC[a, b] با را پیوسته مطلقاً

م�ͳدهیم. نشان ACn[a, b] با fn−1 ∈ AC[a, b] و است پیوسته [a, b] روی n− 1

مجموعه�ی ϵ > 0 هر برای گاه هر گوییم صفر نهایت ͳب در را f ∈ C(R) تعریف١.١.۵.

م�ͳکنیم تعریف زیر صورت به را C◦(R) و باشد فشرده {x : |f(x)| ⩾ ϵ}

C◦(R) = {f ∈ C(R)|f باشد صفر بینهایت در }.

.
∑
|xn| < +∞ گاه هر همΎراست مطلقاً

∑
xn تعریف١.١.۶.

گاه هر است همΎرا f به ینواخت طور به R بر {fn}n≥1 تعریف٧.١.١.

∀ε > ◦ ∃M ∈ N : n ≥M ⇒ ∀x ∈ R, | f(x)− fn(x) | < ε.

با که سری ͳجزئ مجموع�های از sn دنباله گاه هر است همΎرا ینواخت طور به R بر
∑
fn(x) همچنین

باشد. همΎرا ینواخت طور به R بر م�ͳشود تعریف sn(x) =
∑n

i=1 fi(x)

.
∫ +∞
−∞ |f |dx <∞ گاه هر گوییم انتΎرال�پذیر Rروی را f تاب΄ تعریف٨.١.١.

م�ͳدهیم. نشان L1(R) با را R روی پذیر انتΎرال تواب΄ تمام مجموعه تعریف٩.١.١.

شود یافت z◦ مرکز به باز گوی گاه هر ، گوییم ͳتحلیل z◦ درنقطه�ی را f مختلط تاب΄ تعریف١٠.١.١.

باشد. پذیر مشتق آن بر f که



٣ فشرده ͳمتناه تفاضل های روش .٢.١

به و دارد وجود f(t) فوریه�ی تبدیل گاه آن باشد. پذیر انتΎرال ͳتابع f کنید فرض .١١.١.١ تعریف

م�ͳشود. تعریف زیر صورت

(𝟋f)(k) = 𝟋[f(t)](k) = f̂(k) =
∫ +∞
−∞ eiktf(t)dt, (k ∈ R),

م�ͳشود تعریف چنین f(t) معوس فوریه�ی تبدیل و

(𝟋−1f)(k) = 𝟋−1[f(t)](k) =
1

2π
f̂(−k) = 1

2π

∫ +∞
−∞ e−iktf(t)dt, (k ∈ R).

گاه هر گوییم وض΄ خوش را مسئله Έی تعریف١٢.١.١.

باشد. داشته جواب ١.مسئله

باشد. یتا مسئله ٢.جواب

و اولیه تواب΄ در تغییر کوچترین ͳیعن باشد. وابسته پارامترها و ها داده به پیوسته طور به مسئله ٣.جواب

شود. جواب در ͳکوچ تغییر موجب پارامترها مقدار و مرزی

ͳبرخ برای آنΎاه ∂αf ∈ L1
∩
C◦ باشیم داشته |α| ⩽ n + 1 برای و f ∈ Cn+1 اگر .١٣.١.١ نته

. [١] f̂ ∈ L−1(R) و |f̂(ξ)| ⩽ C(1 + |ξ|)−n−1, C > 0 ثابت

فشرده ͳمتناه تفاضل روشهای ٢.١

دیفرانسیل معادلات ͳتقریب های جواب آوردن دست به برای تاکنون ١٩٢٨ سال از ͳمتناه تفاضل روشهای

م�ͳگیرند. قرار استفاده مورد ٢ (PDE) ͳجزئ یا و ١ (ODE) ͳمعمول
١Ordinary Differential Equations
٢Partial Differential Equation



۴ ͳمقدمات قضایای و مفاهیم تعاریف، .١

گسسته با ابتدا که م�ͳباشد صورت بدین دیفرانسیل معادلات حل برای ͳمتناه تفاضل روشهای اعمال نحوه

را دیفرانسیل معادله�ی در موجود مشتقات سپس م�ͳآوریم. دست به منظم ای شبه ساختار Έی دامنه سازی

سروکار مجهول مقدار یا تاب΄ مقدار با شبه از نقطه هر در م�ͳزنیم. تقریب ͳتفاضل های معادله از استفاده با

م�ͳشود تبدیل ͳخط غیر یا ͳخط معادلات دستΎاه Έی به نهایت در دیفرانسیل معادله�ی تقریب لذا داریم.

کرد. حل مناسب الΎوریتم Έی با را آن م�ͳتوان که

نقاط و Ίرن قرمز نقاط م�ͳکنید مشاهده همانطورکه است t و x دامنه سازی گسسته صورت به شبه ساختار

مجهول که بنفش هستند،نقاط معلوم و م�ͳآیند دست به اولیه وشرایط مرزی شرایط از ترتیب به Ίرن سبز

م�ͳآیند. دست به معلوم مقادیر این طریق از هستند

بندی شبه ͳΎونΎچ :١.١ شل

مرکزی تقریب از استفاده ͳجزئ دیفرانسیل معادلات حل برای ͳمتناه تفاضل های روش ترین ساده از ͳی

گام طول h که دارد O(h2) مرتبه از ͳخطای که است معادله در موجود دوم مرتبه�ی ͳجزئ مشتقات برای

است. نقاط

که ͳروش�های از ͳی نامیم. ͳم بالا مرتبه روش�های را باشد O(h2) از بیشتر ها آن دقت مرتبه که ͳروشهای

کوچترم�ͳباشد گام ازطول استفاده آورد دست به بالا بادقت ͳمتناه تفاضل فرمول آن از بااستفاده م�ͳتوان
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م�ͳشود. محاسبات انجام زمان افزایش باعث امر این ،اما

تقریب برای بیشتر نقاط از توان ͳم ثابت گام طول با بالا مرتبه�ی ͳمتناه تفاضل فرمول آوردن دست به برای

در همچنین و م��ͳشود ضرایب ماتریس باند پهنای افزایش باعث که کرد استفاده معادله در موجود مشتقات

م�ͳشویم. مشل دچار مرزی نقاط

ماتریس باند پهنای اینه بدون داد افزایش را ها جواب دقت مرتبه�ی م�ͳتوان فشرده های روش از استفاده با

استفاده با ( بعدی Έی حالت در ) حاصل دستΎاه ضرایب ماتریس که جا آن از کند. پیدا افزایش ضرایب

، فشرده روش دارد. نیاز کمتری زمان به و تر ساده دستΎاه حل بنابرین است قطری سه ، فشرده های روش از

دارند هم ͳالاتاش ها روش این دارد. کمتری خطای دیΎر ͳمتناه تفاضل روش هر ،از ثابت گام طول برای

به ها روش این باشد. پذیر مشتق فشرده روش تشیل برای باید نظر مورد دیفرانسیل معادله�ی اینه جمله از

آورد. دست به جدیدی ͳمتناه تفاضل فرمول باید هرمسئله برای همچنین نیازمندندو ای شبه ساختار Έی

ͳکابل معادله�ی ٣.١

م�ͳپردازیم. ͳکابل های معادله گذاری نام علت درباره�ی مختصری توضی به اینجا در

در ها آن واق΄ در . آیند ͳم شمار به بدن ͳعصب های سلول مهمترین از ͳی ها نورون ، اعصاب علوم در

درک قدرت ، مغز کنترل مانند دارند برخور ͳمهم مسئولیت از بدن ͳعصب سیستم مرکزی و ͳاصل ساختمان

عمل منفرد صورت به ها سلول این م�ͳگیرد. صورت ها نورون توسط ارتباط این نحوه�ی و بدن حافظه�ی و

م�ͳکنند.

هستند قسمت سه شامل ها نورون ͳطرف از

دندریت�ها :١

سوما سلول :٢

اکسون سلول :٣

برق انتقال مانند رفتارشان نحوه�ی دارند عهده بر بدن در را انرژی پخش مسئولیت که ها دندریت اینجا در



۶ ͳمقدمات قضایای و مفاهیم تعاریف، .١

. است ها کابل در

براساس را برق ها�ی کابل و ͳرافΎتل ها�ی کابل ، ها دندریت رفتار نحوه�ی تامسون ویلیام نام به دانشمندی

در حرارت انتقال و بدن ͳعصب سیستم توصیف به و کرد سازی مدل ͳجزئ مشتقات با دیفرانسیل معادلات

اساس بر معادلات این زیرا م�ͳشود گفته ͳکابل معادلات دیفرانسیل های معادله این به پرداخت. ها کابل

اند. شده سازی مدل برق های کابل رفتار

حسابکسری ۴.١

آشنا کسری حساب آمدن وجود به نحوه�ی با و م�ͳکنیم بیان را کسری حساب تاریخچه�ی ابتدا بخش این در

. [٢] م�ͳشویم

تاریخچه ١.۴.١

است. غلط نام Έی کسری حساب اسم واق΄ در دارد صحی حساب با برابر ͳقدمت تقریباً کسری حساب

ͳنامیدند.وقت کسری حساب را آن و دادند بسط کسری مرتبه�ی به تنها را انتΎرال و مشتق ها ریاضیدان ابتدا

بیشتر است. کننده گمراه حدود�ی تا ماندکه ͳباق اسم این شد داده تعمیم دلخواه مرتبه�ی به انتΎرال و مشتق

ͳیعن کسری مشتق است)و صحی عدد n آشناهستند( ٣ نیتز لیب (d
ny

dxn
) ام n مرتبه مشتق با ها ریاضیدان

کسراست. Έی n ͳوقت d
ny

dxn

چΎونه dny

dxn
، n =

1

2
اگر پرسید ، نوشت نیتز لیب برای سوال Έی ۴ هوپیتال ال ١۶٩۵ سپتامبر ٣٠ در

کسری حساب توسعه در ها سال ͳپ در شد. متولد کسری حساب در مطالعه سوال این با و شود ͳم تعریف

است صحی عدد Έی m که y = xm با ۵ لرویس ، ١٨١٩ سال در آمد. دست به ͳکم های پیشرفت

آورد دست به زیر صورت رابه آن ام n مرتبه�ی مشتق و کرد شروع
dny

dxn
=

m!

(m− n)!
xm−n, m ≥ n,

٣Leibnz
۴L’Hopital
۵Lacroix
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دیΎر ͳعبارت به یا
dny

dxn
=

Γ(m+ 1)

Γ(m− n+ 1)
xm−n, m ≥ n,

است گاما تاب΄ Γ(.) که

Γ(ν) =

∫ ∞

0

e−xxν−1dx, ν > 0. (١.١)

کرد ارائه زیر صورت به ͳصریح جواب n = 1
2
و y = xبرای سپس

d
1
2y

dx1
2

=
2
√
x√
π
.

کسری درحساب پیشرفت نبود.بیشترین استفاده قابل تواب΄ از ͳخیل برای که بود این لرویس روش مشل

نتای; با او آمد. دست به کرد، کسری حساب مطالعه�ی به شروع اشتیاق با ۶ لیوویل ͳوقت ١٨٣٢ سال در

کرد. شروع eax تاب΄ صحی مرتبه�ی از مشتق مورد در شده شناخته

Dmeax = ameax,

صورت به را eax تاب΄ دلخواه مرتبه�ی از ومشتق

Dνeax = aνeax, (٢.١)

شل به سری Έی صورت به را آن بتوان که f(x) تاب΄ هر برای را دلخواه مرتبه�ی از مشتق سپس کرد. بیان

f(x) =
∞∑
n=0

cne
anx, Re(an) > 0, (٣.١)

کرد تعریف زیر صورت به ، داد بسط

Dνf(x) =
∑∞

n=0 cna
ν
ne

anx,

برای مشتق از نمایش این چه شد.اگر شناخته کسری مشتق برای لیوویل فرمول اولین عنوان به فرمول این که

نوشت. (٣.١) شل به را ها آن بتوان که است مفید ͳتوابع برای تنها اما است دلخواه مرتبه�ی

به انتΎرال Έی ابتدا او کرد. شروع دوم تعریف برای را خود تلاش لیوویل تعریف این محدودیت علت به

. (١.١)است در گاما تاب΄ تعریف به Έنزدی بسیار که کرد تعریف زیر صورت

I =

∫ ∞

0

ua−1e−xudu, a > 0, x > 0, (۴.١)

۶Liouvill
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آورد دست به را زیر ی رابطه xu = t متغیر تغییر وبا

I = x−a
∫∞
0
ta−1e−tdt = x−aΓ(a).

با است معادل بالا رابطه�ی

x−a =
1

Γ(a)
I.

طرف دو هر از Dν گرفتن با لیوویل (٢.١) در ν مرتبه�ی مشتق و در(١.۴) I انتΎرال تعریف به توجه با

آورد دست به را زیر فرمول بالا معادله�ی

Dνx−a =
(−1)ν

Γ(a)

∫ ∞

0

ua+ν−1e−xudu. (۵.١)

نوشت زیر شل به را بالا رابطه�ی در موجود انتΎرال xu = t متغیر تغییر Έکم با دوباره ͳطرف ∫از ∞

0

ua+ν−1e−xudu = x−(a+ν)Γ(a+ ν). (۶.١)

صورت به را خود کسری مشتق تعریف دومین و(١.۶) (۵.١) روابط از استفاده با او سرانجام

Dνx−a =
(−1)νΓ(a+ ν)

Γ(a)
x−a−ν , a > 0,

مفیدترین زیاد احتمال به بود. f(x) = x−a شل به ͳتوابع به محدود تعریف این هم باز که کرد ارائه

دست شدند،به منتشر ١٨٩٢ درسال ٧که ریمان برنارد های مقاله از کسری حساب توسعه�ی در پیشرفت

آورد دست به دلخواه مرتبه�ی از مشتق برای را زیر فرمول تیلور سری تعمیم با ریمان آمد.

Dνf(x) =
1

Γ(ν)

∫ x

c

(x− t)ν−1f(t)dt+ ψ(x).

مشتق تعریف امروزه کرد. اضافه را ψ متمم تاب΄ تعریفش به ریمان c انتΎرال پایین حد در ابهام علت به

برند. ͳم کار به ψ دهنده�ی دردسر تاب΄ بدون را ریمان کسری

کردند استفاده ͳمتناه تفاضل از کسری مشتق تعریف ٩برای لتنیف ٨و سال(١٨۶٨-١٨۶٧)گرانوالد در

لیوویل ــ ریمان کسری مشتق تعریف با تعریف این شدکه اثبات شد، تفسیر کسری مشتق های ͳویژگ ͳوقت و
٧Bernard Riemman
٨Grundwald
٩Letnikov
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است. ارز هم

در کرد. تعریف لیوویل ــ ریمان نوع با مشابه را کسری مشتق از دیΎری نوع Έی کاپاتو١٠ ١٩۶٧ درسال

. م�ͳپردازیم کسری انتΎرال و مشتق انواع تعریف به بعدی بخش

کسری انتΎرال و تعریفمشتق ٢.۴.١

لیوویل ــ ریمان کسری انتΎرال و ١)مشتق

باشد،پس R ͳحقیق اعداد محور روی کراندار بازه�ی Έی [a, b] و −∞ < a < b < +∞ کنید فرض

α)را ͳحقیق قسمت ) Re(α) > 0 که α ∈ C مرتبه�ی از Iαb−f راست و Iαa+f چپ کسری های انتΎرال

کنیم ͳم تعریف زیر صورت به

(Iαa+f)(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

f(t)

(x− t)1−α
dt, x > a. (٧.١)

(Iαb−f)(x) =
1

Γ(α)

∫ b

x

f(t)

(t− x)1−α
dt, x < b. (٨.١)

داریم α = n ∈ N برای

(Ina+f)(x) =

∫ x

a

dt1

∫ t1

a

dt2...

∫ tn−1

a

f(tn)dtn =
1

(n− 1)!

∫ x

a

(x− t)n−1f(t)dt,

(Inb−f)(x) =

∫ b

x

dt1

∫ t1

b

dt2...

∫ b

tn−1

f(tn)dtn =
1

(n− 1)!

∫ b

x

(t− x)n−1f(t)dt,

از لیوویل ــ ریمان راست و چپ کسری های مشتق تعریف به (٨.١) و (٧.١) تعاریف به توجه با اکنون

م�ͳشوند. داده نمایش Dα
b−f و Dα

a+f نمادهای با ترتیب به که م�ͳپردازیم (Re(α) ≥ 0) α ∈ C مرتبه�ی

(Dα
a+f)(x) := (

d

dx
)n(In−α

a+ f)(x) =
1

Γ(n− α)
(
d

dx
)n
∫ x

a

f(t)

(x− t)α−n+1
dt, x > a,

(٩.١)
١٠Caputo
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(Dα
b−f)(x) := (

−d
dx

)n(In−α
b− f)(x) =

1

Γ(n− α)
(
−d
dx

)n
∫ b

x

f(t)

(t− x)α−n+1
dt, x < b.

(١٠.١)

است. R(α) صحی قسمت ͳمعن به [R(α)] و α ͳحقیق قسمت ͳمعن به Re(α) . n = [R(α)] + 1 که

شد. خواهند زیر صورت به بالا تعاریف α = n ∈ N◦ ͳوقت

(D◦
a+f)(x) = (D◦

b−f)(x) = f(x),

(Dn
a+f)(x) = f (n)(x), (Dn

b−f)(x) = (−1)nf (n)(x), (n ∈ N). (١١.١)

لیوویل کسری انتΎرال و ٢)مشتق

تمام برای که است لیوویل ـ ریمان کسری انتΎرال و مشتق همان واق΄ در لیوویل کسری انتΎرال و مشتق

انتΎرال و مشتق درتعریف لیوویل کسری انتΎرال و مشتق تعریف برای ͳیعن م�ͳشود. Rتعریف ͳحقیق اعداد

. b = +∞ و a = −∞ م�ͳدهیم قرار لیوویل ـ ریمان کسری

و Iα−f و Iα+f نماد با ترتیب به را (Re(α) > 0) α ∈ C مرتبه�ی از لیوویل راست و چپ کسری انتΎرال

م�ͳدهیم. نمایش Dα
−f و Dα

+f نماد با ترتیب به را لیوویل راست و چپ کسری مشتق

کاپاتو کسری ٣)مشتق

و باشد R روی کراندار بازه�ی Έی [a, b] کنید فرض

Dα
a+[f(t)](x) ≡ (Dα

a+f)(x),

Dα
b−[f(t)](x) ≡ (Dα

b−f)(x).

حال باشند. (Re(α) ≥ 0) α ∈ C مرتبه�ی از لیوویل ــ ریمان راست و چپ کسری های مشتق ترتیب به

(Re(α) ≥ 0)α ∈ C ازمرتبه�ی (CDα
b−f)(x) و (CDα

a+f)(x) کاپاتو راست و چپ کسری های مشتق

م�ͳکنیم تعریف زیر صورت به لیوویل ــ ریمان راست و چپ کسری های مشتق Έکم به [a, b] بازه�ی راروی

(CDα
a+f)(x) =

(
Dα

a+

[
f(t)−

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(t− a)k

])
(x), (١٢.١)


