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سبزواری حͺیم دانشͽاه آموختͽان دانش نامه سوگند

مادی سرمایه�های و استادان دانش از بهره�گیری و کوششخویش پاک، آفریدگار خواست به که ͷاین

یاد سوگند بزرگ خداوند پیشͽاه در گردآورده�ام، خرد و دانش از توشه�ای بوم، و مرز این معنوی و

شما بزرگ، خداوند بردارم. گام ودرست راست راه بر همواره دانشخویش، به�کارگیری در که مͬ�کنم

توان و دانش ازهمه که مͬ�گیرم گواه امین داورانͬ عنوان به را حاضران دیͽر و دانشجویان شاهدان،

برای بهتر جایͬ به جهان تبدیل برای کوششͬ هیچ از و گیرم بهره دانش مرزهای گسترش برای خود

خود همنوعان و باشم داشته نظر در را انسانͬ کرامت همواره که مͬ�بندم پیمان نورزم. دریغ زیستن،

خویش دانش کارگیری به در که خورم مͬ سوگند دهم. یاری امͺان حد سر تا مͺان و زمان هر در را

بزرگ ادیان از برخاسته اخلاقͬ اصول و شرافت پرهیزگاری، آیین انسانͬ، رسم و راه با که کاری به

انسانͬ شمول جهان اصول سایه در همچنین نیازم. دست دارد مباینت اسلام، مبین دین ویژه به الهͬ،

فروگذاری میهنانم هم و میهن سرافرازی و آبادانͬ برای کوششͬ هیچ از مͬ�بندم پیمان اسلامͬ، و

ملت و خویش بیدار وجدان برابر در و او پیشͽاه در همواره تا طلبم یاری به را بزرگ خداوند و نͺنم

بمانم. استوار ابد تا پیمان این بر سرافراز،

قاسمͬ هادی خانوادگͬ: نام و نام

امضا: و تاریخ



پایان�نامه از تأییدیه�یهیأتداورانجلسه�یدفاع

کامپیوتر علوم و ریاضͬ دانشͺده دانشͺده: نام

قاسمͬ هادی دانشجو: نام

شرطͬ طیف و طیف شبه حافظ خطͬ های نͽاشت پایان�نامه: عنوان

١٣٩٢ دفاع: تاریخ

محض ریاضͬ رشته:

آنالیز گرایش:



نتایج اصالت تأییدیه�یصحتو

تعالͬ باسمه

محض ریاضͬ رشته دانشجوی ٩٠٢٣١٢٢٠٣۵ دانشجویͬ شماره به قاسمͬ هادی اینجانب

و اینجانب کار حاصل پایان�نامه این نتایج کلیه�ی که مͬ�نمایم تأیید ارشد کارشناسͬ تحصیلͬ مقطع

مشخصات کامل ذکر با را دیͽران آثار از نسخه�برداری�شده موارد و است تصرف و دخل هرگونه بدون

و ضوابط با مطابق دانشͽاه تشخیص به فوق، مندرجات خلاف اثبات درصورت کرده�ام. ذکر منبع

نشریات و کتب تͺثیر و ترجمه قانون و مصنفان و مؤلفان حقوق از حمایت قانون ) حاکم مقررات

و شد خواهد رفتار اینجانب با ( ... انضباطͬ و پژوهشͬ آموزشͬ، مقررات و ضوابط صوتͬ، آثار و

از را مجازات و تخلف تعیین تشخیصو و مͺتسب حقوق احقاق اعتراضدرخصوص هرگونه حق

حقوقͬ و حقیقͬ از اشخاصاعم به پاسخͽویͬ هرگونه مسؤولیت ضمن، در مͬ�نمایم. خویشسلب

هیچ�گونه دانشͽاه و بود خواهد اینجانب عهده�ی به قضایͬ) و اداری از (اعم ذی�صلاح مراجع و

داشت. نخواهد خصوص این در مسؤولیتͬ

قاسمͬ هادی خانوادگͬ: نام و نام

امضا: و تاریخ



پایان�نامه از بهره�برداری مجوز

توسط که محدودیتͬ به توجه با و کتابخانه مقررات چهارچوب در پایان�نامه این از بهره�برداری

است: بلامانع مͬ�شود، تعیین زیر شرح به راهنما استاد

است. بلامانع همͽان برای پایان�نامه این از بهره�برداری □

است. بلامانع راهنما، استاد از مجوز اخذ با پایان�نامه این از بهره�برداری □

است. ممنوع .................................... تاریخ تا پایان�نامه این از بهره�برداری □

شاطری لعل طیبه دکتر راهنما: استاد

تاریخ:

امضا:



قدردانͬ

آراست. عقل زیور را آدمͬ خود، بͬ�کران لطف با که را حͺیم خداوندگار سپاس

لعل طیبه دکتر خانم سرکار خود، راهنمای استاد بͬ�دریغ زحمات از مͬ�دانم خود وظیفه� آغاز در

به مجموعه این ایشان، ارزنده� راهنمایͬ�های بدون قطعاً که کنم قدردانͬ و تشͺر صمیمانه شاطری،

نمͬ�رسید. انجام

آماده در و فرمودند تقبل را رساله این مشاوره� و مطالعه زحمت که صادقͬ دکتر آقای جناب از

دارم. را امتنان کمال دادند، قرار راهنمایͬ مورد را اینجانب رساله، این سازی

از بعد و عزیزم مادر و پدر مهربانͬ، و مهر خداوندگاران دستان بر مͬ�زنم بوسه ادب رسم به و

و سرشار عاطفه پاس به مهربانم همسر از مͬ�کنم تشͺر و را مقدس�شان وجود مͬ�کنم ستایش خدا،

بود. من پشتیبان بهترین که وجودش، امیدبخش گرمای

(ع). علͬ عالمیان، امیر قدسͬ محضر به کنم مͬ پیشͺش را رساله این پایان در

قاسمͬ هادی

١٣٩٢



چͺیده

یͺدار باناخ جبرهای بین طیفشرطͬ -ϵ و طیف شبه -ϵحافظ خطͬ های نͽاشت نامه پایان این در

های نͽاشت بودن طیف حافظ رسیم مͬ آن به که جالبͬ نتایج از ͬͺی دهیم. مͬ قرار مطالعه رامورد

ابتدا شود. مͬ یͺمتر یͺریختͬ ͷی نͽاشت این حالات از بسیاری در که است طیف شبه -ϵحافظ

بین روابط سپس کنیم مͬ تعریف را ضربͬ تقریبا -ϵ،ͬشرط طیف -ϵ،طیف ϵ-شبه های نͽاشت

با مشابه ای قضیه و کرده بررسͬ را یͺدار مختلط باناخ جبر از عضو ͷی شرطͬ طیف و طیف شبه

را یͺدار باناخ جبر ͷی ͬͽآشفت -ϵنهایت در کنیم. مͬ ثابت طیف شبه -ϵ برای را زلاسͺو قضیه

به را آن ͬͽآشفت و عنصر ͷی شرطͬ طیف و طیف شبه طیف، بین را روابطͬ و خواص و مطالعه

آوریم. مͬ دست

ͬͽآشفت خطͬ، حافظ ضربͬ، تقریبا نͽاشت شرطͬ، طیف طیف، شبه کلیدی: واژگان
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پیشͽفتار

ϵ-شبه ، ١ رانسفورد یافته تعمیم طیف ها آن جمله از دارد وجود طیف مفهوم از بسیاری های تعمیم

و طیف ϵ-شبه هم است، جبری کاملا مفهوم ͷی که طیف برخلاف است. شرطͬ ϵ-طیف و طیف

هستند. نیز طیف شامل ها مجموعه این دوی هر و اند وابسته نرم به شرطͬ ϵ-طیف هم

عملͽرهاست. نظریه و ماتریسها نظریه در فعال تحقیقاتͬ یͷموضوع بودن حافظخطͬ مسایل

مساله میان این در است. داده ارایه مسایل این مورد در مفصلͬ اطلاعات ٢٠٠٧ سال در ٢ مولنار
۴ مویلز و ٣ مارکوس جمله از که است بوده بیشتری توجه مورد طیف حافظ های نͽاشت توصیف

،٧ آلامینوس چنین هم اند. پرداخته آن به (١٩٩۶) سرور و (١٩٨۶) ۶ سرور و ۵ جعفریان ،(١٩۵٩)

کولͺارنͬ اند. کرده بررسͬ را تقریبͬ طیف حافظ های نͽاشت ٢٠١١ سال در ٩ ویلنا و ٨ اکستریمرا

کومار ،٢٠١٢ سال در ادامه در و کردند مطالعه را شرطͬ طیف ٢٠٠٨ سال در نیز ١١ سوکومار و ١٠

اند. داده قرار بررسͬ و بحث مورد را شرطͬ طیف و طیف شبه حافظ های نͽاشت کولͺارنͬ و ١٢

١Ransford
٢Molnar
٣Marcus
۴Moyls
۵Jafarian
۶Sourour
٧Alaminos
٨Extremera
٩Villena
١٠Kulkarni
١١Sukumar
١٢Kumar
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1. G. Krishns Kumar, Linear maps preserving pseudospectrum and condition spec-

trum, Banach J. Math. Anal. 6 (2012), no, 1, 45-60.

2. B.E. Johnson, Approximately multiplicative maps between Banach algebras, J. Lon-

don Math. Soc. (2) 37 (1988), no. 2, 294-316.

3. S.H. Kulkarni and D. Sukumar, Almost multiplicative functions on commutative Ba-
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طیف شبه بین روابط و یͺدار مختلط باناخ جبر در عنصر ͷی شرطͬ طیف و طیف خواصشبه

شبه که یͺدار باناخ جبرهای بین خطͬ های نͽاشت چنین هم کنیم. مͬ بررسͬ را شرطͬ طیف و

و شرطͬ ϵ-طیف و طیف ϵ-شبه تعریف با کرده، مطالعه کنند مͬ حفظ را شرطͬ طیف و طیف

کند مͬ حفظ نیز را طیف طیف، ϵ-شبه حافظ نͽاشت ͷی دهیم مͬ نشان تقریبͬ نͽاشتϵ-ضربͬ

جبر ͷی ͬͽآشفت-ϵ نهایت در شود. مͬ یͺمتر یͺریختͬ ͷی نͽاشت این حالات از بسیاری در که

و عنصر ͷی شرطͬ طیف و طیف شبه طیف، بین را روابطͬ و خواص و مطالعه را یͺدار باناخ

آوریم. مͬ دست به را آن ͬͽآشفت

٢



١ فصل

پیشنیازها و تعاریف

قضایای و تعاریف بیان به لورانت، عملͽرهای و ∗C-جبرها باناخ، جبرهای معرفͬ با فصل این در

پردازیم. مͬ بعد های فصل در نیاز مورد

∗C-جبرها و باناخ جبرهای ١-١

بیان را مقدماتͬ های قضیه سپس کنیم مͬ معرفͬ را ∗C-جبرها و باناخ جبرهای ابتدا بخش این در

کنیم. مͬ

ضرب آن در که C مختلط میدان روی A برداری فضای ͷی .١-١-١ تعریف

A× A −→ A ؛ (a, b) −→ ab

روابط در α اسͺالر هر و x, y, z ∈ A هر برای و است شده تعریف

x(yz) = (xy)z

٣



∗C-جبرها و باناخ جبرهای .١-١ پیشنیازها و تعاریف .١ فصل

x(y + z) = xy + xz

(x+ y)z = xz + yz

α(xy) = (αx)y = x(αy)

گوییم. مختلط جبر ͷی را کند صدق

که طوری به باشد وجود e ∈ A هرگاه گوییم ١ یͺدار را A جبر .١-١-٢ تعریف

ea = ae = a (a ∈ A)

گوییم. A ٢ یͺه را eصورت این در

که طوری به باشد موجود A روی ∥ · ∥ نرم هرگاه گوییم نرمدار را A جبر .١-١-٣ تعریف

∥xy∥ ≤ ∥x∥∥y∥ (x, y ∈ A).

گوییم. ٣ باناخ جبر را A باشد، باناخ فضای ͷی نرم به نسبت A نرمدار جبر اگر .۴-١-١ تعریف

.∥e∥ = ١ کنیم مͬ قرارداد گاه آن باشد e یͺه عضو با یͺدار باناخ جبر A اگر .۵-١-١ ملاحظه

صورت این در .a ∈ A و باشد e یͺه عضو با یͺدار جبر A کنید فرض .۶-١-١ تعریف
١unital
٢unit
٣Banach algebra

۴



∗C-جبرها و باناخ جبرهای .١-١ پیشنیازها و تعاریف .١ فصل

که طوری به باشد موجود b ∈ A هرگاه گوییم ۴ چپ پذیر معͺوس را a .١

ba = e

که طوری به باشد موجود b ∈ A هرگاه گوییم ۵ راست پذیر معͺوس را a .٢

ab = e

که طوری به باشد موجود b ∈ A هرگاه گوییم ۶ پذیر معͺوس را a .٣

ba = ab = e

دهیم. مͬ نشان Inv(A) با را A پذیر معͺوس عناصر مجموعه

همه جبر یعنͬ BL(X) صورت این در باشد. باناخ فضای ͷی X کنیم فرض .١-١-٧ مثال

عنصر I همانͬ عملͽر و است معمولͬ نرم به نسبت باناخ جبر ͷیX روی کراندار خطͬ عملͽرهای

است. آن همانͬ

است. باناخ جبر ͷی مطلق قدر نرم با مختلط اعداد مجموعه .١-١-٨ مثال

این در ∥a∥ < ١ که طوری به a ∈ A و باشد یͺدار باناخ جبر ͷی A کنید فرض .١-١-٩ قضیه
۴left invertible
۵right invertible
۶invertible

۵



∗C-جبرها و باناخ جبرهای .١-١ پیشنیازها و تعاریف .١ فصل

صورت

(١− a)−١ =
∞∑

n=٠
an و ١− a ∈ Inv(A)

که آنجا از برهان.
∞∑

n=٠
∥an∥ ≤

∞∑
n=٠

∥a∥n = (١− ∥a∥)−١ < ∞

کند میل n −→ ∞ اگر حال همͽراست. b ∈ A مانند عضوی به
∑∞

n=٠ a
n سری بنابراین

١− an+١ = (١− a)(١+ a+ · · ·+ an) = (١+ a+ · · ·+ an)(١− a)

به همͽراست

١ = (١− a)b = b(١− a)

■ است. ١− aوسͺمع b بنابراین

∗ : A −→ A نͽاشت A جبر در ٧ برگشت ͷی است. مفروض A مختلط جبر .١-١-١٠ تعریف

کند. مͬ صدق زیر روابط در λ ∈ C و x, y ∈ A هر ازای به که طوری به است

(x∗)∗ = x و (x+ y)∗ = x∗ + y∗

(λx)∗ = λx∗ و (xy)∗ = y∗x∗

گوییم. ∗-جبر را برگشت دارای مختلط جبر ͷی
٧involution

۶



∗C-جبرها و باناخ جبرهای .١-١ پیشنیازها و تعاریف .١ فصل

هرگاه گوییم نرمدار یͷ∗-جبر را x −→ x∗ برگشت همراه به A نرمدار جبر .١-١-١١ تعریف

∥x∥ = ∥x∗∥ (x ∈ A).

شود. مͬ نامیده باناخ ∗-جبر گاه آن باشد باناخ A اگر این بر علاوه

که باناخ یͷ∗-جبر .١-١-١٢ تعریف

∥x∗x∥ = ∥x∥٢ (x ∈ A)

شود. مͬ نامیده ٨ ∗C-جبر ͷی

عدد هر مزدوج اگر گیریم. مͬ نظر در مطلق قدر نرم با را مختلط اعداد مجموعه .١-١-١٣ مثال

است. ∗C-جبر ͷی C گاه آن بͽیریم نظر در عدد آن برگشت عنوان به را مختلط

است. ∗C-جبر ͷی مربعͬ های ماتریس همه مجموعه .١۴-١-١ مثال

گاه آن x ∈ A و باشد، ∗C-جبر ͷی A اگر .١۵-١-١ تعریف

.x = x∗ هرگاه گویند ٩ خودالحاق را x .١

.xx∗ = x∗x گاه هر گویند ١٠ نرمال را x .٢

طیف λ و λ · e گرفتن ͬͺی با باشد. e یͺه عضو با باناخ جبر ͷی A فرضکنید تعریف١-١-١۶.
٨C*-algebra
٩self-adjoint
١٠normal

٧



∗C-جبرها و باناخ جبرهای .١-١ پیشنیازها و تعاریف .١ فصل

شود مͬ تعریف زیر صورت به a ∈ A عضو ͷی ١١

σ(a) = {λ ∈ C : λ− a /∈ Inv(A)}.

زیر صورت به a ١٢ طیفͬ شعاع .a ∈ A و یͺدار باناخ جبر ͷیA کنید فرض .١-١-١٧ تعریف

شود مͬ تعریف

r(a) = {sup |λ| : λ ∈ σ(a)}.

گاه آن x ∈ A و باشد باناخ جبر ͷیA اگر .١-١-١٨ قضیه

r(x) = lim
n−→∞

∥xn∥
١
n .

■ .١٣.١٠ قضیه [١] مرجع به شود رجوع برهان.

گاه آن باشد، ∗C-جبر ͷی از الحاق خود عضوی x اگر .١-١-١٩ قضیه

r(x) = ∥x∥.

که است واضح برهان.

∥x∥٢ = ∥x∗x∥ = ∥x٢∥

که شود مͬ داده نشان استقرا با و

∥x∥٢n

= ∥x٢n∥
١١spectrum
١٢spectral radius

٨



شرطͬ طیف و طیف شبه .١-٢ پیشنیازها و تعاریف .١ فصل

بنابراین

r(x) = lim
n−→∞

∥xn∥
١
n = lim

n−→∞
∥x٢n∥

١
٢n = ∥x∥.

■

.r(x) = ∥x∥ گاه آن باشد، ∗C-جبر ͷی از نرمال عضوی x اگر .١-١-٢٠ قضیه

برهان.

∥x∥٢ = ∥x∗x∥ = r(x∗x) ≤ r(x∗)r(x) ≤ ∥x∗∥∥x∥ = ∥x∥٢.

■ .r(x) = ∥x∥ بنابراین

طیفشرطͬ و طیف شبه ١-٢

طیف و طیف شبه بین رابطه و شویم مͬ آشنا شرطͬ طیف و طیف شبه مفاهیم با بخش این در

کنیم. مͬ بررسͬ را باناخ جبر ͷی از عضوی شرطͬ

صورتϵ-شبه این در .ϵ > ٠ و باشد یͺدار مختلط باناخ جبر ͷی A کنید فرض .١-٢-١ تعریف

کنیم مͬ تعریف زیر صورت به و داده نشان Λϵ(a) نماد با را a ∈ A عضو ͷی ١٣ طیف

Λϵ(a) = {λ ∈ C : ∥(λ− a)−١∥ ≥ ١
ϵ
}.

دهیم مͬ قرار گاه آن نباشد پذیر معͺوس λ− a اگر فوق تعریف در

∥(λ− a)−١∥ = ∞
١٣ϵ-pseudospectrum

٩



شرطͬ طیف و طیف شبه .١-٢ پیشنیازها و تعاریف .١ فصل

.σ(a) ⊆ Λϵ(a) همواره ϵ > ٠ هر برای بنابراین .

صورت این در .٠ < ϵ < ١ و باشد یͺدار مختلط باناخ جبر ͷی A کنید فرض .١-٢-٢ تعریف

کنیم مͬ تعریف زیر صورت به و داده نشان σϵ(a) نماد با را a ∈ A عضو ͷی ١۴ شرطͬ ϵ-طیف

σϵ(a) = {λ ∈ C : ∥λ− a∥∥(λ− a)−١∥ ≥ ١
ϵ
}.

دهیم مͬ قرار گاه آن نباشد پذیر معͺوس λ− a اگر مشابه طور به

∥λ− a∥∥(λ− a)−١∥ = ∞

���� .σ(a) ⊆ σϵ(a) همواره ٠ < ϵ < ١ هر برای بنابراین .

١۵ شرطͬ طیف ϵ-شعاع کند. صدق ١-٢-٢ تعریف شرایط در A, ϵ کنید فرض .١-٢-٣ تعریف

کنیم مͬ تعریف زیر صورت به و داده نشان rϵ(a) نماد با را a ∈ A عضو ͷی

rϵ(a) = {sup |λ| : λ ∈ σϵ(a)}.

صورت این در کنند. صدق ١-٢-٢ تعریف شرایط در A, ϵ کنید فرض .۴-١-٢ گزاره

r(a) ≤ rϵ(a) ≤ (
١ + ϵ

١ − ϵ
)∥a∥.

اگر صورت این در λ ∈ σϵ(a) کنید فرض حال .r(a) ≤ rϵ(a) لذا σ(a) ⊆ σϵ(a) چون برهان.
١۴ϵ-condition spectrum
١۵ϵ-condition spectral radius

١٠



شرطͬ طیف و طیف شبه .١-٢ پیشنیازها و تعاریف .١ فصل

داریم وضوح به گاه آن |λ| ≤ ∥a∥

|λ| ≤ ١ + ϵ

١ − ϵ
∥a∥

داریم و است پذیر معͺوس λ− a گاه آن |λ| > ∥a∥ اگر و

∥(λ− a)−١∥ ≤ ١
|λ| − ∥a∥

بنابراین

١ ≤ ϵ∥(λ− a)−١∥∥λ− a∥ ≤ ϵ
|λ|+ ∥a∥
|λ| − ∥a∥

نتیجه در و

|λ| ≤ ١ + ϵ

١ − ϵ
∥a∥.

■

ͷی از عضو ͷی شرطͬ طیف و طیف شبه بین ی رابطه که شود مͬ مطرح گزاره دو ادامه در

کند. مͬ بیان را یͺدار مختلط باناخ جبر

این در .٠ < ϵ < ١ و a ∈ A باشد، یͺدار مختلط باناخ جبر ͷی A کنید فرض .۵-١-٢ گزاره

صورت

σϵ(a) ⊆ Λ٢ϵ∥a∥
١ − ϵ

(a).

داریم لذا ،λ ∈ σϵ(a) کنید فرض برهان.

|λ| ≤ (١ + ϵ)∥a∥
١ − ϵ

١١



شرطͬ طیف و طیف شبه .١-٢ پیشنیازها و تعاریف .١ فصل

بنابراین و

∥λ− a∥ ≤ |λ|+ ∥a∥ ≤ (١ + ϵ)∥a∥
١ − ϵ

+ ∥a∥

=
٢∥a∥
١ − ϵ

داریم λ ∈ σϵ(a) چون طرفͬ از

∥λ− a∥∥(λ− a)−١∥ ≥ ١
ϵ

بنابراین

∥(λ− a)−١∥ ≥ ١
ϵ∥λ− a∥

≥ ١ − ϵ

٢ϵ∥a∥
.

■

مضرب a ∈ A اگر .ϵ > ٠ و باشد یͺدار مختلط باناخ جبر ͷی A کنید فرض .۶-١-٢ گزاره

کنیم تعریف و نباشد e از اسͺالری

Ma = inf{∥z − a∥ : z ∈ C}

گاه آن

Λϵ(a) ⊆ σ ϵ

Ma

(a).

١٢


