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خطي  مفيد براي حل معادلات ديفرانسيل جزئي غير  هاي بسيار هاي انتگرال اول و بسط تابع بيضوي ژاكوبي، از روش روش

. هاي تكراري و سوليتوني نيز دست يافت توان به جواب هاي دقيق، مي دست آوردن جواب ها علاوه بر به هستند كه در آن

دست آمده حاكي از  ها به كار رفته اند و نتايج به ز معادلات و دستگاهها براي بسياري ا در اين پايان نامه اين روش

  . كارآمدي و سادگي اين روش ها است

 .                         استفاده شده است 15براي انجام محاسبات از ميپل  

 

 

 

 

 

 

جواب دقيق، جواب سوليتوني،  روش انتگرال اول، روش بسط تابع بيضوي ژاكوبي، معادله با مشتقات جزئي،:  كليد واژه

 .جواب تكراري

   ژاكوبي ل و مقايسه آن با روش بسط تابع بيضويروش انتگرال او

 زهرا اصلان پناه



1                                                                                                                                                    پيشگفتار

 

  پيشگفتار

اي  علاوه بر آن وسيله. رياضيات براي درك علوم طبيعي است مهمترين بخشآناليز نوين و  اي از معادلات ديفرانسيل بخش عمده

  .بسيار عالي براي درك ارتباط بين رياضيات با علوم فيزيكي و مهندسي است

معادلات غير هايي هستند كه به كمك آن، بتوانند براي  روشبسياري از محققين علوم و مهندسي، به دنبال هاي اخير،  در سال

، روش 1هايي مانند روش تعادل همگن از روش نائل شدن به اين هدف،براي . دست آورند بهدقيق   جوابخطي با مشتقات جزئي 

علاوه بر توان  ميها  روش در بعضي از اين. شود استفاده مي... و 4، روش تانژانت هايپربوليك 3تابع نمايي، روش 2توابع هايپربوليك

  .نيز دست يافت... هاي شوك، و  هاي تكراري، جواب هاي سوليتوني، جواب جواب مذكور، به جواب

 انتگرال اول و حل چند معادله با به شرح روشفصل دوم  .شوند تعاريف و مفاهيم اوليه بيان مي فصل اولدر نامه،  در اين پايان

بيضوي ژاكوبي به همراه تابع بسط توابع بيضوي ژاكوبي معرفي شده و روش  فصل سومدر  .اختصاص دارداين روش  استفاده از

  .اند شده  ررسيببيضوي ژاكوبي تابع روش انتگرال اول و روش بسط هاي  جواب فصل چهارم .چند مثال شرح داده شده است

 

                                                             
١
 Homogeneous Balance e method 
٢
Hyperbolic function method  
٣
 Exp function  method 
٤
 Tanh method 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

اول ���  

  �	
��

���������ر�� و   



3                                                  فصل اول                                                                                                  

 

تعريف و نمادگذاري : 1- 1  

نسبت  ،هاي مختلف آن هاي مرتبه ، بيانگر يك تابع مجهول از يك يا چند متغير مستقل و مشتقفرانسيليد لهدمعا : 1-1-1تعريف 

بان معادلات ديفرانسيل ترين بيان خود را در ز بسياري از قوانين عمومي طبيعت، طبيعي. به متغيرهاي مستقل است

  . است ...و  مهندسي و اقتصاد علوم كاربردهاي معادلات ديفرانسيل علاوه بر رياضيات، در.يابند مي

باشد، را  xو مشتقات آن بر حسب  yاي كه شامل  معادله. است xفقط تابعي از متغير مستقل  yفرض كنيم  : 2-1-1تعريف 

. ، مشتقات جزئي هستندyگاه مشتقات  اشد، آنتابعي از دو يا چند متغير مستقل ب yاگر . ناميم مي 1معادله ديفرانسيل معمولي

  .نامند مي 2و مشتقات جزئي آن باشد را معادله ديفرانسيل با مشتقات جزئي yاي كه شامل  معادله

:شوند بندي مي در چهار دسته طبقهمعمولي  معادلات ديفرانسيل  

ي؛ئيا جز معمولي ،نوع) 1(   

.دهد بالاترين مرتبه مشتق موجود در يك معادله ديفرانسيل، مرتبه آن معادله را نشان مي ،مرتبه )2(   

هاي مربوط به متغير  كه كسرها و راديكال بزرگترين توان بالاترين مرتبه مشتق موجود در معادله ديفرانسيل، بعد از آن ،درجه) 3( 

.دهد را نشان ميوابسته و مشتقات آن از معادله حذف شوند، درجه آن معادله ديفرانسيل   

.خطي يا غيرخطي) 4(   

  دهند صورت زير نشان مي را به nمرتبه معمولي در حالت كلي، يك معادله ديفرانسيل 

(n)F (x , y, y ,…, y ) = 0.′  

n ،(n)Fمعادله ديفرانسيل مرتبه  : 3-1-1 تعريف (x , y, y ,…, y ) = تابعي خطي بر حسب  Fرا خطي گويند، هرگاه  0′

y ،y′،... ،(n)y بنابراين يك معادله ديفرانسيل خطي مرتبه . باشدn به صورت زير است  

(n)

0 1 nf (x)= f (x) y +f (x) y +…+f (x) y′  

                                                             
١
 Ordinary differential equation 
٢
 partial differential equation 



4                                                  فصل اول                                                                                                  

 

ifكه در آن  (x) , f (x)  0براي هر i n≤   .هستند x، توابعي برحسب ≥

يك معادله ديفرانسيل جزئي را همگن گوييم، در صورتي كه هر جمله آن شامل متغير وابسته و يا يكي از :  4-1-1تعريف 

  .هاي آن باشد مشتق

  ديفرانسيل معمولي  همعادل:  1-1-1مثال 

2 4 2(y ) + (y ) + ( x + 1) y = cos x ,′′′ ′′
 )1   

  مرتبه سه، درجه دو، و غير خطي؛از 

 
3 4(y ) +(y ) + y = x ,′′′ ′′ ′ )2  

 ؛مرتبه سه، درجه سه، و غير خطياز 

3y + (3y ) + 2 x =5,′′ ′ )3  

  ؛مرتبه دو و درجه يك و غيرخطياز 

  يئمعادلات ديفرانسيل جزو مثالي از 

2 2

2 2

y y
= a ,

t x

∂ ∂

∂ ∂
 )1  

  ؛معادله با مشتقات جزئي، از مرتبه دو، درجه يك و همگن است

  2 2

 x  yu u + u = u + y. )2  

  .معادله با مشتقات جزئي، از مرتبه يك، درجه دو و ناهمگن است

   .گويند موجشود و اغلب حامل انرژي است،  به هر آشفتگي در محيط، كه در فضا يا فضازمان منتشر مي : 5-1-1 تعريف
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هاي  در امواج الكترومغناطيسي ميدان. نامند اگر اين آشفتگي در ميدان الكترومغناطيسي باشد، آن را موج الكترومغناطيسي مي

نور و امواج راديويي از اين نوع . كنند و با سرعت نور انتشار پيدا مي كنند ميالكتريكي و مغناطيسي به طور عمود بر يكديگر نوسان 

  . هستند

در امواج طولي، سرعت انتشار موج، موازي با حركت نوساني آن . شوند امواج طولي و امواج عرضي تقسيم ميها به دو دسته  موج

  . ج الكترومغناطيسي از نوع امواج عرضي هستنداموا. كه، در امواج عرضي، اين سرعت عمود بر آن است است، در حالي

هارمونيك سينوسي است كه آن را با موج ترين موج، انواع  ترين و اساسي به عقيده رياضيدانان، ساده

f ( x , t) = A sin (w t c x)−كه در آن . كنند ، توصيف ميAدامنه موج است ،.  

  .كند ديفرانسيلي است كه در هر زمان، تحول موج هارمونيك را توصيف ميمعادله موج، يك معادله 

مثلاً در امواج كروي حاصل از يك . نامند مي 3را جبهه موج ،هاي هم فاز در محيط انتشار موج، مكان هندسي نقطه:  6-1-1تعريف 

خواهند بود زيرا كليه نقاط واقع برروي اين كره، هايي با مركز مشترك منبع صوت  صورت كره هاي موج به منبع صوت در هوا، جبهه

.باشند فاز مي داراي فاصله يكسان از منبع صوت هستند و به اين علت هم  

  .گويند مي موج تخت ،آن هاگر جبهه موج به صورت يك صفحه باشد ب:  7-1-1تعريف 

صورت سطح يا تخت  تقريبا بههاي موج،  هههاي موج يا جب هاي دور از يك منبع موج كروي سطح كره طور مثال، در فاصله به

  .گويند ها موج تخت مي به اين علت به آن هستند، 

4امواج سيار : 8-1-1تعريف 
uامواجي كه به صورت   (x , t) = f (x c t)− شوند امواج سيار ناميده مي ،شوند نمايش داده مي .

 .كند حركت مي cدهد كه با سرعت  اي را نشان مي آشفتگي ،چنين تابعي

uيك معادله ديفرانسيل با مشتقات جزئي، جوابي است كه به صورت 5 جواب موج سيار (x , t) = f (x c t)− شود نوشته مي. 

  

                                                             
٣
 Front Wave 
٤
 Travelling Wave 
٥
 Travelling wave solution 
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و  اي از تغييرات ناگهاني و برش گونه در منحني، مقادير حالات به ايجاد، انتشار، و يا پيشروي جبهه 6موج شوك:  9-1- 1تعريف 

  .شود ها، اطلاق مي مشخصات محيط

و  ،نهايت بيدار غير قي محدودي از فضا، م ، در منطقهtناميم، كه چگالي انرژي آن در زمان  جوابي از معادله ميدان را، موضعي مي

  .نهايت به صفر حركت كند و در آن ناحيه انتگرالپذير باشد در بي

  شود ت زير را داشته باشد گفته ميكه موضعي بوده و خاصي ،، به جوابي از معادله ميدان غيرخطيموج منفرد:  10-1-1تعريف 

ε (x , t) = ε (x c t)−  

 .تغيير بماند بيبه بيان ديگر، چگالي انرژي با سرعت ثابت 

  است كه وقتي  )يك بسته موج يا پالس( منفرد خود تقويت كننده موج  يك 7سوليتون  در رياضيات و فيزيك،:  11-1-1تعريف 

سوليتون در نتيجه خنثي سازي آثار غيرخطي و پاشندگي در محيط  .كند كند شكل خود را حفظ مي با سرعت ثابت حركت مي

uاگر . شود حاصل مي (x , t) = u (x c t) = u (ε)− ،داشته باشيم  و
ε
lim u (ε) =α
→−∞

و  
ε
lim u (ε) =β
→+∞

اگر  گاه آن ،

α= β معمولا . ناميم موج را سوليتون مي ،باشدα= β 0=.  

  شود ميبه موجي كه سه خاصيت زير را داشته باشد سوليتون گفته 

  .شكل آن تغيير نكند) 1

  .اي از فضا، محدود باشد در منطقه) 2

  .ديگر شكل خود را حفظ كند، مگر با يك انتقال فاز موجبعد از برخورد با ) 3

  .طور متناوب تكرار مي شوند هايي هستند كه به جواب 8هاي پريوديك جواب:  12-1-1تعريف 

0εها  يك يا چند معادله غيرخطي كه جواب موج منفرد آن (x c t)− اگر . گيريم باشد را در نظر ميN  موج منفرد اين جواب، با

εهاي دلخواه، يك موج با انرژي  ها و محل سرعت (x , t) گاه تشكيل دهد، آن  

                                                             
٦
 Shock wave 
٧
 Soliton solution 
٨
 Periodic solution 
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n

i i

i=m

ε (x , t) ε (x a c t) t→ − − → −∞∑  

  اينك، اگر رابطه 

n

i i i

i= m

ε (x , t) ε (x a c t +δ ) t +→ − − → ∞∑  

 .گوييم برقرار باشد، اين موج منفرد، را سوليتون مي

  هاي عمومي، خصوصي و منفرد جواب:  13-1-1تعريف 

بايد برابر با ها  نامند، تعداد ثابت جوابي از يك معادله ديفرانسيل كه شامل تعدادي ثابت باشد را جواب عمومي يا جواب كامل مي

  .مرتبه معادله ديفرانسيل باشد

1به عنوان مثال،  2y = c cos x + c sin x  جواب عمومي معادله ديفرانسيلy + y   .است 0′′ =

وصي دست آيد، را جواب خص ها از جواب عمومي به ثابتي  همهگذاري مقادير عددي به جاي  جوابي از معادله ديفرانسيل كه با جاي

  .نامند مي

yبه عنوان مثال  = cos x + sin x  وy = cos x هاي خصوصي معادله ديفرانسيل  جوابy + y   .هستند 0′′ =

مناسب هاي  بايد با نسبت دادن مقدارهاي خصوصي  يعني جواب. هاي معادله ديفرانسيل باشد جواب عمومي بايد شامل همه جواب

  آيند، دست نمي ا از جواب عمومي بهه هاي آن معادلات ديفرانسيلي موجودند كه همه جواب. دست آيند ها از جواب عمومي به به ثابت

  .نامند جوابي از معادله ديفرانسيل كه از جواب عمومي حاصل نشود را جواب منفرد مي

عنوان مثال،  به
2x

y =
4

2yاز معادله ديفرانسيل  يك جواب منفرد − = x y + y′ است كه از جواب عمومي آن يعني  ′

2y = c x + c آيد دست نمي به.  
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مقدمه:  2-1  

براي حل معادله  2002در سال ] 1[ 1پذير است، اولين بار توسط فنگ اساس قضيه حلقه در جبر تعويض كه بر، روش انتگرال اول

. براي حل معادلات مختلف قرار گرفت[6-2] اين روش مفيد، مورد استقبال بسياري از رياضيدانان . كي دي وي پيشنهاد شد-برگرز

  .به كمك روش انتگرال اول است مختلفهاي  هاي دقيق براي معادله پيدا كردن جواب ،هدف اين فصل

 روش انتگرال اول:  2-2

  وابسته است، در نظر بگيريد tو  xر حقيقي ، كه به دو متغيuبراي تابع را ، غيرخطي با مشتقات جزئيمعادله 

)2-1(                                                                                       t  x t x t t x xF ( u , u , u , u , u , u ,… ) = 0.  

=ξ تغيير متغير k x + w t و u ( x , t ) = U (ξ   .كنيم ، تعريف ميهاي دلخواه هستند ثابت wو، ξ،kكه در آن را ، (

  ، داريميقاعده مشتق زنجيربه بنا 

)2-2(                                      

2
2

2

2 2 2 2
2

2 2 2

d d d
(.) = w (.), (.) = k ( . ), (.) =  w (.),

t d ξ x d ξ t d ξ

d d
(.) = k w (.), (.) = k (.).

t x d ξ x d ξ

∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂

∂ ∂

∂ ∂ ∂

  

  شود به معادله ديفرانسيل معمولي زير تبديل مي ،)1-2(معادله با اين تعريف 

 )2 -3(                                                           2 2
P ( U , w U , k U , k w U , w U , k U ,… ) = 0 ,′ ′ ′′ ′′ ′′  

  كنيم تعريف مي را زير جديدگاه توابع  قابل حل باشد، آن Uبالاترين مرتبه مشتق ، نسبت به )3-2(اگر معادله 

)2-4                   (                                                                                   W (ξ) = U (ξ)′ V(ξ) = U (ξ),  

  شود لات ديفرانسيل معمولي تبديل مياددستگاه معيك معادله ديفرانسيل معمولي به  ،توابعبه كمك اين 

)2-5   (                                                                                                     

V (ξ ) = W ( ξ ),

W ( ξ ) = P ( V(ξ ), W ( ξ ) ).

′


 ′

  

هاي  گاه جواب آن شودتحت شرايط مشابه، پيدا ) 5- 2(، اگر انتگرال دستگاه  ]7[ ه كيفي معادلات ديفرانسيل معموليبه كمك قضي

 ندي وجود ندارد كه، چگونه انتگرال اول را پيدا م  اما چون هيچ نظريه نظام. آيند دست مي ، به طور مستقيم به)5- 2(كلي دستگاه 

                                                             
١
  Feng 
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به و  كند انتگرال پذير تبديل دستگاه يك را به ) 3-2(معادله  تابريم  به كار مي) 5- 2(دستگاه را براي  تقسيمكنيم بنابراين قضيه 

  .يدآ دست مي به ،)1-2(يك جواب دقيق براي معادله اين ترتيب 

f اي غير ثابت يك ميدان باشد،چند جمله F فرض كنيم :  1-2-2 تعريف (X)  روي ميدانF گوييم اگر 2را تحويل ناپذير 

f (X) = p (X) q ( X pگاه  آن ( (X)  ياq (X)  اي ثابت باشد جملهبايد چند. 

2 چند جمله اي:  1- 2- 2 مثال 
X   تحويل پذير است چون ℂ[X]تحويل ناپذير است اما در  R[X]در  1+

2X +1 = [ X+ i ] [ X  i ].−  

3تقسيمقضيه 
Pكه كنيم  فرض مي  :2-2-1  (w, z)  وQ (w, z)  فضاي در   اي چند جملهدو(w , z)ℂ  و باشندP (w, z) 

Qاگر . دناپذير باش تحويل ℂ(w,z)در  (w, z)  نقاط صفردر همه P (w, z) اي مانند  گاه چند جمله آن ،صفر شودG (w, z) 

w)فضاي در  , z)ℂ كه طوري به ،وجود دارد  

Q (w, z) = P (w, z) G (w, z).  

.مراجعه كنيد] 1[توانيد به مرجع  براي اثبات قضيه، مي  

  حل چند معادله با روش انتگرال اول : 2-3

  ]8[ 4امپليتود تنينلمعادله جديد همي : 2-3-1

  شود گرفته مينظر  به صورت زير درمعادله 

2

x t t x ti u + u + 2 σ | u | u ε u = 0,−
  

=σكه در آن  ±1.  

  كنيم را تعريف مي تغيير متغير زير

θ=α x β t.− ξ = k (x λ t),− 
i θu ( x , t ) = e f ( ξ  ),  

fهستند و  هاي دلخواه ثابت، βو  αدر آن كه  (ξ)  ستا و مثبت  تابع حقيقييك.  

                                                             
٢
 irreducible 
٣
 Division Theorem 
٤
 New Hamiltonian amplitude 
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  با اعمال اين تغيير متغير، داريم

2 2 3k ( λ + ε λ ) f ( ξ ) + i k (1+2β λ + ε α λ + ε β ) f ( ξ ) (α + β + ε α β ) f ( ξ ) + 2 σ (f ( ξ )) = 0,′′ ′ −

  

  فرض  و با

1+ ε β
λ = ,

2β + ε α
−

  

2β+εبا فرض  α 0≠.  

  كند زير تغيير مي صورت، به معادلهاين 

2 2 3
k ( λ + ε λ ) f (ξ) (α + β + ε α β ) f (ξ) + 2 σ (f (ξ)) = 0.′′ −

  

   شود دستگاه تبديل مي معادله به ، اينزير تعريف توابعبا 

ξ
Y (ξ ) = f (ξ). X ( ξ  ) = f ( ξ  ) ,

  

)2-6         (                                              

3

2 2 2 2

X (ξ ) = Y( ξ ),

α+β + ε αβ 2σ
Y (ξ ) = X ( ξ ) X (ξ ) .

k ( λ + ε λ ) k ( λ + ε λ )






 −


ɺ

ɺ

  

Yو  X(ξ )بنا به روش انتگرال اول  (ξ ) در صورت انتخاب جواب بديهي، به جواب صفر (  هستند) 6- 2(هاي غير بديهي  جواب

كنيم  فرض مي و) رسيم مي
m

i

i

i= 0

Q (X ,Y ) = a (X ) Y∑ به  ،استدر دامنه اعداد مختلط  يناپذير اي تحويل چندجمله

 كه  طوري

)2-7             (                    
                                      

m
i

i

i= 0

Q ( X (ξ ) , Y (ξ ) ) =  a (X (ξ )) Y (ξ ) = 0 ,∑
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iaدر آن كه  (X ) ،i = ,… ,m0,1 با فرض ma (X) انتگرال ) 7-2(معادله . هستند Xبرحسب  هايي چندجمله اي، ≠0

 واضح است كه. شود ناميده مي) 6-2(اول براي دستگاه 
d Q

d ξ
از  لذا و است  Yو  Xاي برحسب  چندجمله 

Q ( X (ξ) , Y(ξ) ) = نتيجه گرفت كه توان  مي 0
d Q

0
d ξ

، يك چندجمله اي مانند تقسيمبنا به قضيه  لذا. =

g (X ) + h (X ) Y كه  طوري  هب ،در دامنه اعداد مختلط وجود دارد  

 )2 -8 (                                  
m

i

i

i = 0

d Q d Q d X d Q d Y
= + = ( a (X) Y )( g (X) + h (X) Y).

d ξ d X d ξ d Y d ξ
∑

  

mدر اين مثال دو حالت مختلف  mو  1=   .شود بررسي مي، 2=

: حالت اول
 
m =1  

iقراردادن ضرايب  برابر و) 8-2(گذاري در  جايبا 
Y،i = 0 ,1   داريم ،2 ,

)2-9       (                                                                                                   1 1a ( X ) = h ( X ) a ( X ) ,′  

)2-10   (                                                                                  0 1 0a (X) = g (X) a (X) + h (X) a (X),′
  

)2-11 (                          
3

1 02 2 2 2

α +β+ ε αβ 2σ
a (X) X (ξ) X (ξ) = g (X) a (X).

k (λ + ε λ ) k (λ + ε λ )

 
− 

   

 جا كه از آن
i

a (X )،i =  شرط باو  Xبر حسب هايي  چند جمله اي، 0,1
1

a (X) نتيجه  )9-2(از  لذا .هستند ≠0

كه  شود مي
1

a (X)  و است يك ثابتh (X ) = كنيم كه  براي سادگي فرض مي .0
1

a (X) ، Xو از آن جا كه توان هاي  1=

gدرجه ، لذابايد با هم برابر باشند، ) 11-2(در دو طرف  (X)،  با فرض . باشد يك بايد
1 0

g (X ) = A X + B ،داريم  

)2-12    (                                                                                       
21

0 0 0

A
a (X ) = X + B X + A .

2
  

در آنكه 
0

A است ثابت انتگرال گيري .  

  رسيم كه از حل آن، ، به يك دستگاه معادلات جبري ميXهاي  ، و صفر قراردادن ضرايب توان)11-2(در ) 12-2(گذاري  با جاي


