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ণپاسච໋اری...
ای خانواده و دلسوز و مهربان مادری و پدر کرد؛ عطا من به را هستͬ نعمت که شاکرم را پروردگار
شایان شͺر همچنین، است. داده قرار زندگیم مسیر در را فرهیخته هایی انسان و نمود نصیبم همراه

برسانم. پایان به را نامه پایان این تا ساخت راهم رفیق را توفیق که او نثار

راهنما استاد عنوان به ایرانمنش علͬ دکتر آقای جناب پرمایه، و فاضل استاد از دانم مͬ لازم برخود
تشͺر خالصانه بردم ها بهره محضرشان از و اند داده قرار خود محبت و لطف مورد مرا همواره که
مهناز دکتر خانم سرکار ام، فرزانه و مهربان دوست دریغ بی های ͷکم تمام پاس به همچنین، کنم.
دکتر آقایان بزرگوار، اساتید از علاوه، به دارم. مͬ ایشان نثار را کران بی سپاس آبادی قاسم فرودی
و نامه پایان این داوری برای باقری محمد سید دکتر و تاجبخش خسرو دکتر ایرانمنش، علͬ محمد

دارم. را تشͺر کمال دفاع جلسۀ در حضورشان

طاهری زهرا
١٣٩١ اسفندماه



چͺیده
ایساختاری قضیه آنها و مطرحشد ١٩٨١ سال در کیͽل گروئنبرگو توسط بار اولین گرافاول، مفهوم

استوار اساس براین کیͽل-گروئنبرگ، قضیۀ اثبات کردند. بیان ناهمبند اول گراف با هایی گروه مورد در

٢ ازعدد مجزا ای مولفه در آن اول گراف در که باشد مͬ فرد مرتبۀ از عضوی شامل G گروه که است

ضعیف شرطͬ با توان مͬ را گراف در ناهمبندی شرط که کرد اثبات وازیلو ٢٠٠۵ سال در است. واقع

کرد. جایͽزین است، موجود ٢ با نامجاور و فرد مرتبۀ از رأسͬ G گروه اول گراف در کرد مͬ بیان که تر

کردند. بیان را قضیه این از ای شده تکمیل صورت ٢٠٠٩ سال در گروشͺوف و وازیلو همچنین،

از کاربردی عنوان به علاوه، به است. مشهور قضیۀ این اثبات و بیان نامه، پایان این در ما اصلͬ هدف

است. پذیر شناسایی شبه اول گراف وسیلۀ به ،n ≥ ٧ ازای به Ln(٣) سادۀ گروه دهیم مͬ نشان قضیه، این

باشد. مͬ� [٣٩] نامه، پایان این در اصلͬ مرجع

پذیری. شناسایی شبه پذیری، تشخیص متناهͬ، سادۀ های گروه اول، گراف کلیدی: کلمات
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نمادها فهرست

gcd(m,n) m و nمشترک علیه مقسوم ترین بزرگ

Aut(G) G های خودریختͬ گروه

Inn(G) G داخلͬ های خودریختͬ گروه

Out(G) G بیرونͬ های خودریختͬ گروه

ig g با شده القا داخلͬ خودریختͬ

CG(x) G در x ساز مرکز

H ↩→ G است یͺریخت G از زیرگروهͬ با H

H ≤ G است G زیرگروه H

H ▹G است G نرمال زیرگروه H

CG(H) G در H مرکزساز

NG(H) G در H ساز نرمال

N oH N نرمال گروه زیر با H و N های گروه مستقیم نیم ضرب حاصل

GL(n, F ) F میدان روی n درجۀ از عام خطͬ گروه

[x, y] (x−١y−١xy (یعنͬ x و y گر تعویض

[G,H] G و H های گروه زیر با متناظر گر تعویض زیرگروه

G′ G مشتق زیرگروه

Z(G) G گروه مرکز

In×n n× n همانͬ ماتریس

I همانͬ نگاشت

Oπ(G) G نرمال زیرگروه − π بزرگترین

F میدان

F× F میدان ضربی گروه

پ



[x] x صحیح جزء

|G : N | G در N شاخص

Zn n مرتبۀ دوری گروه

N طبیعͬ اعداد مجموعۀ

GF (q) عضوی q گالوای میدان

ϕ اویلر ضربی تابع

GF (q)× گالوا میدان ضربی گروه

Hg H مزدوج

At Aماتریس ترانهادۀ

< X > X مجموعۀ با شده تولید زیرگروه

|G| G متناهͬ گروه مرتبه

|g| g مرتبه

Sylp(G) G متناهͬ گروه سیلوی های زیرگروه -p همۀ مجموعه

Sn حرف n روی متقارن گروه

An حرف n روی متناوب گروه

D٢n وجهͬ دو گروه

Q۴n یافته تعمیم کواترنیون گروه

G : N است N شده شͺافته توسیع G

GK(G) G گروه اول گراف

(p, q) ∈ GK(G) مجاورند G اول گراف در q و pرئوس

e(r, q)(ordr(q)) r پیمانه به q ضربی مرتبۀ

rm(q) qm − ١ اولیۀ اول عامل

km(q) qm − ١ اولیۀ عامل بزرگترین

ω(G) G گروه طیف

π(G) |G| اول عوامل تمام مجموعۀ

π(n) n اول عوامل تمام مجموعۀ

ت



گفتار پیش

اگر حتͬ است. گراف نظریۀ و جبری های ساختمان میان ارتباط ریاضیات در مباحث ترین جالب از ͬͺی

راهͽشا جبری مسائل حل در موارد بسیاری در ولͬ نبوده، ریاضیدانان اصلͬ هدف ارتباط این امر ابتدای در

جدید مفاهیم و شوند مͬ متولد ریاضیات از جدیدی های شاخه و گرایشها ارتباط همین پایۀ بر است. بوده

نیز نامه پایان این در که ها گراف این جملۀ از داد. قرار بررسͬ مورد گرافͬ و جبری بعد دو در توان مͬ را

باشد. مͬ متناهͬ گروه ͷی به وابسته اول گراف است، نظر مورد

رأس دو بین و هستند گروه مرتبۀ اول عوامل آن های رأس که است گرافͬ متناهͬ، گروه ͷی اول گراف

باشد. داشته pq مرتبۀ از عضوی موردنظر گروه هرگاه است موجود یالͬ q و p متمایز

در ولͬ شود.)، رجوع [٢] به ) است تعریف قابل نیز نامتناهͬ های گروه مورد در گراف این اینکه با

این است. شده عجین متناهͬ سادۀ های خصوصگروه به و متناهͬ های گروه با گراف این مفهوم حال هر

مقاله در آنها علاوه به و شد معرفͬ ٢ کیͽل و ١ گروئنبرگ های نام به ریاضیدان دو توسط بار اولین گراف

هیچ مقاله این که آنجا از اما کردند. بیان را ناهمبند اول گراف با هایی گروه ساختار به مربوط ای قضیه ای

قضیۀ کامل اثبات و پرداخت اول گراف مفهوم بیان به ای مقاله در ٣ ویلیامز ١٩٨١ سال در نشد، چاپ گاه

های گروه تمام اول گراف همبندی های مولفه مقاله همین در ویلیامز آن، بر علاوه کرد. بازگو را نظر مورد

و کرد مشخص را ٢ مشخصۀ با میدان روی لͬ نوع از متناهͬ ساده های گروه جز به متناهͬ ناآبلͬ ساده

،۴ کندراتیو آن، از پس است. ۶ حداکثر متناهͬ گروه هر اول گراف همبندی های مولفه تعداد کرد ثابت
١K. W. Gruenberg
٢O. Kegel
٣J. S. Wiliams
۴ A. S. Kondrat’ev

١



آوردند. بدست را مانده باقͬ ساده های گروه اول گراف همبندی های مولفه ۶ سوزوکͬ و ۵ یاماکͬ

است. گرفته قرار بررسͬ مورد گروهͬ و گرافͬ دیدگاه دو هر از متناهͬ های گروه اول گراف کنون، تا

دراین اما هستند. اهمیت حائز [٢٩] و [٢٨] ،[٢٧] در فر مقدم و ٧ لوچیدو کارهای گراف نظریه دیدگاه از

ساده های گروه در اول گراف وسیلۀ به پذیری شناسایی بحث ویژه به و مفهوم این گروهͬ جنبۀ نامه پایان

بهروز و خسروی امیر توسط بار نخستین اول گراف با پذیری شناسایی مفهوم است. توجه مورد متناهͬ

شد. مطرح خسروی

هرگاه است، پذیر شناسایی اول گراف وسیلۀ به G گروه گوییم باشد، متناهͬ گروه ͷی G کنیم فرض

.G ∼= H بͽیریم نتیجه باشد، مͬ G گروه با یͺسانͬ اول گراف دارای که ،H مانند متناهͬ گروه هر ازای به

دوستداران برای جدیدی مطالعاتͬ زمینۀ پذیرند، شناسایی اول گراف وسیلۀ به که هایی گروه یافتن

اولویت در بودن، شده شناخته حیث از متناهͬ ناآبلͬ ساده های گروه بین این در کرد. ایجاد گروهͬ مباحث

شود؛ مͬ ثابت گروه پذیری شناسایی شبه ساده، گروه ͷی پذیری شناسایی گام اولین در گیرند. مͬ قرار

بتوانیم آنگاه باشد، بحث مورد سادۀ گروه با یͺسان اول گراف دارای G متناهͬ گروه اگر که معنا بدین

دارد. ساده گروه با یͺریخت فردی به منحصر ناآبلͬ ترکیبی عامل G گروه که بͽیریم نتیجه

به محققین اولیۀ ابزار کیͽل-گروئنبرگ به موسوم قضیۀ پذیری شناسایی بررسͬ برای امر، درابتدای

داشت، کاربرد ناهمبند اول گراف با های گروه برای تنها بحث، مورد قضیۀ که آنجا از اما رفت. مͬ شمار

سال در شدند. مͬ گرفته نادیده قضیه این در همبند اول گراف با های گروه و نبود برخوردار جامعیت از

این به شرایطͬ تحت که کند اثبات و بیان را ای قضیه توانست ٨ وازیلو نام با روسͬ ریاضیدانͬ ٢٠٠۵

فوق قضیۀ تکمیل در را دیͽری مقالۀ ٢٠٠٩ سال در ٩ گروشͺوف همراه به او همچنین داد. پایان نقیصه

شناسایی زمینۀ در آن به شده چاپ مقالات متعدد ارجاعات به توجه با را قضیه این اهمیت دادند. ارائه

دریافت. توان مͬ پذیری
۵H. Yamaki
۶M. Suzuki
٧M. S. Lucido
٨A. V. Vasil’ev
٩I. B. Gorshkov

٢



دوم فصل که است [٣٩ ،٣٨] مراجع بنابر قضیه این اثبات و بیان نیز نامه پایان این در ما اصلͬ هدف

نیاز مورد مفاهیم و قضایا بیان و یادآوری به معمول طور به نیز ابتدایی فصل علاوه، به دهد. مͬ تشͺیل را

قضیۀ کاربرد راستای در جدید کاری عنوان به نامه پایان سوم فصل در همچنین، پردازد. مͬ بعد فصول در

پایانͬ قسمت در ایم. کرده ثابت n ≥ ٧ ازای به را Ln(٣) سادۀ گروه پذیری شناسایی شبه شده، مطرح

و [٢۵] از برگرفته ب و الف�.٢ الف�.١، پیوست جداول است. شده پیوست نیاز مورد جداول نیز، نامه پایان

است. [۴١] از برگرفته پ پیوست جداول

٣



١ فصل

نیازها پیش

قرار استفاده مورد نامه پایان این بعدی فصول در که مͬ�پردازیم قضایایی و تعاریف بیان به فصل این در

مͬ�گیرند.

اولیه مفاهیم ١.١

: کنیم مͬ یادآوری را ها گروه نظریۀ در شده شناخته مفهوم چند ابتدا بخش این در

مجموعۀ در هستند. گروه n ،G١, G٢, · · · , Gn کنیم فرض [ ١٠١ صفحۀ ،۴۶] .١.١.١ تعریف

مͬ�کنیم: تعریف را زیر دوتایی عمل G١ ×G٢ × · · · ×Gn

(g١, · · · , gn)(g′١, · · · , g′n) = (g١g
′
١, · · · , gng′n)

G١ × G٢ × · · · × Gn مجموعۀ که مͬ�شود ملاحظه آسانͬ به هستند. G از عضوهایی g′i و gi آن در که

G١, G٢, · · · , Gn گروه�های (خارجͬ) مستقیم حاصلضرب را گروه این است. گروه ͷی فوق عمل با

مͬ�دهند. نشان G١ ×G٢ × · · · ×Gn همان با را آن و مͬ�نامند

۴



این در است. G گروه از نرمال) لزوماً نه ) زیرگروهͬ N فرضکنیم [ ١۶٧ صفحۀ ،٣۴] تعریف٢.١.١.

.HN = G و N ∩ H = ١ باشیم داشته هرگاه گوییم، G در N متمم ͷی را G از H گروه زیر صورت

دارای N و N ▹ G که صورتͬ در گوییم H وسیلۀ به N مستقیم نیم ضرب حاصل را G گروه همچنین

N روی G گوییم مͬ همچنین و G = N o H نویسیم مͬ صورت این در باشد. H١ ∼= H متمم ͷی

شود. مͬ شͺافته

است. Z٢ وسیلۀ به An مستقیم نیم ضرب حاصل Sn گروه .٣.١.١ مثال

گروهͬ Q توسط K توسیع هستند. گروه دو Q و K کنیم فرض [ ١۵٢ صفحۀ ،٣۴] .۴.١.١ تعریف

.G/K١ ∼= Q که طوری به است، K١ ∼= K مانند نرمال زیرگروهͬ دارای که است G مانند

G : K نماد با را آن و گوییم شده شͺافته را توسیع این باشد، داشته Q با یͺریخت زیرگروهͬ G اگر

است. شده شͺافته توسیع همان G = K oQ مستقیم نیم ضرب حاصل که است واضح دهیم. مͬ نشان

است. Q گروه وسیلۀ به K گروه از توسیعͬ K ×Q مستقیم ضرب حاصل .۵.١.١ مثال

گروه گوییم است. ناتهͬ ای مجموعه X و گروه ͷی G کنیم فرض [ ٢۵ صفحۀ ،۴۶] .۶.١.١ تعریف

f : X × G −→ X نگاشت هرگاه دهیم، مͬ نشان G|X نماد با را آن و کند مͬ عمل X مجموعۀ بر G

داریم (x, g) 7→ f(x, g) := xg که ،X از x هر و G از g هر ازای به که است موجود

و ،x١ = x ،X از x هر ازای به .١

.x(g١g٢) = (xg١)
g
٢ ،X از x هر و G از g٢ ،g١ هر ازای به .٢

مͬ نگه ثابت را x نقطۀ) (یا عضو g گوییم .x ∈ X و g ∈ G و کند عمل X بر G گروه کنیم فرض

مͬ عمل هستۀ دارند، مͬ نگه ثابت را X عضو هر که را G از اعضایی مجموعۀ .xg = x هرگاه دارد

نامند.

۵



دیͽری و تزویج عمل ͬͺی ،(X = G) خودش بر گروه ͷی های عمل مهمترین از مورد دو .٧.١.١ مثال

ضرب معنͬ به xg اینجا در که شود مͬ تعریف xg = xg با G از g و x هر ازای به که است منتظم عمل

است. عضو دو

،G از g هر ازای به کند. عمل X مجموعۀ بر G گروه کنیم فرض [ ١.١.٢ قضیۀ ،۴۶] .٨.١.١ لم

نگاشت و φg ∈ SX صورت دراین کنیم. مͬ تعریف xφg = xg ضابطۀ با را φg : X −→ X تابع

است. برابر عمل هستۀ با آن هستۀ که است همریختͬ ͷی g 7−→ φg ضابطۀ با φ : G −→ SX

صورتͬ در نامند. (X (بر گروه عمل با متناظر G نمایشجایͽشتͬ را فوق قضیۀ در مذکور همریختͬ

از عضوی تنها G همانͬ عضو دیͽر، عبارت به گویند؛ صادق را نمایش این باشد، ͷی به ͷی φ تابع که

G گوییم آنگاه ،X = G اگر فوق قضیۀ در همچنین، دارد. نگه ثابت را X اعضای همۀ که است G گروه

کند. مͬ عمل جایͽشتͬ صورت به خودش روی

چنین X در را ∼ رابطۀ کند. عمل X مجموعۀ بر G گروه فرضکنیم [ ٣٣ صفحۀ ،۴۶] تعریف٩.١.١.

ͷی ∼ رابطۀ .xg١ = x٢ ،g مانند G از عضوی ازای به که صورتͬ در x١ ∼ x٢ گوییم کنیم: مͬ تعریف

نامیم. مͬ عمل مدار ͷی را ارزی هم ردۀ هر است. X در ارزی هم رابطۀ

است برابر دهیم مͬ نشان OrbG(x) با که را x عضو شامل مدار که است واضح فوق تعریف به توجه با

.OrbG(x) = {xg | g ∈ G} با:

عنوان (به K روی H گوییم هستند. گروه دو K و H کنیم فرض [ ٢٠۵ صفحۀ ،٣٣] .١٠.١.١ تعریف

که باشد موجود kh ∈ K مانند یͺتایی عضو k ∈ K هر و h ∈ H هر برای هرگاه کند مͬ عمل گروه) ͷی

باشد: برقرار زیر شرط سه h, h١, h٢ ∈ H هر و k, k١, k٢ ∈ K هر برای

،k١ = k .١

،(kh١)h٢ = kh١h٢ .٢

۶



.(k١k٢)h = (k١)
h(k٢)

h .٣

صورت، این در کند. عمل گروه) ͷی عنوان (به K روی H کنیم فرض [ ٩.٣ قضیۀ ،٣٣] .١١.١.١ لم

و شود مͬ تعریف ϕh : k 7→ kh صورت به که شود مͬ داده نسبت ϕh : K −→ K نگاشت h ∈ H هر به

ϕ : h 7→ ϕh صورت به که ϕ : H −→ Aut(K)نگاشت براین، علاوه است. K گروه از خودریختͬ ͷی

شود. مͬ گفته عمل به وابسته H خودریختͬ نمایش ϕ به است. همریختͬ ͷی شود مͬ تعریف

این گوییم کند. عمل گروه) عنوان به )K Hروی گروه فرضکنیم [ ٧٠ صفحۀ ،٣٣] تعریف١٢.١.١.

است. ͷی به ͷی عمل به وابسته H خودریختͬ نمایش هرگاه است، صادق عمل

را H بدیهͬ غیر نرمال زیرگروه است. گروه ͷی G کنیم فرض [ ١٠۴ صفحۀ ،۴۶] .١٣.١.١ تعریف

به نیست. ١ و خود جز به G نرمال زیرگروه هیچ حاوی H هرگاه گوییم، G مینیمال نرمال زیرگروه ͷی

.N = ١ یا N = H آنگاه ،N ⊆ H و N ▹G هرگاه دیͽر، عبارت

دارد. مینیمال نرمال زیرگروه ͷی غیربدیهͬ متناهͬ گروه هر .١۴.١.١ تذکر

زیرگروه را H زیرگروه .H ≤ G و است گروه ͷی G کنیم فرض [ ٩ صفحۀ ،۴۶] .١۵.١.١ تعریف

آن در که Hτ ≤ H ،τ مانند ،G از خودریختͬ هر ازای به که صورتͬ در نامیم مͬ G مشخص

.Hτ = {hτ | h ∈ H}

شود. مͬ استفاده K ch G نماد از G از K مشخص زیرگروه ازای به گاهͬ .١۶.١.١ نمادگذاری

است. گروه آن مشخص زیرگروه ͷی همواره گروه ͷی مرکز .١٧.١.١ مثال

G نرمال زیرگروه N علاوه، به و K ⊆ N ⊆ G و گروه ͷی G کنیم فرض [ ١.١٠ لم ،٢٠] .١٨.١.١ لم

.K ▹G آنگاه است، N مشخص زیرگروه K و

G یا G = ١ که صورتͬ در گوییم پذیر تحویل کاملا́ را G گروه [ ١٠۴ صفحۀ ،۴۶] .١٩.١.١ تعریف

شود. تجزیه اش ساده های زیرگروه از متناهͬ تعدادی مستقیم ضرب حاصل صورت به

٧



دهیم: مͬ پایان استفاده، مورد های لم و ها گروه نظریۀ در مهم قضیۀ چند یادآوری با را بخش این

( یͺریختͬ اول قضیۀ )[۴۶] .٢٠.١.١ قضیه

ضابطۀ با θ : G/Kerf −→ H نگاشت آنگاه باشد، همریختͬ ͷی f : G −→ H اگر . (i)

.G/Kerf ∼= Imf نتیجه در است. تکریختͬ ͷی (x(Kerf))θ = xf

بروریختͬ ͷی xν = Nx ضابطۀ با ν : G −→ G/N نگاشت آنگاه Gباشد، نرمال Nزیرگروه اگر . (ii)

.( نامیم مͬ طبیعͬ بروریختͬ را ν ) است N آن هستۀ که است

این در .N ▹G ،M ≤ G و است گروه ͷی G کنیم فرض ( یͺریختͬ دوم قضیۀ )[۴۶] .٢١.١.١ قضیه

.NM/N ∼= M/M ∩N و N ∩M ▹M صورت

G مانند گروه ͷی نرمال های زیرگروه N Mو کنیم فرض ( یͺریختͬ سوم قضیۀ )[۴۶] .٢٢.١.١ قضیه

.(G/N)/(M/N) ∼= G/M M/Nو ▹G/N صورت این در .N ≤M که طوری به هستند

است. G از زیرگروهͬ H و گروه ͷی G کنیم فرض ( نرمالساز-مرکزساز قضیۀ )[۴۶] .٢٣.١.١ قضیه

صورت دراین

.CG(H)▹NG(H) .١

.NG(H)/CG(H) ↩→ Aut(H) .٢

Gهستند، مانند یͷگروه های زیرگروه L Kو ،H فرضکنیم ١( ددکیند مدولͬ قانون )[٢٠] .٢۴.١.١ لم

.(H ∩ L)K = (HK) ∩ Lصورت دراین است. L از زیرگروهͬ K که طوری به

به G گروه از ای تجزیه G = M١ ×M٢ × ... ×Mn کنیم فرض [ ١١٩ صفحۀ ،۴۶] .٢۵.١.١ لم

.Z(G) = Z(M١)× Z(M٢)× ...× Z(Mn)صورت دراین است، نرمالش های زیرگروه
١R. Dedekind
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