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ণپاسࢂචاری

واداشت کوشش بر را جسممان و نگارش بر را قلممان پویش، بر را وجودمان که را خدای سپاس

ارزانͬ را خویش معرفت که را خدای سپاس و حمد فرمود. عنایت نیͺو فرجام را تلاشمان و

او بسوی تا نمود اعطاء را قدسͬ�اش ساحت به عبودیت افتخار و بشناسند را او تا نمود بندگانش

جویند. تقرب

گشای گره خیرشان دعای همواره که فداکارم و دلسوز خانواده همراهͬ و همدلͬ بر بیͺران سپاس

هست. و بوده زندگͬ�ام مشͺلات

پر محضر از که عابدی اسمعیل دکتر آقای جناب ارجمندم، راهنمای استاد از سپاس و تشͺر

برده�ام. بهره فیض�شان،

نظرات از بهره�مندی افتخار که دوست حقیقت قربانعلͬ دکتر آقای جناب زحمات از تشͺر و تقدیر

داشته�ام. پایان�نامه این انجام در را ایشان مشاورۀ و

پایان��نامه این داوری و نظارت زحمت که خاتمͬ چاوش رضا دکتر آقای جناب از سپاس و تشͺر

فرموده�اند. تقبل را

تازه�کند عبدی رقیه

١٣٩٠ شهریورماه



چͺیده

خمینۀ هر ثابتمͬ�کنیم مͬ�کنیم. مطالعه را متقارن خمینه�هایکنموتسویφ-ریچͬ پایان�نامه این در

متقارن φ-ریچͬ کنموتسو خمینۀ ͷی همچنین است متقارن φ-ریچͬ φ-متقارن، کنموتسوی

فضا φ-متقارن CR-ابررویه�های مͬ�دهیم نشان نهایت در باشد. انیشتینͬ اگر وتنها اگر است

-CR شͺل عملͽر مͬ�کنیم ثابت همچنین مͬ�باشند. D-موازی شͺل عملͽر دارای کنموتسو فرم

CR-ابررویه�های بنابراین نیستند. D-موازی ،c ̸= −١ شرط با کنموتسو فرم فضا ابررویه�های

ندارند. وجود c ̸= −١ شرط با کنموتسو فرم فضا φ-متقارن

کنموتسوی خمینۀ کنموتسویφ-متقارن، خمینۀ کنموتسو، خمینۀ انیشتینͬ، خمینۀ واژه�ها: کلید

خمینه CR-زیر فرم، فضا متقارن، φ-ریچͬ

ج



مطالب فهرست

ث مطالب فهرست

ج . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . چͺیده

١ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف ١

١١ کنتاکت خمینه�های و کوشͬ-ریمان خمینه�های ٢

٢٨ کنموتسو و ساساکͬ فضا�فرم�های و خمینه�ها ٣

۵٢ متقارن φ-ریچͬ و φ-متقارن کنموتسوی خمینه�های ۴

۶٣ کنموتسو فرم فضا φ-متقارن رویه�های CR-ابر ۵

٧١ کتاب�نامه

٧٢ انگلیسͬ به فارسͬ واژه�نامه

٧۵ فارسͬ به انگلیسͬ واژه�نامه

ث



پیشͽفتار

T.Takahashi مͬ�کند([٨]). معرفͬ را کنموتسو خمینه�های K.Kenmotsu ١٩٧٢ سال در

و U.C,De مͬ�دهد([١۵]). قرار مطالعه مورد و معرفͬ را ساساکͬ متقارن φ-ریچͬ فضاهای

٢٠٠۶ سال در مͬ�دهند([۴]). قرار بررسͬ مورد را ٣ بعد با کنموتسوی خمینه�های G.Pathak

کرده�اند([١٢]). مطالعه را همدیسخمینه�هایکنموتسو شبه خمیدگͬ U.C.Deتانسور C.Özgürو

و U.C.De مͬ�کند([۵]). بررسͬ را φ-متقارن کنموتسوی خمینه�های U.C.De ٢٠٠٨ سال در

داده�اند([۶]). قرار مطالعه مورد و معرفͬ را متقارن φ-ریچͬ ساساکͬ خمینه�های A.Sarkar

استفاده مورد بعد فصل�های در که را ریمانͬ هندسه مقدماتͬ قضیه�های و تعاریف اول فصل در

مͬ�کنیم. بیان مͬ�گیرد قرار

کوشͬ-ریمان، کاهلری، هرمیتͬ، هرمیتͬ، تقریباً مختلط، تقریباً مختلط، خمینه�های دوم فصل در

معرفͬ نرمال کنتاکت تقریباً و کنتاکت متری کنتاکت، تقریباً متری کنتاکت، تقریباً کنتاکت،

خمینه�های تفاوتکه این با مͬ�باشند خمینه�هایمختلط مشابه واقع خمینه�هایکنتاکتدر مͬ�شوند.

مͬ�باشند. فرد بعد با کنتاکت خمینه�های و زوج بعد با مختلط

قضایای از تعدادی و مͬ�شوند معرفͬ کنموتسو و ساساکͬ فرم�های فضا� و خمینه�ها سوم فصل در

خمینۀ که مͬ�دهیم نشان همچنین مͬ�کنیم. اثبات را کنموتسو فرم�های فضا� و خمینه�ها به مربوط

باشد. ساساکͬ خمینۀ ͷی نمͬ�تواند کنموتسو

تعدادی و مͬ�کنیم معرفͬ را متقارن φ-ریچͬ و φ-متقارن کنموتسوی خمینه�های چهارم فصل در

مͬ�کنیم. اثبات را خمینه�ها این به مربوط قضایای

شͺل عملͽر دارای کنموتسو فرم فضا φ-متقارن CR-ابررویه�های مͬ�دهیم نشان پنجم فصل در

با کنموتسو فرم فضا CR-ابررویه�های شͺل عملͽر مͬ�کنیم ثابت همچنین مͬ�باشند. D-موازی

با کنموتسو فرم فضا φ-متقارن CR-ابررویه�های بنابراین نیستند. D-موازی ،c ̸= −١ شرط

چ



ح مطالب فهرست

ندارند. وجود c ̸= −١ شرط



١ فصل

مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف

استفاده مورد بعد فصل�های در که را ریمانͬ هندسه مقدماتͬ قضیه�های و تعاریف فصل این در

مͬ�کنیم. بیان مͬ�گیرد قرار

V برداری فضای روی متقارن خطͬ دو فرم ͷی را b : V × V −→ R نگاشت .١.١ تعریف

.b(v, w) = b(w, v) باشیم داشته v, w ∈ V هر ازای به و باشد خطͬ R-دو گاه هر گوییم

V روی b متقارن خطͬ دو فرم ͷی .٢.١ تعریف

b(v, v) > ٠ باشیم داشته v ̸= ٠ هر ازای به هرگاه است معین) (منفͬ معین مثبت -١

.( b(v, v) < ٠)

.v = ٠ دهد نتیجه w ∈ V هر ازای به b(v, w) = ٠ گاه هر است ناتباهیده -٢

متقارن خطͬ دو فرم ͷی از عبارتست V برداری فضای روی g اسͺالر ضرب ͷی .٣.١ تعریف

ناتباهیده.

π : TM −→ M و آن مماس کلاف TM هموار، خمینۀ ͷی M کنید فرض .۴.١ تعریف

مانند C∞ نگاشت ،M روی C∞ برداری میدان ͷی از باشد.مقصود مماس کلاف تصویر نگاشت

عضو ،x ∈ M نقطه هر به X بنابراین . π ◦X = idM طوریͺه به مͬ�باشد X : M −→ TM

مͬ�دهد. نسبت را TxM از Xx

با را M روی C∞ حقیقͬ نگاشت�های مجموعۀ باشد. خمینه ͷی M کنید فرض .۵.١ تعریف

این از ͷی هر دهیم. مͬ نمایش χ(M) با Mرا روی C∞ برداری میدان�های مجموعۀ و F (M)

١



٢ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

در نگاشت�ها ضرب است. R روی برداری فضای ͷی نگاشت�ها جمع عمل تحت مجموعه دو

میدان f ∈ F (M) و X ∈ χ(M) برای مͬ�کند. تبدیل حلقه ͷی به را مجموعه این ،F (M)

χ(M) بنابراین مͬ�شود تعریف fX(p) = f(p)X(p)صورت به p ∈M هر ازای به fX برداری

است. F (M) روی مدول ͷی

نگاشت باشد. هموار خمینۀ ͷیM کنید فرض .۶.١ تعریف

∇ : χ(M)× χ(M) −→ χ(M)

گاه: هر گوییم التصاق ͷی را

باشد: F-خطͬ (M) ،V به نسبت ∇VW -١

∇fX١+gX٢Y = f∇X١Y + g∇X٢Y ∀ f, g ∈ F (M)

باشد: R-خطͬ ،W به نسبت ∇VW -٢

∇XaY١ + bY١ = a∇XY١ + b∇XY٢ ∀ a, b ∈ R

کند: صدق ضرب قاعدۀ در -٣

∇V (fW ) = (V f)W + f∇VW ∀ f ∈ F (M)

گوییم. ∇ التصاق به نسبت V امتداد Wدر کواریان مشتق را ∇

V١ × صورت این در باشند K حلقۀ روی مدول�هایی V١, . . . , Vs,W کنید فرض .٧.١ تعریف

خطͬ چند را A : V١ × . . . × Vs −→ W بود. خواهد K حلقۀ روی مدول ͷی نیز . . . × Vs

یعنͬ باشد خطͬ متغیرها تمام به نسبت گاه هر گوییم

A(v١, . . . , λvi + µvi, vi+١, . . . , vs) = λA(v١, . . . , vi, . . . , vs)

+ µA(v١, . . . , vi, . . . , vs)

. ١ ≤ i ≤ s برای λ, µ ∈ K که



٣ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

-K توابع همۀ مجموعۀ که V ∗ صورت این در باشد K-مدول ͷی V کنید فرض .٨.١ تعریف

K-مدول ͷی به K حلقۀ عناصر توسط ضرب و توابع جمع عمل با باشد، مͬ K به V از خطͬ

مͬ�شود. نامیده V دوگان مدول که مͬ�شود، تبدیل

چند تابع نیستند، صفر همزمان دو هر که s > ٠ و r > ٠ صحیح اعداد ازای به .٩.١ تعریف

T r
s (V ) نماد با و گوییم V روی (r, s) نوع از تانسور ͷی را A : (V ∗)r × V s −→ K خطͬ

A تانسوری میدان ͷی Kمͬ�گیریم. حلقۀ از عنصر ͷی را (٠,٠) نوع از تانسور مͬ�دهیم. نمایش

.χ(M) F-مدول (M) روی تانسور ͷی از Mعبارتست خمینۀ روی

-R توابع از گردایه�ای از Mعبارتست هموار خمینۀ روی ∇ تانسوری مشتق ͷی .١٠.١ تعریف

مانند خطͬ

∇ = ∇r
s := T r

s (M) −→ T r
s (M) r > ٠, s > ٠

باشیم: داشته C انقباض و B و A تانسور دو هر ازای به طوریͺه به

∇(A⊗B) = ∇A⊗B +A⊗∇B

∇(CA) = C(∇A)

داریم: آنگاه A ∈ T r
s (M) اگر Mباشد. روی تانسوری مشتق ͷی ∇ کنید فرض .١.١ لم

∇(A(θ١, · · · , θr, X١, · · · , Xs)) = (∇A)(θ١, · · · , θr, X١, · · · , Xs)

+
r∑

i=١
A(θ١, · · · ,∇θi, · · · , θr, X١, · · · , Xs)

+
s∑

j=١
A(θ١, · · · , θr, X١, · · · ,∇Xj , · · · , Xs)

مͬ�نامیم. ضرب قاعدۀ را رابطه این که

(r, s + ١) از عبارتست ، M هموار خمینۀ روی A تانسور (r, s) کواریان مشتق .١١.١ تعریف

باشیم: داشته θj ∈ χ∗(M) و V,Xi ∈ χ(M) هر ازای به طوریͺه به ∇A تانسور

(∇A)(θ١, · · · , θr, X١, · · · , Xs, V ) = (∇VA)(θ
١, · · · , θr, X١, · · · , Xs)



۴ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

زیرا مͬ�باشد معمولͬ�اش دیفرانسیل همان f تابع کواریان مشتق r = s = ٠ که حالتͬ در

(∇f)(V ) = ∇V f = V f = df(V ) ∀ V ∈ χ(M).

W =
∑
W i∂i و V اگر باشند Rn طبیعͬ مختصات u١ · · ·un کنید فرض .١٢.١ تعریف

کواریان مشتق را ∇VW =
∑
V (W i)∂i برداری میدان آنگاه باشند Rn روی برداری میدان�های

گوییم. V به Wنسبت طبیعͬ

ͷی از Mعبارتست روی ریمانͬ متر ͷی باشد. هموار خمینۀ ͷیM کنید فرض .١٣.١ تعریف

است. معین مثبت نقطه هر در که متقارن تانسوری میدان (٠,٢)

گوییم. ریمانͬ خمینۀ ͷی را ریمانͬ متر ͷی با همراه هموار خمینۀ ͷی .١۴.١ تعریف

که است موجود چنان ∇ منحصربفرد التصاق ͷیM ریمانͬ خمینۀ روی .١۵.١ تعریف

است) صفر تاب∇ (تانسور T (V,W ) = [V,W ]−∇VW +∇WV = ٠ -١

( است ریمانͬ متر با سازگار ∇) Zg(V,W ) = g(∇ZV,W ) + g(V,∇ZW ) -٢

گوییم. ( ریمانͬ التصاق ) لوی-سیویتا التصاق را صورت∇ این در

باشد، M روی برداری میدان ͷی X و هموار ریمانͬ خمینۀ ͷی M کنید فرض .١۶.١ تعریف

صورت Mبه روی f هموار تابع و Y برداری میدان هر ازای به LX تانسوری مشتق

LXY = [X,Y ]

LXf = Xf

مͬ�نامیم. X برداری میدان به نسبت لͬ مشتق را LX که مͬ�شود تعریف

ͷی ،M روی کیلینگ برداری میدان ͷی باشد. ریمانͬ خمینۀ ͷیM کنید فرض .١٧.١ تعریف

باشیم داشته یعنͬ باشد Xصفر برداری میدان به نسبت g لͬ مشتق که Xاست مانند برداری میدان

.LXg = ٠

نگاشت باشد. ∇ ریمانͬ التصاق با ریمانͬ خمینۀ ͷیM کنید فرض .١٨.١ تعریف

ضابطۀ با R : χ٣(M) −→ χ(M)



۵ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

R(X,Y )Z = [∇X ,∇Y ]Z −∇[X,Y ]Z

نگاشت مͬ�شود. نامیده ریمانͬ خمیدگͬ تانسور که Mمͬ�باشد روی تانسوری میدان (١,٣) ͷی

مͬ�کند: صدق زیر روابط در R

(١) R(X,Y )Z = −R(Y,X)Z

(٢) R(X,Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = ٠ بیانچͬ) اول (اتحاد

(٣) g(R(X,Y )Z,W ) = −g(R(X,Y )W,Z)

(۴) g(R(X,Y )Z,W ) = g(R(Z,W )X,Y ).

مͬ�نامیم. خمیدگͬ تانسور تقارن�های را بالا روابط

خطͬ چند تابع صورت این در باشد. p ∈M و ریمانͬ خمینۀ ͷیM فرضکنید .١٩.١ تعریف

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به که F

F : TpM
۴ −→ R

(v, w, x, y) −→ g(R(v, w)x, y)

�کند. صدق خمیدگͬ تانسور تقارن�های در گاه هر خمیدگͬ�گوییم نوع از تابع ͷی

مماس فضای از بعدی دو فضای زیر ͷی Π و هموار خمینۀ ͷی M کنید فرض .٢٠.١ تعریف

خمیدگͬ صورت این در مͬ�شود تولید X,Y برداری میدان�های توسط Π طوریͺه به باشد TpM

از: عبارتست p نقطه در Π به Mنسبت برشͬ

K(X,Y ) :=
g(R(X,Y )Y,X)

g(X,X)g(Y, Y )− g(X,Y )٢
.

گاه هر گوییم ثابت خمیدگͬ با را M باشد. ریمانͬ خمینۀ ͷی M کنید فرض .٢١.١ تعریف

باشد. داشته ثابت برشͬ خمیدگͬ

مساوی p ∈ M نقطۀ در برشͬ خمیدگͬ اگر باشد. ریمانͬ خمینۀ ͷی M کنید فرض .٢.١ لم

شد. خواهد صفر مساوی نیز p نقطۀ در ریمانͬ خمیدگͬ تانسور آنگاه باشد صفر

داریم v, w ∈ TpM هر ازای به برشͬ خمیدگͬ تعریف از است K = ٠ اینکه از اثبات.



۶ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

پلاریزه با .R(v, w)v = ٠ مͬ�دهیم نشان v, w ∈ TpM هر ازای به .g(R(v, w)w, v) = ٠

داریم: x هر ازای به R(v, w)v کردن

٠ = g(R(v, w + x)v, w + x) = g(R(v, w)v, w) + g(R(v, x)v, x)

+ g(R(v, w)v, x) + g(R(v, x)v, w) (١.١)

داریم: خمیدگͬ تانسور تقارن به توجه با ولͬ

g(R(v, w)v, x) = g(R(v, x)v, w).

نشان v, w, x ∈ TpM هر ازای به حال .g(R(v, w)v, x) = ٠ مͬ�آوریم دست به (١.١) از لذا

داریم: R(v, w)v کردن پلاریزه با .R(v, w)x = R(w, x)v مͬ�دهیم

٠ = R(v + x,w)(v + x) = R(v, w)v +R(x,w)v +R(v, w)x+R(x,w)x

هر ازای به بیانچͬ اول اتحاد به توجه با حال .R(v, w)x = R(w, x)v مͬ�گیریم نتیجه لذا

داریم: v, w, x ∈ TpM

٣R(v, w)x = R(v, w)x+R(w, x)v +R(x, v)w = ٠

.R = ٠ مͬ�آوریم دست به p ∈M نقطۀ در بنابراین

که باشد چنان TpM روی خمیدگͬ نوع از تابع F کنید فرض .١.١ نتیجه

K(v, w) =
F (v, w,w, v)

g(v, v)g(w,w)− g(v, w)٢
.

داریم: v, w, x, y ∈ TpM هر ازای به صورت این در مͬ�کنند، تولید را یͷصفحه v, w آن در که

g(R(v, w)x, y) = F (v, w, x, y).

تانسور تقارن�های در △(v, w, x, y) = F (v, w, x, y) − g(R(v, w)x, y) تفاضل تابع اثبات.

△(v, w, v, w) = فرض٠ به توجه با است، خمیدگͬ نوع از تابع ͷی لذا مͬ�کند صدق خمیدگͬ

.△ = ٠ مͬ�گیریم نتیجه قبل لم به توجه با لذا

داریم: آنگاه باشد c ثابت خمیدگͬ Mدارای اگر .٢.١ نتیجه



٧ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

R(x, y)z = c{g(z, y)x− g(z, x)y}.

که مͬ�دهد نشان سرراست محاسبۀ ͷی اثبات.

F (x, y, v, w) = c{g(v, y)g(x,w)− g(v, x)g(y, w)}

p نقطۀ هر در خمیدگͬ نوع از تابع ͷی F بنابراین مͬ�کند. صدق خمیدگͬ تانسور تقارن�های در

آنگاه کنند تولید Qرا ناتبهͽون صفحۀ x, y اگر لذا .F (x, y, y, x) = c Q(x, y) و تعریفمͬ�کند

K(x, y) = c =
F (x, y, y, x)

Q(x, y)
.

مͬ�شود. حاصل قبل، نتیجۀ به توجه با حͺم

(٠,٢) از عبارتست ریچͬ تانسور باشد. ریمانͬ خمینۀ ͷی (M, g) کنید فرض .٢٢.١ تعریف

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به که Ric تانسوری میدان

Ric(X,Y ) := TrZ −→ R(Z,X)Y ∀X,Y, Z ∈ χ(M)

صورت این در باشد. g متر به نسبت Tp(M) برای متعامد) یͺا (پایۀ کنج ͷی {ei} کنید فرض

مͬ�آید: دست به زیر صورت به {ei} پایۀ در ریچͬ تانسور نمایش

Ric(X,Y ) :=
∑
i

g(R(ei, X)Y, ei). (٢.١)

متعامد یͺا پایۀ ) یͷکنج {ei} و p ∈M و ریمانͬ یͷخمینۀ (M, g) فرضکنید تعریف٢٣.١.

آن وارون ماتریس ( εij ) و εij = g(ei, ej) کنید فرض باشد. g متر به نسبت Tp(M) برای (

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به p نقطۀ Mدر برای اسͺالر خمیدگͬ باشد.

r := εijRic(ei, ej). (٣.١)

گوییم Mموازی روی را V برداری میدان باشد. هموار خمینۀ ͷیM فرضکنید .٢۴.١ تعریف

.∇XV = ٠ باشیم Mداشته روی X برداری میدان هر ازای به گاه هر

z ∈ و a ∈ I و M هموار خمینۀ روی هموار خم ͷی α : I −→ M کنید فرض .٣.١ لم

دارد وجود چنان α روی Z منحصربفرد موازی برداری میدان صورت این در باشد. Tα(a)(M)

.Z(a) = z که



٨ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

تابع صورت این در b ∈ I اگر قبل، لم به توجه با .٢۵.١ تعریف

P = P b
a(α) : Tp(M) −→ Tq(M)

z −→ Z(b)

مͬ�شود. نامیده q = α(b) به p = α(a) از α طول در موازی انتقال

مͬ�باشد. خطͬ ایزومتری ͷی موازی انتقال .۴.١ لم

M خمینۀ زیر ͷی M و ∇ ریمانͬ التصاق با ریمانͬ خمینۀ ͷی M کنید فرض .٢۶.١ تعریف

ضابطۀ با h : χ(M)× χ(M) −→ χ(M)⊥ نگاشت صورت این در باشد

h(V,W ) = nor∇VW

مͬ�باشد. متقارن و خطͬ F-دو (M) ،h همچنین Mمͬ�نامیم. Mدر دوم اساسͬ فرم را

M خمینۀ زیر ͷی M و ∇ ریمانͬ التصاق با ریمانͬ خمینۀ ͷی M کنید فرض .٢٧.١ تعریف

نوع از A تانسوری میدان باشد. M روی واحد قائم برداری میدان ͷی U کنید فرض باشد.

M شͺل عملͽر که مͬ�شود تعریف g(AV,W ) = g(h(V,W ), U) ضابطۀ با M روی ،(١,١)

Mمͬ�نامیم. در

M از ریمانͬ ابررویۀ ͷی M و ∇ ریمانͬ التصاق با ریمانͬ خمینۀ ͷی M کنید فرض .۵.١ لم

U به وابسته شͺل عملͽر A اگر باشد. M روی واحد قائم برداری میدان U کنید فرض باشد.

مͬ�باشد. متقارن TpM روی A خطͬ عملͽر نقطه هر در و ∇V U = −AV آنگاه باشد

باشد. M خمینۀ زیر ͷی M و ∇ ریمانͬ التصاق با ریمانͬ خمینۀ ͷی M کنید فرض .۶.١ لم

.∇VW = tan∇VW آنگاه V,W ∈ χ(M) اگر

Mباشد خمینۀ زیر ͷیM و ∇ ریمانͬ التصاق با ریمانͬ خمینۀ ͷیM فرضکنید .٣.١ نتیجه

VW∇که = ∇VW +h(V,W ) Mداریم X,Yروی برداری میدان�های ازای به صورت این در

دارد. نام گاوس فرمول

مͬ�نامیم ریچͬ عملͽر را زیر صورت به شده تعریف Q عملͽر .٢٨.١ تعریف

Ric(X,Y ) = g(QX,Y ). (۴.١)



٩ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

برای که Mچنان همبند ریمانͬ خمینۀ ͷی از عبارتست ریمانͬ متقارن فضای ͷی تعریف٢٩.١.

موجود Tp(M) روی dζp = −id شرط با ζp : M −→ M مانند یͺتا ایزومتری ͷی p ∈ M هر

باشد.

ایزومتری ͷی p+ x −→ p− xنگاشت p ∈ Rn هر ازای به زیرا است. متقارن Rn .١.١ مثال

مͬ�باشد.

اعداد کل دامنۀ Mبا ͷژئودزی هر گاه هر باشد. هموار خمینۀ ͷیM فرضکنید تعریف٣٠.١.

مͬ�نامیم. کامل خمینۀ Mرا صورت این در شود تعریف R حقیقͬ

.∇R = ٠ گاه هر مͬ�نامیم متقارن موضعاً Mرا ریمانͬ خمینۀ .٣١.١ تعریف

مͬ�باشد. متقارن موضعاً متقارن، ریمانͬ فضای هر .٧.١ لم

مͬ�باشد. کامل متقارن، ریمانͬ فضای ͷی .٨.١ لم

و Ric کنید فرض باشد. (n ≥ ٠) n-بعدی هموار خمینۀ ͷی M کنید فرض .٣٢.١ تعریف

به وایل همدیس خمیدگͬ تانسور باشند. M خمینۀ اسͺالر خمیدگͬ و ریچͬ تانسور ترتیب به r

مͬ�شود: تعریف زیر صورت

C(X,Y )Z = R(X,Y )Z − ١
n− ٢{Ric(Y,Z)X −Ric(X,Z)Y + g(Y,Z)QX

− g(X,Z)QY }+ r

(n− ١)(n− ٢){g(Y,Z)X − g(X,Z)Y }

مͬ�باشد. صفر با برابر ٣ و ٢ بعد برای وایل همدیس خمیدگͬ تانسور مͬ�باشد. ریچͬ Qعملͽر که

مͬ�آید: دست به زیر صورت به ٣ بعد برای ریمانͬ خمیدگͬ تانسور صورت این در

R(X,Y )Z = Ric(Y,Z)X −Ric(X,Z)Y + g(Y, Z)QX − g(X,Z)QY (۵.١)

− r

٢{g(Y, Z)X − g(X,Z)Y }.

هر به که D نگاشت ͷی از Mعبارتست خمینۀ ͷی روی D k-بعدی توزیع ͷی .٣٣.١ تعریف

نسبتمͬ�دهد. (p نقطۀ Mدر (فضایمماسبر TpM Dpاز فضایk-بعدی یͷزیر p ∈M نقطۀ

مستقل برداری میدان k با U ͬͽهمسای ͷی p ∈ M هر ازای به چنانچه گویند مشتق�پذیر را D



١٠ مقدماتͬ مفاهیم و تعاریف .١ فصل

{X١q , · · · , Xkq} ،q ∈ U هر ازای به طوریͺه به باشد داشته وجود U روی X١, · · · , Xk خطͬ

باشد. Dq برای پایه ͷی

گویند D توزیع انتگرال خمینۀ ͷی را M خمینۀ از N k-بعدی خمینۀ زیر ͷی .٣۴.١ تعریف

i : N −→ M شمول نگاشت مشتق i∗ آن در که Dp = i∗(TpN) ،p ∈ N هر ازای به چنانچه

بر Dمماس انتگرال خمینۀ ͷی p ∈M هر ازای به چنانچه گویند، انتگرال�پذیر Dرا توزیع است.

همچنین باشد. D توزیع انتگرال خمینۀ ͷی در Mمشمول از نقطه هر یعنͬ باشد. داشته وجود p

D توزیع .[X,Y ] ∈ D باشیم داشته X,Y ∈ D هر ازای به گاه هر گوییم چرخشͬ را D توزیع

باشد. چرخشͬ اگر تنها و اگر گوییم پذیر انتگرال را

w Mباشد. روی دیفرانسیل�پذیر یkͷ-فرم w و هموار Mیͷخمینۀ فرضکنید تعریف١.٣۵.

یͷ(١−k)-فرم گاه هر گوییم Mدقیق روی را w نیز و dw = ٠ گاه هر گوییم Mبسته روی را

نتیجه d ◦ d = ٠ واقع در باشد. w = dη طوریͺه به باشد داشته Mوجود روی دیفرانسیل�پذیر

تابع گاه هر گوییم دقیق M هموار خمینۀ روی را w ١-فرم است. بسته دقیق فرم هر که مͬ�دهد

.w = df طوریͺه به باشد موجود f ∈ F (M)



٢ فصل

خمینه�های و کوشͬ-ریمان خمینه�های
کنتاکت

نقطۀ در f : D −→ C تابع ͷی باشد. Cn از باز مجموعۀ زیر ͷی D کنید فرض .١.٢ تعریف

اگر مͬ�شود نامیده دیفرانسیل�پذیر z٠

limh→٠
١
h{f(z

١
٠ , · · · , zi٠ + h, · · · , zn٠)− f(z١٠ , · · · , zi٠, · · · , zn٠)}

این در باشد دیفرانسیل�پذیر D نقطۀ هر در f اگر باشد. داشته وجود i = ١, · · · , n هر برای

مͬ�شود. نامیده ͷهولومرفی D روی f صورت

به ψ : D −→ Cn کنید فرض و باشد Cn از باز مجموعۀ زیر ͷی D کنید فرض .٢.٢ تعریف

صورت

ψ(z١, · · · , zn) = (w١, · · · , wn)

zj به نسبت wi = ψi(z١, · · · , zn) توابع (i = ١, · · · , n) که i هر ازای به اگر �شود. تعریف

مͬ�شود. نامیده ͷهولومرفی ψ آنگاه باشند، ͷهولومرفی (j = ١, · · · , n)

گاه هر مͬ�شود نامیده n مختلط بعد از مختلط خمینۀ ͷیM هاسدورف فضای ͷی تعریف٣.٢.

کند: صدق زیر ویژگͬ�های Mدر

هومئومورفیسم ͷی ،α هر برای و باشد داشته وجود {Uα}α∈A باز پوشش ͷیM برای .١

١١



١٢ کنتاکت خمینه�های و کوشͬ-ریمان خمینه�های .٢ فصل

ψα : Uα −→ ψα(Uα) ⊂ Cn

باشد. داشته وجود

نگاشت�های ناتهͬ، مقطع با Uα, Uβ باز مجموعۀ دو هر برای .٢

fβα = ψβ ◦ ψ−١
α : ψα(Uα ∩ Uβ) −→ ψβ(Uα ∩ Uβ)

fαβ = ψα ◦ ψ−١
β : ψβ(Uα ∩ Uβ) −→ ψα(Uα ∩ Uβ)

باشند. ͷهولومرفی

مͬ�شود. نامیده ͷهولومرفی مختصاتͬ همسایͽͬ�های از دستگاه ͷی {(Uα, ψα)}α∈A مجموعۀ

مختلط. خمینۀ ͷی از مثالͬ .١.٢ مثال

همسایͽͬ�های همچنین مͬ�گیریم. نظر در را S٢ = {(x, y, z) ∈ R٣ | x٢+ y٢+ z٢ = ١} کرۀ

s = (١−,٠,٠) و n = (٠,٠,١) که مͬ�گیریم نظر در S٢ از U٢را = S٢\{s} U١و = S٢\{n}

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را ψ٢ : U٢ −→ C و ψ١ : U١ −→ C مͬ�باشد.

ψ١(x, y, z) =
x+

√
−١y

١− z
, ψ٢(x, y, z) =

x−
√
−١y

١+ z
.

برای زیرا مͬ�باشند. ͷهولومرفی ψ١ ◦ ψ−١
٢ , ψ٢ ◦ ψ−١

١ : C −→ C نگاشت�های صورت این در

مͬ�گیریم نتیجه x٢ + y٢ + z٢ = ١ و u = x
١−z , v = y

١−z از C ∋ w = u+
√
−١v

z =
u٢ + v٢ − ١
u٢ + v٢ + ١ , x =

٢u
u٢ + v٢ + ١ , y =

٢v
u٢ + v٢ + ١ .

بنابراین

ψ−١
١ (w) = ψ−١

١ (u+
√
−١v) =

( ٢u
u٢ + v٢ + ١ ,

٢v
u٢ + v٢ + ١ ,

u٢ + v٢ − ١
u٢ + v٢ + ١

)
داریم: نتیجه در

ψ٢ ◦ ψ−١
١ (w) =

u

u٢ + v٢
−
√
−١ v

u٢ + v٢
=
١
w
.

نیز ψ١ ◦ ψ−١
٢ که مͬ�شود داده نشان مشابه طور به مͬ�باشد ͷهولومرفی ψ٢ ◦ ψ−١

١ بنابراین

مͬ�شود. نامیده ریمانͬ کرۀ که است مختلط خمینۀ ͷی S٢ بنابراین مͬ�باشد. ͷهولومرفی


