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، که عنصرهایش را نقاط خواهیم نامید، در صورتی یک فضای متری است که  مجموعه  :1-1-1تعریف 

، طوری مربوط شده  تا     ، به نام فاصله از        عدد حقیقی    از     و    به هر دو نقطه ی 

 که به طوری باشد 

 ؛           آنگاه     اگر (آ

    ؛   اگر و تنها اگر           (  ب

 ؛             (  پ

  .                    ،     به ازای هر ( ت

 .خاصیت یک تابع فاصله یا یک متر نام دارد چهاراین  باهر تابع 

 

( خط حقیقی)   ، بویژه    مهمترین مثالهای فضای متری عبارتند از فضاهای اقلیدسی  :2-1-1مثال 

 (.صفحه مختلط)   و 

 

خوانیم هرگاه   را یک نقطه ثابت    باشد        تابعی حقیقی بر    فرض کنید : 3-1-1تعریف 

      . 
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بنگارد و   را به توی    ، φهرگاه . باشد   یک فضای متری با متر   فرض کنیم : 4-1-1تعریف

                      ،       باشد بطوری که به ازای هر        عددی مثل 

 .نام دارد   بتوی   یک انقباض از   φآنگاه 

 

باشد، آنگاه یک و فقط   بتوی   یک انقباض از  φیک فضای متری تام و    هرگاه : 5-1-1قضیه 

 .      هست که      یک 

 .دارای یک نقطه ی ثابت منحصر بفردی می باشد φبه عبارت دیگر، 

 

گوییم اگر    را یک توپولوژی در   از زیر مجموعه های مجموعه ی     گردایه ی ( آ) :6-1-1تعریف 

 :از سه خاصیت زیر بهره مند باشد  

 ؛   و       ( یک)

𝒾هرگاه به ازای ( دو)        ، 𝒾              آنگاه     

باشد، آنگاه  (یا شمارش ناپذیر متناهی، شمارش پذیر)  گردایه ی دلخواهی از اعضای      هرگاه ( سه)

  
 
     .         

              

را مجموعه های باز   را یک فضای توپولوژی و اعضای    باشد آنگاه    یک توپولوژی در    هرگاه ( ب)

 .می نامند   در 
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 یک      که        به ازای هراست در صورتی که   یک فضای هاسدورف     :7-1-1تعریف

 داشته باشد به طوری کهوجود    همسایگی مانند    و     همسایگی مانند    

       

 

εیک دنباله کوشی است اگر به ازای هر      می گوییم دنباله  :8-1-1تعریف  ، عددی مانند    

 .باشدبرقرار             رابطه        به ازای هر بطوری که. وجود داشته باشد     

 

: مجموعه کامل .مجموعه کامل مجموعه ای است که هر دنباله کوشی در آن همگرا باشد :9-1-1تعریف

از اگر به عضوی غیر . مجموعه باشد به یک عضوهمگرا . )در آن همگرا باشد کوشیهر دنباله ی : روش اول

 .(همگرا نیستباشد آنگاه همگرا  اعضای مجموعه 

                

    می گوییم :11-1-1تعریف
   

 اگر       

 ε                                           

 

به ازای     یک فضای نرم دار است اگر به ازای هر     می گوییم فضای بُرداری   :11-1-1تعریف 

 چنان مربوط باشد که    بنام نرم       ی حقیقی، نامنفی مانندعدد( میدان است  )     هر 

     به ازای هر                                                 

                                                           
1. Hausdorff  
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        به ازای هر                                                    

        اگر                      آنگاه                                                      

 

 .تعریف شده کامل باشد منرم دار است که نسبت به نر خطی فضای باناخ یک فضای :12-1-1تعریف 

 

 

  



7                                                                 فصل دوم    قضاياي نقطه ثابت مشترك براي نگاشت هاي چند مقداري  

 

 

 

 : مقدمات-1

قضیه نقطه ثابت باناخ را برای   نادلر. یک ابزار مهم در نظریه فضاهای متریک است  قضیه نقطه ثابت باناخ

به ارائه این قضیه مهم،  برای. داد انقباضي گسترشچند مقداری نگاشت های تک مقداری به نگاشت های 

 .تعاریف و قضایای زیر نیاز داریم

 

کراندار از  بر مجموعه ناتهي بسته      . یک فضای متریک باشد      فرض کنید : 1-1-2تعريف 

 تعریف مي کنیم ،   و            برای . دلالت مي کند  زیر مجموعه های 

  

          
   

       

و                                 

                
   

          
   

         

  

 نامیده   متریک هاسدورف ناشي از   . است       روییک متریک   مشاهده مي شود که 

یک فضای متریک کامل            ، آنگاهیک فضای متریک کامل باشد       اگر. مي شود

 . است

یک     یک عضو . یک نگاشت چند مقداری باشد           فرض کنید  :2-1-2تعريف 

 .                                                                          باشد      گفته مي شود  اگر    نقطه ثابت از 

                                                           
1.  Banach 
2 . Nadler 
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شود گفته مي       و             یک نقطه تصادفي از    عضو  :3-1-2تعريف 

تصادفي از  نقاطمجموعه ای از                      واضح است. باشد      اگر 

 .است     و 

 

در صورتي که . هستند  ضعیف سازگار           و       نگاشت های  : 4-1-2تعريف 

 .باشد       موقعي که          جا به جا شوند یعني اگر      و 

 

یک نگاشت       یک نگاشت چند مقداری و            فرض کنید  :5-1-2تعريف 

 .باشد          است اگر     در  ضعیف جابجایي   ـ مي گوییم،. تک مقداری باشد

 

و              توابعاز  نقطه ثابت مشترک یک ،    عضویک  :6-1-2تعريف  

 است اگر                                                    

              

 

هر  به ازای              مجهز با متریک          در نظر بگیرید : 7-1-2مثال 

 را به صورت زیر تعریف مي کنیم           و       توابع  .      

                                                           
1 - Weakly compatible 
2 - Weakly commuting 
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            اگر       

            اگر     
      و   

             اگر              

            اگر           
   

  داریمبنابراین 

 .است    و یک نقطه تصادفي از       یعني                

 .نگاشت های ضعیف سازگار نیستند    و یعني                      

 .است  ضعیف جابجایي در     و یعني                  

 

 

 نتايج اصلی. 2

 

 .وجود دارد   ،  برای یک ثابت آنگاه    و             اگر :1-2-2لم 

 به طوری که           

                

 

 از یک زوج            و  و یک فضای متریک کامل       فرض کنید : 2-2-2قضیه 

 . باشند نگاشت های تک مقداری یک زوج از        نگاشت های چند مقداری و 

       فرض کنید که 
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                         (  ,  )  ,                                                                               ( )       

γجایي که       برای هر      , β ,    و     β   γ      

 

 همچنین فرض کنید که 

      و        (  

  وجود دارند به طوری که  در   و   نقاط  در این صورت. باشندبسته      و      (  

         ,        ,        ,      . 

 

β      چون :اثبات   γ  بطوری که     𝔯  دارد که دوجوپس    

     β   γ   γ                                                                                          

 فرض کنید 

  
  β  γ

 𝔯   β  γ 

                                                                                                    3  

 داریم    ( )رابطه   با توجه به

                                                                                                                           4  
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بطوریکه  ،وجود دارد       ( )با توجه به رابطه  در این صورتدلخواه باشد      فرض کنید 

    و ( - -2)و لم (  ) رابطه همچنین با توجه به. باشد        
 

 𝔯 

وجود          و 

 و           به طوری که       و دارد

       و      
 

 𝔯 

                                                                                    5  

                              

 .به دست مي آوریم( 5)و (  )از 

      و      
 

 𝔯 

           
 

 𝔯

                         

                               
 

 𝔯 

                                                                    6    

 داریم  همچنین 

                        

                        

               

                     

                                                       7  

.به دست مي آوریم( 7)و ( 6) روابط از  

           
 

 𝔯 

             
 

 𝔯
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 𝔯 

                        

                        

 

 
 

 𝔯 

 
β

 𝔯

 
γ

 𝔯  

            

 

 
β

 𝔯

 
γ

 𝔯  

             

 بنابراین       

     𝔯    β  γ                 β  γ           . 

 

 داریم( 3) رابطه با توجه به

                                 .  

 

بطوری که      وجود دارد ،        و (  - - )و لم (  )رابطه  همچنین باتوجه به

 وباشد          

           
 

 𝔯 

                                                                                          8   

                  

 داریم( 8)و (  )  روابط با توجه به

                 
 

 𝔯 

           
 

 𝔯
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γ

 𝔯 

           

                                                                     9   

 در نتیجه

 

                       

                       

               

                     

                                                      1  

 یمبه دست آور( 1 )و ( 9) بنابراین با توجه به روابط

                        

    هر  به ازایو         به طوری که  مي سازیم  در      در ادامه این روند، ما یک دنباله 

          داریم

    

                                                (11) 

                                               

                                                

 بنابراین داریم  
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           به ازای هر      

                           

 

                   با استقراء به دست مي آوریم(   )رابطه  از

  3         به ازای هر     

                                     

                         

ما نیاز داریم  .دلخواه باشد       فرض کنید .یک دنباله کوشي است     حال باید نشان دهیم که 

 وجود دارد بطوری که          که نشان دهیم که اینجا یک عدد صحیح مثبت 

  و   4          به ازای هر       

                

 

 داریم نا مساوی مثلثي توجه به  با

                                                   . 

 به دست مي آوریم( 3 ) با توجه به رابطهبنابراین 
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           در نتیجه

  5        به ازای  هر       

            
  

   
                            

 

     یک  پس وجود دارد             گاهآن        اگر همچنین
 بطوری که  

      6         به ازای   هر             

   
  

   
                                          

یک دنباله      بنابراین ما ثابت کردیم که . را به دست مي آوریم( 4 )رابطه ( 6 )و ( 5 )و از روابط 

 . کوشي است

 بنابراین. است    همگرا به یک        کامل است و       پس

 

   
    

      
    

          
    

      

                                                      7  

                                همچنین
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وجود         همچنین       و          در این صورت .بسته هستند     و      و 

 بنابراین ما ثابت کردیم که.        و      دارند بطوری که 

                                                                                                                          8   

 به دست مي آوریم (    )و (  ) رابطهاز 

                                   

                                                 

                                     

                                           

                                                        

                                         

                                                         

                                                           

 

 .به دست مي آوریم( 8 )و ( 7 )میل کند با استفاده از       فرض کنیم در نامساوی بالا 

                        

      بسته است پس    است، بنابراین  چون              پس،        چون 

                                                                                                                        9   

 بنابراین                         بطور مشابه مي توانیم ثابت کنیم که

                                                                                                                         1  
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   کنیم مي حال ثابت 

                                                                                                                                     

 

 .بدست مي آوریم( 1 )و ( 9 )و ( 8 )و (  )ما با استفاده از 

                                                    

                                     

                                                            

                               

 

 داریم(   )و ( 1 )و ( 9 )و ( 8 )بنابراین با .        پس

و        ,                                                                                  

     

 

    و   و   و   . فضای اقلیدسي با متریک معمولي باشد          فرض کنید  : 3-2-2مثال 

 .به شرح زیر تعریف مي کنیم   را در 

      
 

  
      و  . 

 

  
            و           و    

                               در این صورت
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 یعني برقرار هستند (.  )و (  ) ،دیگرهمچنین فرضیه های .      برای هر (  ) به رابطه بنا

   مي بینید که
 

 
    

 

 
  

 

 
    و   

 

 
    

 

 
  

 

 
 . 

  در نقطه   و   بنابراین 
 

 
  در نقطه     و    ، 

 

 
     و در نقطه 

 

 
    

 

 
حالت   

 .تصادفي دارند

 .تصادفي زیر را به دست مي آوریم نتیجهما  آنگاهباشد     ،  ( - -  )اگر  در قضیه 

 

 نگاشت های             ویک فضای متریک کامل       فرض کنید  : 4-2-2قضیه 

در شرط زیر صدق که  باشد        یک نگاشت تک مقداری برای هر      چند مقداری و 

 .کند

                                                     

                                                                                                                          3 

  

 

 .باشد                و           که جایي

یک حالت    ,    ,     در این صورتباشد،           ,   یک زیر مجموعه بسته از      و

در هر  جابجایي ضعیف   و  باشند جایيهر دو ضعیف جاب   ,  علاوه بر این اگر . دارند  تصادفي در 

 .   دارند   یک نقطه ثابت مشترک در    ,    ,    آنگاه، باشد            و          
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وجود     در  و    به دست مي آوریم که در اینجا نقاط باشد       ( - - )اگر در قضیه : اثبات

 .       ,       ,        ,      دارند بطوری که  

.     مجموعه . است        و   در جابجایيضعیف   ، و است           همچنین 

  .              و       داریم  آنگاه

 و همچنین بدست   در  جابجایيضعیف  ـ  هست    است آنگاه          حال همچنین

                                                    مي آوریم

                    

              

 □ .است   و     ,  یک نقطه مشترک ثابت از    یعني           بنابراین ما ثابت کردیم  

 

 در زیر نتیجه نقطه ثابت مشترک را به دست  آنگاهباشد        اگر   ( - - )در قضیه 

 . آوریممي 

 .(است   نگاشت هماني در      )

 

نگاشت های   و             ویک فضای متریک کامل       فرض کنید  :5-2-2نتیجه 

 .باشند که در شرط زیر صدق کند      چند مقداری برای هر 
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    در  یک نقطه  این صورت در. باشد               و             جایي که

 . باشد        و         وجود دارد بطوری که  

 

 را به دست  جردیجیااز  ( - - )قضیه  آنگاه. باشد     ،(5- - )اگر در نتیجه  :6-2-2نکته 

 .مي آوریم

 

 ،( - - ) اگر در قضیه: 7-2-2نکته 

 دست مي آوریمرا به نادلر آنگاه قضیه باشد        ؛      و       (  ) 

 

 .آویم را به دست مي ما نتایجي از رایشآنگاه         و       اگر (  )

 

 .ما نتایج زیر را به دست مي آوریمآنگاه نگاشت های تک مقداری باشند  (5- -2)در نتیجه    و  اگر 

 

 هاینگاشت           وکامل یک فضای متریک       فرض کنید : 8-2-2نتیجه 

 . کنند در شرایط زیر صدقکه باشند        تک مقداری به ازای هر 

                                                           
1 . Gordji 
1. Reich 
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یک نقطه ثابت   و   در این صورت   .              و         جایي که در آن  

 □ .باشد        بطوری که     یعني وجود دارد . دارند   مشترک در 

 


