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ণپاسࢂචاری...
محافظت تو از خدا که بیاور یاد به فقط می�رسد، نظر به دشوار خیلی می�کنی حرکت آن در که جاده�ای وقتی

او توست با همواره او عشق داری. اختیار در آنچه هر با بده، انجام می�توانی که آنچه هر توست. مراقب و می�کند

راه در تلاش اراده که را بزرگ خداوند سپاس توست. دوست او زیرا می�کند دراز تو به کمک برای را دستهایش

فرمود. عطا من به را دانش و علم

آقای جناب گرانقدرم، راهنمای استاد ارزشمند راهنمایی�های و بی�دریغ زحمات از می�دانم خود وظیفه�ی آغاز در

به مجموعه این ایشان ارزنده�ی راهنمایی�های بدون قطعاً که نمایم قدردانی و تشکر صمیمانه رنجبری، اصغر دکتر

نمی�رسید. انجام

همچنین و فرمودند تقبل را پایا�ننامه این مشاوره�ی و مطالعه زحمات که جبارزاده محمد�رضا دکتر آقای جناب از

پایاننامه این تکمیل و بازخوانی در که دقتی و زحمات خاطر به واعظی حمید دکتر آقای جناب محترم داور از

دارم. را تشکر کمال داشته�اند

مراحل تمام در که عزیزم مادر و پدر به تقدیم را خود قلبی تشکرات صمیمانه�ترین و سپاس�ها عمیق�ترین پایان در

می�نمایم. بوده�اند، من مشوق و یار همواره تحصیل

عਚی�بالازاده آඇඞฬتا
۱۳۸۹

دو
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ence (2006), vol. ⒗ pp. 299–3⒒
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به را پایدار فشردگی شرط ما پایاننامه این در می�دهند. نشان را توپولوژیکی فضای یک روی ارزیابی�ها فضاهای
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مجموعه که می�دهیم نشان ویژه به و می�دهیم ارائه مینکوفسکی تابعی�های و قطبی مجموعه�های حسب بر تازه�ای

است.� فشرده خطی، تابعی�های ساندویچ
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مقدمـه

است تابعی آنالیز و ترتیب نظریه بین متقابل ارتباط یک برقراری ١ کایمل کلاوس علاقه مورد مباحث از یکی

به کایمل ،۸۰ دهه اوایل در است. شده قلمرو نظریه دیدگاه از تابعی آنالیز شروع به منجر اخیر سال�های در که

متسیاس او، دانشجویان از یک شد. علاقه�مند می�کردند مطالعه زمینه این در که ۴ کورنیا و ٣ باکور بوبوک٢، کار

والتر با همراه کایمل ،۸۰ دهه اواخر در بعدها داد. قرار بررسی مورد قلمرو نظریه نقطه�نظر از را آنها کار راوخ۵

مقاله�های روث .[٨] دادند ارائه ۱۹۹۲ سال در زمینه این در رساله�ای و کرد کار مرتب مخروط�های روی ،۶ روث

هان–باناخ شبه قضایای مورد در ،۲۰۰۰ سال در که است مقاله�ای جمله آن از که نوشت زمینه این در متعددی

قضایا این از حالتی ،٧ تیکس رجینا کایمل، دانشجویان از یکی .[١١] داد ارائه محدب موضعاً مخروط�های برای

.[١۴] داد ارائه جهت�دار مخروط�های چارچوب در را

حالت در باناخ–آلااغلو قضیه می�دهد. ارائه قلمرو نظریه دیدگاه از باناخ–آلااغلو قضیه یک حاضر پایاننامه

ضعیف*–فشرده صفر، همسایگی یک پائینی قطبی توپولوژیکی، برداری فضای یک در که می�کند بیان کلاسیک

مخروط دوگان فضای هدف این برای است، پیوسته جهت�دار مخروط�های روی مقایسه�ای ما اصلی هدف است.

تحت است، یافته توسعه نامنفی حقیقی اعداد تابعی�ها، برد آن در که می�گیریم نظر در را C∗ یعنی ،C جهت�دار

است. پایدار فشرده ،C∗ روی بالایی–ضعیف* توپولوژی می�دهیم نشان مناسب مفروضاتی

قضیه�ها و گزاره�ها تعاریف، شامل نیاز مورد مقدمات اول فصل در است. شده تنظیم فصل سه در پایاننامه این

با سپس و می�کنیم بیان مرتب مخروط�های برای را باناخ–آلااغلو قضیه ابتدا دوم فصل در است، شده آورده

١Klaus Keimel
٢Boboc
٣Bucur
۴Cornea
۵Matthias Rauch
۶Walter Roth
٧Regina Tix

٣



۴ مقدمه

برای سوم فصل در و می�کنیم ثابت قلمرو نظریه دیدگاه از را باناخ–آلااغلو قضیه جدید توپولوژی�های معرفی

تابعی�های و قطبی مجموعه�های برحسب تازه�ای فرمول�بندی�های باز–پائینی توپولوژی و بالایی–ضعیف* توپولوژی

وصله�ای توپولوژی تحت خطی تابعی�های ساندویچ مجموعه می�دهیم نشان همچنین و می�کنیم بیان مینکوفسکی

است. فشرده

وجود X توپولوژیکی فضای یک روی پیوسته ارزیابی�های فضاهای پایدار فشردگی مورد در متعددی قضیه�های

موضعی پایدار فشردگی به را پایدار فشردگی شرط پایاننامه این در ما کرد. مطالعه [١۵ ،۵ ،٢] در می�توان که دارند

می�کنیم. تضعیف

زمینه این در موضوعات تازه�ترین [٢] ٩ آلوارز–مانیلا و [۵] ٨ یونگ مقاله�های است. [٣] ما مرجع مهمترین

نمایند. مطالعه می�توانند علاقه�مندان که هستند

٨Jung
٩Alvarez–Manilla



١ فصل

مقدماتی مفاهیم و تعاریف

۵



۶ مقدماتی مفاهیم و تعاریف .١ فصل

توپولوژی–ضعیف* و ضعیف توپولوژی ١.١

زیر�مجموعه�های از τ مانند است Xگردایه�ای در توپولوژی یک باشد. مجموعه Xیک کنیم فرض .١.١.١ تعریف
به�طوریکه باز، مجموعه�های نام به ،X

هستند، τ به متعلق ∅ و X .١

است، τ به متعلق ،τ متناهی زیر�گردایه هر اشتراک .٢

است. τ به متعلق ،τ زیر�گردایه هر اجتماع .٣

τ۱ از درشت�تر τ یا τ از ظریفتر τ۱ گوییم باشند. X مفروض مجموعه در توپولوژی دو τ۱ و τ کنیم فرض

می�شود). استفاده نیز ضعیف�تر و قویتر از به�ترتیب درشت�تر و ظریفتر به�جای کتب برخی (در τ ⊂ τ۱ هر�گاه است

x۱ متمایز نقطه دو هر ازای به صورتیکه در می�نامیم، هاسدورف فضای Xرا توپولوژیکی فضای .٢.١.١ تعریف
باشند. جدا هم از به�طوریکه باشند موجود x۲ و x۱ برای �ترتیب به U۲ و U۱ مانند همسایگی�هایی ،X از x۲ و

برای پایه یک را آن (گاهی τ برای پایه یک باشد. توپولوژیکی فضای یک (X,τ) کنیم فرض .٣.١.١ تعریف
به�طوریکه B ⊆ τ مانند است گردایه�ای می�نامیم) نیز X

τ = {⋃
B∈C

B ∶ C ⊆ B}.

است. R روی (اقلیدسی) معمولی توپولوژی برای پایه یک باز، بازه�های تمام از B گردایه .۴.١.١ مثال

اگر تنها و اگر است X روی توپولوژی یک برای پایه یک B .۵.١.١ قضیه
،X = ⋃B∈BB الف)

.x ∈ B۳ ⊆ B۱ ∩B۲ که باشد موجود B۳ ∈ B آنگاه x ∈ B۱ ∩B۲ و B۱,B۲ ∈ B اگر ب)

.٣.۵ ،[١۶] برهان.

(X برای زیر�پایه یک (یا τ برای زیر�پایه یک باشد. توپولوژیکی فضای یک (X,τ) کنیم فرض .۶.١.١ تعریف
باشد. τ برای پایه یک S اعضای متناهی اشتراک�های همه گردایه به�طوریکه S ⊆ τ مانند است گردایه�ای

برای زیر�پایه یک (b,+∞) شکل به مجموعه�های همراه به (−∞, a) شکل به مجموعه�های گردایه .٧.١.١ مثال
.a, b ∈ R که است R روی معمولی توپولوژی



٧ مقدماتی مفاهیم و تعاریف .١ فصل

بسته مجموعه�های از گردایه هر X توپولوژیکی فضای یک در بسته مجموعه�های برای پایه یک .٨.١.١ تعریف
باشد. G اعضای از اشتراکی بسته مجموعه هر به�طوریکه است X در G مانند

یک G اعضای متمم�های گردایه اگر تنها و اگر است X در بسته مجموعه�های برای پایه یک G گردایه .٩.١.١ لم
است. برقرار نیز زیر�پایه�ها مورد در مطلب این باشد. باز مجموعه�های برای پایه

.۴٠ صفحه ،[١۶] برهان.

اگر تنها و اگر است X روی توپولوژی یک برای بسته مجموعه�های برای پایه یک G .١٠.١.١ قضیه
،⋂G∈GG = ∅ الف)

باشد. G اعضای از اشتراکی G۱ ∪G۲ آنگاه G۱,G۲ ∈ G اگر ب)

.۴٠ صفحه ،[١۶] برهان.

X × Y در حاصل�ضربی توپولوژی باشند. توپولوژیکی فضای دو Y و X کنیم فرض .١١.١.١ تعریف
�صورت به مجموعه�هایی همه از متشکل B گردایه آن پایه که است توپولوژ�یی (Y و X دکارتی (حاصل�ضرب

است. Y از بازی زیر�مجموعه V و X از بازی زیر�مجموعه U آن در که است U × V
ضرب و جمع یعنی برداری فضای اعمال به�طوریکه باشد X بر توپولوژی یک τ و برداری فضای یک X اگر

برداری فضای یک X و است X بر برداری توپولوژی یک τ صورت این در باشند، پیوسته τ به نسبت اسکالر

است. توپولوژیکی

تابع باشد. توپولوژیکی فضای یک X کنیم فرض .١٢.١.١ تعریف

f ∶X → [−∞,+∞]

پائینی پیوسته نیمه f گوئیم باشد، باز حقیقی αی هر ازای به {x ∶ f(x) > α} مجموعه اگر می�گیریم، نظر در را
است. بالایی پیوسته نیمه f باشد باز α هر ازای به {x ∶ f(x) < α} مجموعه اگر و است

یک X روی تابعی یک باشد. τ توپولوژی با توپولوژیکی برداری فضای یک X کنیم فرض .١٣.١.١ تعریف
خطی تابعی�های عنصرهایش که F برداری فضای از است Xعبارت دوگان فضای است. R برد Xبا روی تابع

پیوسته f ∈ F هر که است X روی توپولوژی ضعیف�ترین ،X ضعیف توپولوژی هستند. X روی f پیوسته و

مجموعه�های r ∈ R هر ازای به دیگر عبارت به است. پائینی �پیوسته نیمه هم و بالایی �پیوسته نیمه هم یعنی است،

{x ∶ f(x) > r} و {x ∶ f(x) < r}



٨ مقدماتی مفاهیم و تعاریف .١ فصل

هستند. باز دو هر

تابع هر که است F روی توپولوژی ضعیف�ترین ،F روی توپولوژی–ضعیف*

evx ∶ f → f(x) ∶ F → R

مجموعه�های ،r ∈ R هر ازای به یعنی می�باشد، پیوسته

{f ∈ F ∶ f(x) > r} و {f ∈ F ∶ f(x) < r}

هستند. باز دو هر

هرگاه می�نامیم نیم�حلقه یک ⋅ و + دوتایی عمل دو با همراه را R مجموعه .١۴.١.١ تعریف

باشد، صفر همانی عضو با تعویض�پذیر نیمگروه یک (R,+) .١

باشد، یک همانی عضو با نیمگروه یک (R, ⋅) .٢

باشد، پذیر توزیع جمع به نسبت ضرب .٣

.۰R ⋅ r = r ⋅ ۰R = ۰R ، r ∈ R هر برای .۴

و + ∶ A ×A → A عمل دو با همراه را A ناتهی مجموعه باشد. نیم�حلقه یک R کنیم فرض .١۵.١.١ تعریف
a, b ∈ A و r, s ∈Rهر ازای به هرگاه می�نامیم چپ مدول نیم -Rیک ⋅ ∶ R ×A→ A

باشد، صفر همانی عضو با تعویض�پذیر نیمگروه یک (A,+) .١

،(r + s) ⋅ a = r ⋅ a + s ⋅ a .٢

،r ⋅ (a + b) = r ⋅ a + r ⋅ b .٣

،(r ⋅ s) ⋅ a = r ⋅ (s ⋅ a) .۴

،۱R ⋅ a = a .۵

.۰R ⋅ a = r ⋅ ۰A = ۰A .۶

می�شود. تعریف مشابه طریق به نیز راست مدول نیم -Rیک



٩ مقدماتی مفاهیم و تعاریف .١ فصل

حقیقی اعداد مجموعه R+ برد. نام نیم�حلقه دو عنوان به می�توان را R+ = [۰,+∞] و R+ .١۶.١.١ مثال
∞است. به نامنفی حقیقی اعداد یافته توسیع R+ و است معمولی ضرب و جمع با نامنفی

جهت�دار کامل مرتب مجموعه�های ٢.١

posetیک اختصار به یا جزئی مرتب�� مجموعه یک ≤ دوتایی رابطه یک با همراه را P مجموعه .١.٢.١ تعریف
باشند برقرار زیر روابط x, y, z ∈ P هر ازای به هرگاه می�نامیم

(بازتابی)، x ≤ x .١

(تعدی)، x ≤ y و y ≤ z Ô⇒ x ≤ z .٢

(پادتقارنی). x ≤ y و y ≤ xÔ⇒ x = y .٣

همه هرگاه می�نامیم، زنجیر یک یا �کلی مرتب را جزئی مرتب مجموعه یک از زیرمجموعه یک .٢.٢.١ تعریف
.y ≤ x یا x ≤ y، x, y هر برای یعنی باشند، مقایسه قابل ≤ تحت آن اعضای

.A ⊆ P و باشد �جزئی مرتب مجموعه یک (P,≤) کنیم فرض .٣.٢.١ تعریف

.x ≤ a ،x ∈ A هر برای هرگاه می�نامیم A برای �بالا کران یک را a ∈ P عضو .١

.b ≤ x ،x ∈ A هر برای هرگاه می�نامیم A برای �پائین کران یک را b ∈ P عضو .٢

مانند یکتایی عضو کوچکترین P �جزئی مرتب مجموعه از A زیرمجموعه بالای کران�های تمام مجموعه اگر .٣

می�دهیم. نمایش ⋁A �صورت به را آن و می�شود نامیده A سوپریمم ،x آنگاه باشد داشته x

مانند یکتایی عضو بزرگترین P �جزئی مرتب مجموعه از A زیرمجموعه پائین کران�های تمام مجموعه اگر .۴

می�دهیم. نمایش ⋀A �صورت به را A اینفیموم می�شود نامیده A اینفیموم y آنگاه باشد داشته y

عضو کوچکترین x آنگاه باشند x ∈ P مانند عضوی بالای ،P جزئی مرتب مجموعه اعضای همه اگر .۵

می�دهیم. نشان � یا ۰ با و می�شود نامیده

نباشد. آن بالای A از عضوی هیچ هر�گاه است ماکزیمم a ∈ A عضو .۶

نباشد. آن پائین A از عضوی هیچ هر�گاه است مینیمم b ∈ A عضو .٧



١٠ مقدماتی مفاهیم و تعاریف .١ فصل

باشد. جزئی مرتب مجموعه یک P کنیم فرض .۴.٢.١ تعریف

�بالا کران یک آن متناهی زیر�مجموعه هر و بوده ناتهی K هرگاه می�نامیم جهت�دار را P از K زیرمجموعه .١

باشد. داشته K در

�پائین کران یک F متناهی زیر�مجموعه هر و بوده ناتهی F هرگاه می�نامیم فیلتر�شده را P از F زیرمجموعه .٢

باشد. داشته F در

است. زنجیر یک معمولی ترتیب با طبیعی اعداد مجموعه .۵.٢.١ مثال
. است جهت�دار مجموعه یک شمول ترتیب با ناتهی و دلخواه مجموعه یک متناهی زیر�مجموعه�های مجموعه

سوپریمم است، k آن سوپریمم و جهت�دار مجموعه یک K که است معنی این به ⋁↑K = k نماد .۶.٢.١ تذکر
می�شوند داده نشان زیر �صورت به نیز y و x عضو دو برای اینفیمم و

x ∧ y = inf{x, y},

x ∨ y = sup{x, y}.

مانند تابعی (X,τ) توپولوژیکی فضای در تور یک .٧.٢.١ تعریف

f ∶ J →X

f(j) = xj

مجموعه ،J مجموعه می�دهیم، نشان (xj)j∈J با معمولا را تور است. جهت�دار مجموعه یک ،J آن در که است

می�شود. نامیده تور اندیس�گذار

و تعاریف ،x ∈ P هر و A ⊆ P هر برای باشد. �جزئی مرتب مجموعه یک P �کنیم فرض .٨.٢.١ تعریف
داریم را زیر نماد�گذاری�های

.↑ A =defi {x ∈ P ∶ x ≥ a , a ∈ A بعضی {برای .١

.↓ A =defi {x ∈ P ∶ x ≤ a , a ∈ A بعضی {برای .٢

.↑ {a} =defi {x ∈ P ∶ x ≥ a} =↑ a .٣



١١ مقدماتی مفاهیم و تعاریف .١ فصل

.↓ {a} =defi {x ∈ p ∶ x ≤ a} =↓ a .۴

.A =↓ A هر�گاه است پائینی مجموعه یک A .۵

.A =↑ A هر�گاه است بالایی مجموعه یک A .۶

باشد. پائینی جهت�دار مجموعه یک هر�گاه است ایده�آل Aیک .٧

باشد. بالایی فیلترشده مجموعه یک هر�گاه است فیلتر یک A .٨

باشد. داشته ماکزیمم عضو یک هر�گاه است اصلی ایده�آل یک A .٩

باشد. داشته مینیمم عضو یک هر�گاه است اصلی فیلتر یک A .١٠

پائینی مجموعه یک می�دهیم نشان U با را آن که A متمم صورت این در باشد بالایی مجموعه یک A اگر

A به متعلق y صورت این غیر در چون ،y ∈ U صورت این در ،y ≤ x و x ∈ U کنیم فرض اگر زیرا بود خواهد

این و x ∉ U یعنی ،x ∈ Aپس y ≤ x اینکه به توجه با همچنین و است بالایی مجموعه A چون و بود خواهد

هستند. یکدیگر متمم پائینی و بالایی مجموعه�های بنابراین است. فرض با متناقض

A شامل پائینی مجموعه کوچکترین و A شامل بالایی مجموعه کوچکترین ترتیب به ↓ A و ↑ A .٩.٢.١ تذکر
می�شوند. نامیده نیز

به مجموعه�های اصلی فیلترهای و ↓ x فرم به مجموعه�های اصلی ایده�آل�های ،x ∈ P هر برای .١٠.٢.١ تذکر
هستند. ↑ x فرم

باشد. �جزئی مرتب مجموعه یک P کنیم فرض .١١.٢.١ تعریف

باشد. داشته سوپریمم آن اعضای از جفت هر هرگاه است (⋁–نیم�مشبکه) بالایی نیم�مشبکه یک P .١

باشد. داشته اینفیمم آن اعضای از جفت هر هرگاه است (⋀–نیم�مشبکه) پائینی نیم�مشبکه یک P .٢

باشد. پائینی نیم�مشبکه و بالایی نیم�مشبکه هر�گاه است مشبکه یک P .٣

باشد. داشته اینفیمم و سوپریمم آن زیرمجموعه هر هرگاه است کامل مشبکه یک .۴



١٢ مقدماتی مفاهیم و تعاریف .١ فصل

حافظ نگاشت را f ∶ P → Q تابع باشند. �جزئی مرتب مجموعه��های Q و P کنیم فرض .١٢.٢.١ تعریف
کند ایجاب x ≤ y ،x, y ∈ P هر ازای به هر�گاه می�نامیم یکنوا یا ترتیب

f(x) ≤ f(y).

و K ⊆ P اگر هرگاه، می�کند حفظ را جهت�دار و ناتهی دلخواه، متناهی، مجموعه�های سوپریمم f تابع گوئیم

آخر حالت باشد. f(supK) صورت به و موجود Q در f(K) سوپریمم آنگاه باشد موجود P در K سوپریمم

می�شود. داده نشان f(⋁↑K) = ⋁↑ f(K) صورت به می�کند حفظ را جهت�دار مجموعه�های سوپریمم f که

باشد، داشته D در سوپریمم یک آن جهت�دار زیر�مجموعه هر که را D �جزئی مرتب مجموعه .١٣.٢.١ تعریف
می�نامیم. dcpoیک اختصار به یا و جهت�دار کامل �جزئی مرتب مجموعه

با طبیعی اعداد مجموعه توانی. مجموعه�های همین�طور و است dcpo یک کامل مشبکه هر .١۴.٢.١ مثال
نیست. dcpo معمولی ترتیب

جزئی مرتب مجموعه یک D۱ ×D۲ جهت�دار کامل جزئی مرتب مجموعه دو ضرب حاصل .١۵.٢.١ گزاره
است. جهت�دار کامل

می�دهیم: قرار باشد. جهت�دار مجموعه یک A ⊆D۱ ×D۲ �کنیم فرض برهان.

A۱ =∏۱(A) = {x ∈D۱ ∣ ∃y ∈D۲; (x, y) ∈ A} (D۱ روی A (تصویر

A۲ =∏۲(A) = {y ∈D۲ ∣ ∃x ∈D۲; (x, y) ∈ A} (D۲ روی A (تصویر

اگر زیرا است جهت�دار D۲ در A۲ و D۱ در A۱

x۱, x۲ ∈ A۱Ô⇒ ∃y۱, y۲ ∈D۲; (x۱, y۱), (x۲, y۲) ∈ A.

به�طوریکه است موجود (x۳, y۳) ∈ Aپس است جهت�دار A چون و

(x۲, y۲) ≤ (x۳, y۳) و (x۱, y۱) ≤ (x۳, y۳)

حال است. جهت�دار نیز A۲ که داد نشان می�توان ترتیب همین به .x۳ ∈ A۱ ، x۲ ≤ x۳ ، x۱ ≤ x۳ لذا

و a۱ = supA۱ اگر است. D۱ در سوپریمم دارای A۱ پس است جهت�دار کامل جزئی مرتب D۱ چون

.(a۱, a۲) ∈D۱ ×D۲ و supA = (a۱, a۲) صورت این در a۲ = supA۲



١٣ مقدماتی مفاهیم و تعاریف .١ فصل

و g ∶ S → P توابع از (g, d) زوج باشند. �جزئی مرتب مجموعه دو P و S کنیم فرض .١۶.٢.١ تعریف
هر�گاه می�نامیم P و S بین الحاق یک را d ∶ P → S

باشند، یکنوا دو هر d و g .١

باشند. معادل s ≥ d(p) و g(s) ≥ p روابط (s, p) ∈ S × P زوج هر برای .٢

می�شود. نامیده راست الحاق d تابع و چپ الحاق ،g تابع (g, d) الحاق در

مشبکه یک P که باشد S و P جزئی مرتب مجموعه�های بین تابع یک d ∶ P → S کنیم فرض .١٧.٢.١ گزاره
باشد. داشته راست الحاق یک و یکنوا d اگر تنها و اگر می�کند حفظ را سوپریمم�ها d آنگاه است. کامل

.۵.٣.٠ ،[٣] برهان.

و P جزئی مرتب مجموعه�های بین d ∶ P → S و g ∶ S → P یکنوای توابع از جفت هر برای .١٨.٢.١ قضیه
معادل�اند زیر شرایط S

است، الحاق یک (g, d) .١

.gd ≥ ۱P و dg ≤ ۱S .٢

هستند. خودتوان dg و gd بالا شرایط با همچنین

.۶.٣.٠ ،[٣] برهان.

مجموعه�های بین (g, d) الحاق هر برای باشند. مفروض d ∶ P → S و g ∶ S → P کنیم فرض .١٩.٢.١ گزاره
معادل�اند زیر شرایط S و P جزئی مرتب

است، برو g .١

،gd = ۱P .٢

است. یک�به�یک d .٣

.٧.٣.٠ ،[٣] برهان.



١۴ مقدماتی مفاهیم و تعاریف .١ فصل

T۰ فضاهای و مرتب فضاهای ٣.١

می�شود تعریف زیر صورت به ترتیب گراف باشد. جزئی مرتب مجموعه یک P کنیم فرض .١.٣.١ تعریف

G = {(x, y) ∈ P × P ∶ x ≤ y}.

X مانند مجموعه�ای مرتب) فضای یک خلاصه طور (به جزئی مرتب توپولوژیکی فضای یک .٢.٣.١ تعریف
باشد بسته X ×X در ترتیب گراف به�طوریکه ≤ مانند جزئی ترتیب رابطه یک و توپولوژی یک با همراه است

به�طوریکه باشند موجود y شامل V و x شامل U باز مجموعه�های ،x ≰ y که x, y ∈X نقطه دو هر برای یعنی

است. بسته X روی ترتیب گوئیم باشد، بسته X ×X در ترتیب گراف اگر .U ∩ V = ∅

.y ≰ x یا x ≰ y با است معادل x ≠ y زیرا هاسدورف�اند مرتب، فضاهای .٣.٣.١ مثال

است. بسته ترتیب با فشرده فضای یک فشرده مرتب فضای یک .۴.٣.١ تعریف

که باز مجموعه یک Xاز y و x متمایز نقطه دو هر برای هر�گاه است T۰ ،X توپولوژیکی فضای .۵.٣.١ تعریف
باشد. موجود باشد آنها از یکی شامل دقیقا

معادل�اند زیر روابط X در y و x نقطه دو هر برای آنگاه باشد توپولوژیکی فضای یک X اگر

.{x} ⊆ {y} .١

.x ∈ {y} .٢

.y ∈ U آنگاه ،x ∈ U که U باز مجموعه هر ازای به .٣

است). {x} مجموعه بستار {x} از (منظور
پادتقارنی باشد T۰ Xفضای اگر و است متعدی و انعکاسی معادل�اند) هم با که بالا رابطه ٣ از کدام (هر رابطه این

زیرا است نیز

،x ∈ {x} انعکاسی: (١
صورت این در y ∈ {z} و x ∈ {y} اگر تعدی: (٢

{x} ⊆ {y} (۱)



١۵ مقدماتی مفاهیم و تعاریف .١ فصل

همچنین و

{y} ⊆ {z} (۲)

.x ∈ {z} بنابراین و {x} ⊆ {z} داریم (۲) و (۱) رابطه از
بودن T۰ به توجه با صورت این غیر در چون ،x = y صورت این در y ∈ {x} و x ∈ {y} اگر پاد�تقارنی: (٣
است. تناقض در x ∈ {y} رابطه با این و نیست y شامل که است موجود x شامل U مانند بازی مجموعه فضا

داریم: زیر صورت به جزئی ترتیب رابطه یک بنابراین

می�شود تعریف زیر صورت به جزئی ترتیب رابطه یک T۰ فضای یک روی .۶.٣.١ تعریف

x ≤ y⇐⇒ x ∈ {y}

می�شود. نامیده تخصیص ترتیب و

همیشه بسته مجموعه�های و بالایی�اند مجمو�عه�های همیشه باز مجموعه�های تخصیص، ترتیب تحت .٧.٣.١ تذکر
پائینی�اند. مجموعه�های

همیشه ↑ x =↑ {x} یا ↓ x =↓ {x} فرم به مجموعه�های تخصیص ترتیب با مرتب فضای یک در .٨.٣.١ لم
↑ A و ↓ A برای بالا حکم آنگاه باشد مرتب فضای یک از فشرده زیر�مجموعه یک A که صورتی در و بسته�اند

است. برقرار نیز

همسایگی�های مرتب، فضای یک تعریف طبق ،a ≱ x صورت این در .a ∉↑ x و a ∈X که کنیم فرض برهان.
طرفی از ،{x} ⊆↑ x همچنین و x ∈ U پس ،U ∩ V = ∅ به�طوریکه موجوداند a و x برای ترتیب به V و U

داریم بنابراین است {x} شامل بالایی مجموعه کوچکترین ↑ x و بالایی مجموعه یک U ،٧.٣.١ تذکر به بنا

↑ x ⊆ U

است. بسته ↑ x یعنی a ∉ ↑ x نتیجه در ،↑ x ∩ V = ∅ لذا و

.a ∈↓ x نتیجه در و a ≤ x لذا y ≤ x که a ≤ y پس است تخصیص ترتیب چون ،a ∈ ↓ x کنیم فرض حال

مرتب به بنا و y ≰ x داریم y ∈ A هر ازای به صورت این در ،x ∉↑ A می�کنیم فرض بعد قسمت اثبات برای

.Uy ∩ Vy = ∅ به�طوریکه موجوداند x و y برای ترتیب به Vy و Uy همسایگی�های فضا بودن

متناظر های Vyi اشتراک .A ⊆ ⋃n
i=۱Uyi = U داریم A فشردگی به بنا و می�پوشاند را A ،{Uy}y∈A گردایه



١۶ مقدماتی مفاهیم و تعاریف .١ فصل

داریم لذا می�نامیم، V را آن که است x برای همسایگی یک

U ∩ V = ∅

پس است A شامل بالایی مجموعه کوچکترین ↑ A و A شامل بالایی مجموعه یک U طرفی از

↑ A ⊆ U

.x ∉ ↑ A نتیجه در و V ∩ ↑ A = ∅ بنابراین

↓ A پس ،x ∈↓ A نتیجه در و x ≤ a بنابراین (a ∈ A) y ≤ a که x ≤ y صورت این در x ∈ ↓ A اگر حال

است. بسته نیز

است شده Xاشباع از A زیرمجموعه باشد. تخصیص ترتیب با مرتب فضای Xیک کنیم فرض .٩.٣.١ تعریف
A اشباع ،A شامل اشباع�شده مجموعه کوچکترین .x ∈ A آنگاه {x} ∩A ≠ ∅ اگر x ∈ X هر برای هرگاه

می�شود. نامیده

همچنین و x ∈ X و بالایی مجموعه یک A اگر زیرا هستند، شده اشباع بالایی مجموعه�های .١٠.٣.١ مثال
از عضوی برای و y ≤ x بنابراین ،y ∈ A نیز و y ∈ {x} که است موجود y مانند عضوی پس ،{x}∩A ≠ ∅

.x ∈ A =↑ A لذا و a ≤ x می�شود نتیجه که a ≤ y ،a مانند A

فشرده A مجموعه اگر همچنین و می�شود نامیده نیز A اشباع ↑ A مجموعه بالا مثال به توجه با .١١.٣.١ تذکر
پوشش یک پس باشد ↑ A مجموعه برای باز پوشش یک ⋃i∈I Ui اگر زیرا است فشرده نیز آن اشباع باشد

پوشیده Uiها از متناهی تعداد وسیله به بنابراین است فشرده A مجموعه .A ⊆↑ A زیرا است نیز A برای باز

مجموعه کوچکترین ↑ A ولی است A شامل بالایی مجموعه یک ⋃n
i=۱Ui مجموعه ،٧.٣.١ تذکر طبق می�شود،

داریم پس است A شامل بالایی

↑ A ⊆
n

⋃
i=۱
Ui.

فضاهای Y و X اگر همچنین .↓ x = {x} ،x هر ازای به همواره که است این T۰ فضای مهم ویژگی یک

به�طوریکه a, b ∈ X و باشد پیوسته f ∶ X → Y تابع و باشند تخصیص ترتیب به مجهز مرتب، توپولوژیکی

برای همسایگی یک f پیوستگی به توجه با باشد، Y در f(a) همسایگی یک V اگر صورت این در ،a ≤ b
f(U) به متعلق f(b) بنابراین و است نیز b شامل a همسایگی این ،f(U) ⊆ V که دارد وجود U مانند a


